INTEGRALY FUNKCI VICE PROMENNYCH

V predchozich kapitoldch bylo uvedeno mnoho piikladli na pouZiti integrélu funkci

jedné proménné.

Je zfejmé vhodné mit k
dispozici podobny néstroj 1
pro funkce vice promeén-
nych. Vytvofime si jej.

LEKCE21-IVP
integrél.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
reguldrni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



INTEGRALY FUNKCI VICE PROMENNYCH

V predchozich kapitoldch bylo uvedeno mnoho piikladli na pouZiti integrélu funkci

jedné proménné.

Je zfejmé vhodné mit k
dispozici podobny néstroj 1
pro funkce vice promeén-
nych. Vytvorime si jej.

Na to se tésSim.
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Integrdly funkci vice pro-
ménnych jsou zobecnénim
jednorozmérného pripadu.
Vsimnéte si, kde se objevi
néco opravdu nového.
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Integrdly funkci vice pro-
ménnych jsou zobecnénim
jednorozmérného pripadu.
Vsimnéte si, kde se objevi
néco opravdu nového.

Budu se snazit. Podobné
jako u funkci jedné pro-

ménné, 1ze 1 integral funkci
vice proménnych definovat
vice zpusoby.
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Integral funkci jedné pro-
ménné byl definovan jed-
nak Cist¢ analyticky (po-
moci primitivnich funkci,
tedy pomoci derivace) a jed-
nak geometricky (pomoci li-
mity obsahi jistych ploch).
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Integral funkci jedné pro-
ménné byl definovan jed-
nak Cist¢ analyticky (po-
moci primitivnich funkci,
tedy pomoci derivace) a jed-
nak geometricky (pomoci li-
mity obsahi jistych ploch).

ANO. To byly fundamen-
tdlni mySlenky, které tvori
jednorozmérny integral!!!

LEKCE21-IVP
integral.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
regularni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pro funkce vice proménnych nelze pouZzit pristup pomoci primitivnich funkci, geome-
tricky pristup vSak pouzit Ize. Jsou vSak 1 jiné moznosti, napt. pomoci teorie miry nebo
pomoci rozsifovani jistych linedrnich zobrazeni na jistych prostorech funkci.

Na sta je podob integrovani
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My pouzijeme pfistup po-
moci jiz definovaného in-
tegralu funkci jedné pro-
menné. Pak se ukaze, ze pro
funkce pouZivané v praxi
je tento pristup ekvivalentni
geometrickému pristupu.
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My pouzijeme pfistup po-
moci jiz definovaného in-
tegralu funkci jedné pro-
menné. Pak se ukaze, ze pro
funkce pouZivané v praxi
je tento pristup ekvivalentni
geometrickému pristupu.

Podobné jako u jedné pro-
ménné slouzi zvolena defi-
nice pro vypocet integrald,
kdezto geometricky pristup
slouzi k objasnéni pouziti
integrald.
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My pouzijeme pfistup po-
moci jiz definovaného in-
tegralu funkci jedné pro-
menné. Pak se ukaze, ze pro
funkce pouZivané v praxi
je tento pristup ekvivalentni
geometrickému pristupu.

Podobné jako u jedné pro-
ménné slouzi zvolena defi-
nice pro vypocet integrald,
kdezto geometricky pristup
slouzi k objasnéni pouziti
integrald.

Integral tedy je mozné de-
finovat riiznymi zptsoby. A
to se opravdu déje.
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Klidek. Pro pocitini pfi-
kladt je to zpravidla jedno.
A tam, kde to neni jedno se
musi definice integralu spe-
cifikovat.
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V kapitole o aplikacich integralu byl uveden postup pro vypocet obsahu obsahu pod-
mnoZzin roviny nebo objemu objemu podmnoZin prostoru, coZ lze chapat jako vypocet
integralu funkce dvou nebo tii proménnych, kterd je na dané mnoziné identicky rovna 1
a jinde rovna 0. Tento postup lze snadno upravit pro obecné funkce.

\
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.obsah
.objem

V kapitole o aplikacich integralu byl uveden postup pro vypocet obsahu obsahu pod-
mnoZzin roviny nebo objemu objemu podmnoZin prostoru, coZ lze chapat jako vypocet
integralu funkce dvou nebo tii proménnych, kterd je na dané mnoziné identicky rovna 1
a jinde rovna 0. Tento postup lze snadno upravit pro obecné funkce.

\/

Pouziva se trik, Ze objem
télésa je roven "zakladna x
vyska".
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Republika ve vysce 1 od-
povida integraci funkce
f(x,y) = 1 na pudorysu
republiky.
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Nasledujici vyklad bude
provadén pro funkce dvou
proménnych.
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Nasledujici vyklad bude
provadén pro funkce dvou
proménnych.

A vy si prisluSné definice
a tvrzeni modifikujte 1 pro
tfi proménné (popr. pro n
proménnych, pokud je vam
nejlépe ve velkém kolektivu
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INTEGRACE NA INTERVALECH

Oproti realné primce je v rovin€ a prostoru vétsi variabilita mnozin, pres které je
vhodné integral definovat.

\
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INTEGRACE NA INTERVALECH

Oproti realné primce je v rovin€ a prostoru vétsi variabilita mnozin, pres které je
vhodné integral definovat.

\

V této Casti se seznamite s
integraci na intervalech. Po-

tom bude integral zadefino-
van 1 na obecnéjSich mnozi-
nach.
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INTEGRACE NA INTERVALECH

Oproti realné primce je v rovin€ a prostoru vétsi variabilita mnozin, pres které je

vhodné integral definovat.

\

V této Casti se seznamite s
integraci na intervalech. Po-

tom bude integral zadefino-
van 1 na obecnéjSich mnozi-
nach.

\

DEFINICE. Necht je dana funkce f(z,y) definovand na intervalu I = (a,b) X (¢, d)
v rovine. Pak se definuje integrél funkce dvou proménnych f na I jako

[reasa= [ ([ swpar)as,

pokud ma prava strana smysl.

\
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INTEGRACE NA INTERVALECH

Oproti realné primce je v rovin€ a prostoru vétsi variabilita mnozin, pres které je

vhodné integral definovat.

\

V této Casti se seznamite s
integraci na intervalech. Po-

tom bude integral zadefino-
van 1 na obecnéjSich mnozi-
nach.

\

DEFINICE. Necht je dana funkce f(z,y) definovand na intervalu I = (a,b) X (¢, d)
v rovine. Pak se definuje integrél funkce dvou proménnych f na I jako

[reasa= [ ([ swpar)as,

pokud ma prava strana smysl.

\

Jestlize [, f je konecny, fikd se, Ze [, f konverguje.

LEKCE21-IVP
integral.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
regularni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Pfimo z predchozi definice
integralu plynou nasledujici
pozorovani (viz Otdzky).
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Pfimo z predchozi definice
integralu plynou nasledujici
pozorovani (viz Otdzky).

\

POZOROVANI.

1. Necht' [ ; J konverguje a g je funkce na I, ktera je totoznd s f na vnitiku intervalu I.
Pak [, g konverguje a rovnd se [, f.

2. Necht’ A C B jsouintervaly v roviné a funkce f definovand na B ma nulové hodnoty
na B\ A. Pak

/A f(z,y) dxdy = /B Flo,y) dxdy

jakmile m4 jedna strana smysl.
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Snadno se dokazi zakladni vlastnosti integrdlu v rovine€. Nékteré vlastnosti obdobné
tém z funkci jedné proménné nelze prevést (napr. integrace po Castech), nékteré jsou
odloZeny na pozd¢€ji (napt. substituce).

\/
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Snadno se dokazi zakladni vlastnosti integralu v roviné. Nékteré vlastnosti obdobné
tém z funkci jedné proménné nelze prevést (napr. integrace po Castech), nékteré jsou
odloZeny na pozd¢€ji (napt. substituce).

\/

Ta substituce je na viceroz-
mérné integraci nejkouzel-
n¢jsi. UZ se t€Sim.
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Snadno se dokazi zakladni vlastnosti integralu v roviné. Nékteré vlastnosti obdobné
tém z funkci jedné proménné nelze prevést (napr. integrace po Castech), nékteré jsou
odloZeny na pozd¢€ji (napt. substituce).

\/

Ta substituce je na viceroz-
mérné integraci nejkouzel-
n¢jsi. UZ se t€Sim.
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Rekneme, Ze dva intervaly v roving se nepiekryvaji, jestlize jejich prinik neobsahuje
zadny interval v rovin€ (viz t€z Otdzky).

\/
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Rekneme, Ze dva intervaly v roviné se nepiekryvajf, jestlize jejich prinik neobsahuje
zadny interval v roving (viz téz Otdzky).

\

VETA. Necht' ] je interval v roviné.
1. Integral na [ je linedrni, tj. pro libovolné funkce f, g na [ a pro libovolnd ¢isla o, 5 €

R plati
/I<ozf+ﬁg)=a/jf+ﬁfjg,

jakmile ma prava strana smysl.
2. Necht’ [ je sjednocenim neprekryvajicich se intervalt J, ..., J, a f je funkce defi-

novana na /. Potom
/If(x,y)dxdy=2[] f(z,y) dxdy
i=1 Y Ji

jakmile m4 jedna strana smysl.
3. Jsou-li g, h funkce definované na I a h < g na [ pak

/hS/g,
I I

jakmile maji ob¢ strany smysl.







Tohle by opravdu mélo pla-
tit?




Tohle by opravdu mélo pla-
tit?

No jo. Je to trivialita.
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Tohle by opravdu mélo pla-
tit?

No jo. Je to trivialita.

4

Dukaz. Dikaz prvniho a posledniho tvrzeni je ponechéan ¢tenafi.
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Ve druhém tvrzeni se pro jednoduchost dikaz omezi na uzavieny interval /. Vezme
se déleni intervalu (a, b) tvofené priméty kolmych stran intervalt .J;, napf. vyjdou body
a=1x) <1 < ..<xp < Tp1 = b. Podobné na intervalu (¢, d) vyjde d€leni ¢ =
o <Y1 < o <Y< Yyy1 = d. Nyni Je I SJednocenlm neprekryvajicich se intervali
/fs 5 = |[63s le] Y, yit1],2=0,..., K, 5 =0, ..., . Tento systém intervalti ma vlastnost,
Ze priméty na osy libovolnych dvou 1ntervalu se bud neprekryvaji nebo jsou totozné.

y,=d
Jo
) 5
Ji 5
Nz
y=e i
Xg~a X Xy x3=b
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Ve druhém tvrzeni se pro jednoduchost dikaz omezi na uzavieny interval /. Vezme
se déleni intervalu (a, b) tvofené priméty kolmych stran intervalt .J;, napf. vyjdou body
a=1x) <1 < ..<xp < Tp1 = b. Podobné na intervalu (¢, d) vyjde d€leni ¢ =
o <Y1 < o <Y< Yyy1 = d. Nyni Je I SJednocemm neprekryvajicich se intervali
/fs 5 = |[63s le] Y, yit1],2=0,..., K, 5 =0, ..., . Tento systém intervalti ma vlastnost,
Ze priméty na osy libovolnych dvou 1ntervalu se bud neprekryvaji nebo jsou totozné.

y,=d
Jy
) 53
Ji 5
N
y=e i
Xg~a X Xy x3=b

Ted’ jsem pochopil to nepre-
kryvani.
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Pro takto usporddané intervaly se druhé tvrzeni dokaze jednodusSe primo z definice
dvojrozmérného integralu, pouZzitim souctového vzorce pro zobecnéné Newtonovy inte-

graly.
\
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Pro takto usporddané intervaly se druhé tvrzeni dokdze jednoduse primo z definice
dvojrozmérného integralu, pouZzitim souctového vzorce pro zobecnéné Newtonovy inte-

graly.

\
Plati tedy [, f(z,y)dxdy = ZJ o Jr,, Sz, y) dxdy.

\
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Pro takto usporddané intervaly se druhé tvrzeni dokdze jednoduse primo z definice
dvojrozmérného integralu, pouZzitim souctového vzorce pro zobecnéné Newtonovy inte-

graly.
¥
Plati tedy [, f(z,y)dxdy = ZJ o Jr,, Sz, y) dxdy.

\

Kazdy interval J,, je nyni pokryt nékterymi neprekryvajicimi se intervaly ; j, 2,7 €
K,,, které maji opét predchozi vlastnost priméti, a tedy

\
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Pro takto usporddané intervaly se druhé tvrzeni dokdze jednoduse primo z definice
dvojrozmérného integralu, pouZzitim souctového vzorce pro zobecnéné Newtonovy inte-

graly.
¥
Plati tedy [, f(z,y)dxdy = ZJ o Jr,, Sz, y) dxdy.

\

Kazdy interval J,, je nyni pokryt nékterymi neprekryvajicimi se intervaly ; j, 2,7 €
K,,, které maji opét predchozi vlastnost priméti, a tedy

(x,y)dxdy = f (x,y)dxd <>  LEKCE21-IVP
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Poznamky 1 :

1. V definici dvojrozmérného integrdlu Ize misto zobecnéného Newtonova integréalu
pouZit i jiné integraly (Riemannuv, J—integral, K—integrdl nebo L—integral).

\




Poznamky 1 :

1. V definici dvojrozmérného integrdlu Ize misto zobecnéného Newtonova integréalu
pouZit i jiné integraly (Riemannuv, J—integral, K—integrdl nebo L—integral).

\

Podle obecnosti pouzitych integrali se dostane obecnost prislusného integralu funkci
dvou proménnych.

\




Poznamky 1 :

1. V definici dvojrozmérného integralu 1ze misto zobecnéného Newtonova integralu
pouzit i jiné integraly (Riemanniiv, J-integral, K—integrdl nebo L—integral).

\

Podle obecnosti pouzitych integralii se dostane obecnost prislusSného integralu funkci

dvou proménnych.

\

V tomto textu (ale vétSinou
1 v praxi) postac¢i uvazovat
zobecnény Newtonlv inte-
gral.
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2. Pro vysledek integrace je jedno, jestli je integrovand funkce definovand na hranici
nebo nikoli. Jeji hodnoty na hranici 1ze ménit bez vlivu na integraci.

\




2. Pro vysledek integrace je jedno, jestli je integrovand funkce definovand na hranici
nebo nikoli. Jeji hodnoty na hranici 1ze ménit bez vlivu na integraci.

\

Vzhledem k pouzitému integralu je mozné, aby integrovana funkce nebyla definovana
na malé mnoziné uvnitf intervalu anebo lze na této malé mnoziné hodnoty funkce zmé-
nit. Hodnotu integralu to neovlivni.

\




2. Pro Vysledek integrace je jedno, jestli je integrovana funkce definovana na hranici
nebo nikoli. Jeji hodnoty na hranici 1ze ménit bez vlivu na integraci.

\

Vzhledem k pouzitému integralu je mozné, aby integrovana funkce nebyla definovana
na malé mnoZzin€ uvnitf intervalu anebo 1ze na této malé mnoziné hodnoty funkce zmé-
nit. Hodnotu integralu to neovlivni.

\
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2. Pro Vysledek integrace je jedno, jestli je integrovana funkce definovana na hranici
nebo nikoli. Jeji hodnoty na hranici 1ze ménit bez vlivu na integraci.

\

Vzhledem k pouzitému integralu je mozné, aby integrovana funkce nebyla definovana
na malé mnoZzin€ uvnitf intervalu anebo 1ze na této malé mnoziné hodnoty funkce zmé-
nit. Hodnotu integralu to neovlivni.

\
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2. Pro Vysledek integrace je jedno, jestli je integrovana funkce definovana na hranici
nebo nikoli. Jeji hodnoty na hranici 1ze ménit bez vlivu na integraci.

\

Vzhledem k pouzitému integralu je mozné, aby integrovana funkce nebyla definovana
na malé mnoZzin€ uvnitf intervalu anebo 1ze na této malé mnoziné hodnoty funkce zmé-
nit. Hodnotu integralu to neovlivni.

\
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s v y , v s oo », . . . 1, . b
nebude mit smysl (napf. f(p, y) neni definovdno) a pro kazdé jiné p € (a, b) existuje jen [weguldmt zobe
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Takovato mala mnoZina
muze byt velmi divoka.




Je 1épe predpokladat, Ze ma tvar n€jaké jednoduché kiivky (napr. konecné sjednoceni
obloukd). Napf. f(x,y) mtze byt spojitd v intervalu I kromé hranice mensiho intervalu
J vlozeného do 1.

\




Je 1épe predpokladat, Ze ma tvar n€jaké jednoduché kiivky (napr. konecné sjednoceni
obloukd). Napf. f(x,y) mtze byt spojitd v intervalu I kromé hranice mensiho intervalu
J vlozeného do 1.

\

To miiZze byt pripad druhého tvrzeni v Pozorovani, kde se hodnoty funkce na hranici
mensiho intervalu zméni na nulu.

\




Je 1épe predpokladat, Ze ma tvar n€jaké jednoduché kiivky (napr. konecné sjednoceni
obloukd). Napf. f(x,y) mtze byt spojitd v intervalu I kromé hranice mensiho intervalu
J vlozeného do 1.

\

To miiZze byt pripad druhého tvrzeni v Pozorovani, kde se hodnoty funkce na hranici
mensiho intervalu zméni na nulu.

\

Pti vétsi pozornosti 1ze dokonce uvazovat 1 nekonecné mnoho uvedenych Spatnych
bodt, ale musi byt néjak hezky rozloZeny.

\




Je 1épe predpokladat, Ze ma tvar n€jaké jednoduché kiivky (napr. konecné sjednoceni
obloukt). Napft. f(x,y) miZe byt spojitd v intervalu I kromé hranice mensiho intervalu
J vloZeného do I.

\

To mtize byt pripad druhého tvrzeni v Pozorovani, kde se hodnoty funkce na hranici
menSiho intervalu zméni na nulu.

\

Pri vétsi pozornosti 1ze dokonce uvazovat 1 nekonecné mnoho uvedenych Spatnych
bodu, ale musi byt né€jak hezky rozlozeny.

\
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3. Z druhého tvrzeni prvni véty vyplyva moznost definovat dvojrozmérny integral na
konec¢nych sjednocenich neprekryvajicich se intervali:

\




3. Z druhého tvrzeni prvni véty vyplyva moznost definovat dvojrozmérny integral na
konec¢nych sjednocenich neprekryvajicich se intervali:

\

Necht’ {J; } ' je Systém neprekryvajlczch se intervalii a A je jejich sjednoceni. Pak se
definuje [, f(x,y)dxdy =" 1fJ z,y) dxdy.

\




3. 7Z druhého tvrzeni prvni véty vyplyva moznost definovat dvojrozmeérny integral na
konec¢nych sjednocenich neprekryvajicich se intervali:

\

Necht’ {J; } ' ]e systém neprekryva]lach se intervalut a A je jejich sjednoceni. Pak se
deﬁnu]efA x,y)dxdy = > 1fJ x,y) dxdy.

\

JestliZe je i mnoZina A inter-
valem, pak je tato definice v LEKCE21-IVP
integral.interval
souladu s jiz uvedenou defi- TastaostiL i
nici integralu na intervalu. vastnosti2.int
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Riemann
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3. 7Z druhého tvrzeni prvni véty vyplyva moznost definovat dvojrozmeérny integral na
konec¢nych sjednocenich neprekryvajicich se intervali:

\

Necht’ {J; } ' ]e systém neprekryva]lach se intervalut a A je jejich sjednoceni. Pak se
deﬁnu]efA x,y)dxdy = > 1fJ x,y) dxdy.

\

JestliZe je i mnoZina A inter-
valem, pak je tato definice v LEKCE21-IVP
integral.interval

souladu s jiz uvedenou defi- TastaostiL i

nici integralu na intervalu. vastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini

integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
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Konec pozndmek 1.




Priklady 1 :

Zkontrolujte (v prvnim integralu je I = (1,2) x (3,4), ve druhém I = (1,3) x (2,5) a
ve tietim / = (0,1) x (0, 1)):

/ dx dy /2( 1 1 )d 1 28
—_— — X = -
e+y? Ji \e+3 x+4 504




Priklady 1 :

Zkontrolujte (v prvnim integralu je I = (1,2) x (3,4), ve druhém I = (1,3) x (2,5) a
ve tietim / = (0,1) x (0, 1)):

/ dx dy /2( 1 1 )d 1 28
—_— — X = -
e+y? Ji \e+3 x+4 504

3 2
105 609
/ (5x2y — 2y3) dxdy == / ( S ) dx = =154,
I 1 2 2




Priklady 1 :

Zkontrolujte (v prvnim integralu je I = (1,2) x (3,4), ve druhém I = (1,3) x (2,5) a
ve tietim / = (0,1) x (0, 1)):

/ dx dy /2( 1 1 )d 1, 25
fr— — X = 109 —
e+y? Ji \e+3 x+4 504

3 2
105 609
/ (5x2y — 2y3) dxdy == / ( S ) dx = =154,
I 1 2 2

72 1
/ 2dXdy:/ rx/ddx =7 /12.
1+ 0

Y




Priklady 1 :

Zkontrolujte (v prvnim integralu je I = (1,2) x (3,4), ve druhém I = (1,3) x (2,5) a
ve tietim / = (0,1) x (0, 1)):

/ dx dy /2( 1 1 )d 1, 25
fr— — X = 109 —
e+y? Ji \e+3 x+4 504

3 2
105 609
/ (5x2y — 2y3) dxdy == / ( S ) dx = =154,
I 1 2 2

72 1
/ 2dXdy:/ rx/ddx =7 /12.
1+ 0

Y




Konec prikladi 1.

Integrovat
mnél.

jsem  nezapo-




Otazky 1 :

1. Ukazte, ze plati (I = (a,b) X (c,d), g je funkce na (a, b), h je funkce na (c, d)):
b d
[ sty axdy = [ g [ wiay,
I a c

jakmile prava strana existuje.

\




Otazky 1 :

1. Ukazte, ze plati (I = (a,b) X (c,d), g je funkce na (a, b), h je funkce na (c, d)):

b d
[ staimty)ixay = [ gl s [ niway.
jakmile prava strana existuje.

\ /
2 Ukazte, Ze [, dxdy je obsah obdéIniku /.

\




Otazky 1 :
1. Ukazte, ze plati (I = (a,b) X (c,d), g je funkce na (a, b), h je funkce na (c, d)):

b d
[ stwmty) sty = [ gtayax [ bway,
jakmile prava strana existuje.

\ /
2 Ukazte, Ze [, dxdy je obsah obdéIniku /.

\

3. Oznaci-li se ;(1) obsah intervalu I, pak plati
nf{f(@,9)i0.9) € TWlD) < [ £ < sup{f(2,9); (@) € (D),

pokud [, f existuje.




4. Dokazte, ze

-
lim AR flz,y),

jestlize [ 5, J existuji a J,, jsou oteviené intervaly obsahujici bod (z,y), jejichZ strany
konverguji monoténné k O.

\




4. Dokazte, ze

-
lim AR flz,y),

jestlize [ 7 f existuji a J,, jsou oteviené intervaly obsahujici bod (x,y), jejichZ strany
konverguji monoténné k O.

\
S5.Necht a <a< f<bac<y<d<d I=(ab)x(c,d),]=(apB)x(y,0)a
funkce f je definovand na I arovnd Ona I\ J. Ukazte, Ze potom [, f = [ o

=




6. Necht’ I je spojita funkce na uzavieném omezeném intervalu I = [a,b] X [c,d] a
jeji druhd smiSena derivace F}, je na [ rovna f. UkaZte, Ze potom

/I f = Fla,c) — F(b,c) + F(b,d) — Fla,d).




6. Necht’ I je spojita funkce na uzavieném omezeném intervalu I = [a,b] X [c,d] a
jeji druhd smiSena derivace F}, je na [ rovna f. UkaZte, Ze potom

/I f = Fla,c) — F(b,c) + F(b,d) — Fla,d).

TADY SE NECO DEJE!!!




6. Necht’ I je spojita funkce na uzavieném omezeném intervalu [ = [a,b] X [c,d] a
jeji druhd smiSena derivace F), je na [ rovna f. UkaZzte, Ze potom

/] f= Fla,c)— Flb,c)+ F(b,d) — F(a,d).
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CvicCeni 1 :

Priklad. Spoctéte integral z funkce f(x,y) = 2zy + %2 na intervalu [ = (0,1) x (0, 1).

\




CvicCeni 1 :

Priklad. Spoctéte integral z funkce f(x,y) = 2zy + %2 na intervalu [ = (0,1) x (0, 1).

'

Reseni. Bude se integrovat pres Ctverecek.

\




CvicCeni 1 :

Priklad. Spoctéte integral z funkce f(x,y) = 2zy + %2 na intervalu [ = (0,1) x (0, 1).
\

Reseni. Bude se integrovat pres Ctverecek.

\

Kam na to lidi chodi ...




CvicCeni 1 :

2

Piklad. Spoctéte integrél z funkce f(z,y) = 22y + % naintervalu I = (0,1) x (0,1).
\
Reseni. Bude se integrovat pres Ctverecek.

\
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CvicCeni 1 :

2

Piklad. Spoctéte integrél z funkce f(z,y) = 22y + % naintervalu I = (0,1) x (0,1).
\
Reseni. Bude se integrovat pres Ctverecek.

\
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Podle definice je uvedeny soucet integralti roven

([0 o [ ([ Z0)




Tedy postupnym integrovanim dostavame

20y + =drdy= [ zdz+ [ —dz=_-+ -(+o0) = +o00.
(0,1)x(0,1) x 0 0 OT 2 3




Tedy postupnym integrovanim dostavame

y? 1 1 q |
/ 2$y+—dxdy:/xdx+/ —dx ==+
(0,1)x(0,1) x 0 0 oOT 2

Podle zavedené terminolo-
gie tedy integral existuje, ale
nekonverguje.

Wl =
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Tedy postupnym integrovanim dostavame

y? 1 1 q |
/ 2:Uy+—dxdy:/xdx+/ —dz=—-—+
(0,1)x(0,1) x 0 0 oOT 2

Podle zavedené terminolo-
gie tedy integral existuje, ale
nekonverguje.

To vzdycky popletu, alespon
si to myslim ;-)

Wl =
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Piiklad. Spoditejte integral z funkce f(z,y) = — log(x) log(y) na intervalu I = (0, 1) x
(0,1).

\




Piiklad. Spoditejte integral z funkce f(z,y) = — log(x) log(y) na intervalu I = (0, 1) x
(0,1).

'

Reseni. Podle definice plati

1/ fl
/ — log(x) log(y) dx dy = / (/ — log(x) log(y) dy) dx.
(0,1)x(0,1) 0 0




Piiklad. Spoditejte integral z funkce f(z,y) = — log(x) log(y) na intervalu I = (0, 1) x
(0,1).

'

Reseni. Podle definice plati

1/ fl
/ — log(x) log(y) dx dy = / (/ — log(x) log(y) dy) dx.
(0,1)x(0,1) 0 0

\

Postupnym integrovanim dostivame

1
/ — log(x) log(y) dx dy = / log(x) dr = —1.
(0,1)x(0,1) 0




Piiklad. Spoditejte integral z funkce f(z,y) = — log(x) log(y) na intervalu I = (0, 1) x
(0,1).

'

Reseni. Podle definice plati

1/ fl
/ — log(x) log(y) dx dy = / (/ — log(x) log(y) dy) dx.
(0,1)x(0,1) 0 0

\

Postupnym integrovanim dostivame

1
/ — log(x) log(y) dx dy = / log(x) dr = —1.
(0,1)x(0,1) 0

\

Vyuzili znalost jednorozmérného interalu

1
/ log(x) doz = —1,
0

ktery se spocte snadno metodou per partes.




Ani pfi integrovani se nesmi
usnout ...
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Ani pfi integrovani se nesmi
usnout ...

Ani jsem se o to nesnazil . . .
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Konec cvicCeni 1.




Existence integralu




Existence integralu

\

V ¢asti o existenci Newtonovych integrali bylo ukazano, Ze integrdl z omezené spojité
funkce na omezeném intervalu konverguje, tedy existuje a je konecny.

\




Existence integralu

\

V Casti o existenci Newtonovych integrali bylo ukazano, Ze integrdl z omezené spojité
funkce na omezeném intervalu konverguje, tedy existuje a je konecny.

\

To je kliCova zélezitost. Do-
kazeme si to 1 pro viceroz-
mérny integral.
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Je-li ddna omezena spojita funkce f na omezeném intervalu / v rovingé, mél by integral
z [ pres I konvergovat. VSechny vnitini integraly fcd f(z,y) dy konverguji a rovnaji se
néjakému Cislu zdvisejicimu na x, oznaci se g(x). Aby bylo mozné opét pouZit uvedenou
existenéni vétu pro funkce jedné proménné na fab g(x) dx, je nutné védét, Ze g je na (a, b)
spojitd a omezend. Omezenost je ziejma a spojitost je dokdzana v kapitole o

\
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Je-li ddna omezena spojita funkce f na omezeném intervalu / v rovingé, mél by integral
z [ pres I konvergovat. VSechny vnitini integraly fcd f(z,y) dy konverguji a rovnaji se
néjakému Cislu zdvisejicimu na x, oznaci se g(x). Aby bylo mozné opét pouZit uvedenou
existenéni vétu pro funkce jedné proménné na fab g(x) dx, je nutné védét, Ze g je na (a, b)
spojitd a omezend. Omezenost je ziejma a spojitost je dokdzana v kapitole o

\

To jsem se muzel hodné€ sna-
Zit, aby platily 1 takovéto vé-
ciCky. Uf.
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Lze tedy tvrdit a pouzivat
toto:




VETA. Je-li f spojitd omezend funkce na omezeném intervalu I, pak [ ; J konverguje.

\




VETA. Je-li f spojitd omezend funkce na omezeném intervalu I, pak [ ; J konverguje.

\

Tu vétu davno znam.




Vzhledem k monotonnosti integrilu, plati i zde srovnavaci kritérium:

VETA. Je-li f spojitd funkce na intervalu [ a 0 < f < g na I, pak [; f konverguje,
jakmile [, g konverguje.

\




Vzhledem k monotonnosti integrilu, plati i zde srovnavaci kritérium:

VETA. Je-li f spojitd funkce na intervalu 7 a 0 < f < g na I, pak f/ f konverguje,
jakmile [, g konverguje.

\
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Geometricky pristup




Geometricky pristup

\

Necht’ [ je nyni kompaktni interval [a, b] X [c, d] a funkce f je spojitd na .

\/
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\

Necht’ [ je nyni kompaktni interval [a, b] X [c, d] a funkce f je spojitd na .

\/

Pro kazdé x € |a, b] existuje y, € (¢, d) tak, Ze fcd flz,y)dy = f(z,y,)(d — c).

\

Geometricky pristup
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Geometricky pristup
\
Necht’ [ je nyni kompaktni interval [a, b] X [c, d] a funkce f je spojitd na .
\
Pro kazdé x € |a, b] existuje y, € (¢, d) tak, Ze fcd flz,y)dy = f(z,y,)(d — c).

¥
Posledni soucin je spojitd funkce x (podle pfedchozi ¢dsti) a [, f = (d—c) fab f(x,y,)dx.

\
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Geometricky pristup
\
Necht’ [ je nyni kompaktni interval [a, b] X [c, d] a funkce f je spojitd na .
\
Pro kazdé x € |a, b] existuje y, € (¢, d) tak, Ze fcd flz,y)dy = f(z,y,)(d — c).

¥
Posledni soucin je spojitd funkce x (podle pfedchozi ¢dsti) a [, f = (d—c) fab f(x,y,)dx.

\
Tedy existuje p € (a,b) tak, ze [, f = (d —c)(b— a)f(p, Yp)-

\/
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Geometricky pristup
\
Necht’ [ je nyni kompaktni interval [a, b] X [c, d] a funkce f je spojitd na .
\
Pro kazdé x € |a, b] existuje y, € (¢, d) tak, Ze fcd flz,y)dy = f(z,y,)(d — c).
\
Posledni soucin je spojitd funkce x (podle pfedchozi ¢dsti) a [, f = (d—c) fab f(x,y,)dx.

\
Tedy existuje p € (a,b) tak, ze [, f = (d —c)(b— a)f(p, Yp)-

\/

Tim je dokédzdno nasledu-
jici tvrzeni (véta o stredni
hodnot€ pro integraly funkci
dvou promeénnych):
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VETA. Je-li f spojita funkce na kompaktnim intervalu I = [a, b] x [c, d], pak existuje
bod (p, ¢) lezici uvnitt I tak, ze [, f = f(p,q)(d — ¢)(b— a).

\




VETA. Je-li f spojitd funkce na kompaktnim intervalu I = [a,b] X [¢, d], pak existuje
bod (p, q) lezici uvnitt [ tak, Ze [, f = f(p, ¢)(d — ¢)(b — a).

\/

Integrdl ma tedy geomet-
ricky vyznam, a to objem
kvadru nad I s vySkou rov-
nou n€jaké funkcni hodnoté.
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VETA. Je-li f spojitd funkce na kompaktnim intervalu I = [a,b] X [¢, d], pak existuje
bod (p, q) lezici uvnitt [ tak, Ze [, f = f(p, ¢)(d — ¢)(b — a).

\/

Integrdl ma tedy geomet-
ricky vyznam, a to objem
kvadru nad I s vySkou rov-
nou n€jaké funkcni hodnoté.
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Podobné jako u Newtono-
vych integrdli se nyni do-
stane:
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Podobné jako u Newtono-
vych integrdlG se nyni do-
stane:

\

VETA. Necht' f je spojita funkce na kompaktnim intervalu I = [a,b] x [, d] a pro
kazdé n € N jsou zvolena rozdéleni a = zy < 1, < ... < ,, = b intervalu [a, b] a
c=yo < Y < .. <y, = dintervalu [c, d] takovd, Ze délky jednotlivych intervald
nepresahuji 1/n.

\




Podobné jako u Newtono-
vych integrdlG se nyni do-
stane:

\

VETA. Necht' f je spojita funkce na kompaktnim intervalu I = [a,b] x [, d] a pro
kazdé n € N jsou zvolena rozdéleni a = zy < 1, < ... < ,, = b intervalu [a, b] a
c=yo < Y < .. <y, = dintervalu [c, d] takovd, Ze délky jednotlivych intervald
nepresahuji 1/n.

\
Pak pro libovolné zvolend ¢isla p; ,, € [Zi—1p, Tin)s @jn € [Yi—1.ns Yjn) j€

knaln

h}ln Z f(pi,na Qj,n)(xi,n - xi—l,n)(yj,n - yj—l,n) — /If(x, y) dxdy .

=1




Podobné jako u Newtono-
vych integrdlG se nyni do-
stane:

\

VETA. Necht' f je spojita funkce na kompaktnim intervalu I = [a,b] x [, d] a pro
kazdé n € N jsou zvolena rozdéleni a = zy < 1, < ... < ,, = b intervalu [a, b] a
c=yo < Y < .. <y, = dintervalu [c, d] takovd, Ze délky jednotlivych intervald
nepresahuji 1/n.

\
Pak pro libovolné zvolend ¢isla p; ,, € [Zi—1p, Tin)s @jn € [Yi—1.ns Yjn) j€

knaln

h}ln Z f(pi,na Qj,n)(xi,n - xi—l,n)(yj,n - yj—l,n) — /If(x, y) dxdy .

=1




Newton a Riemann, na to
nemam.




Dikaz. Necht’ ¢ > (. ProtozZe f je stejnomérn€ spojitd na I, existuje n tak, Ze na jed-
notlivych intervalech J; ; = [z, , — Zi—1.,) X [Yjn — Yj—1.,) se hodnoty funkce f nelisi o
vice nez e.

\
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Dikaz. Necht’ ¢ > (. ProtozZe f je stejnomérn€ spojitd na I, existuje n tak, Ze na jed-
notlivych intervalech J; ; = [z, , — Zi—1.,) X [Yjn — Yj—1.,) se hodnoty funkce f nelisi o
vice nez e.

\

Podle prvni vlastnosti integrélu je f i f (z,y) dxdy = Zf”;i"l P f(z,y)dxdy.
2 1,7
J

LEKCE21-IVP
integral.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
reguldrni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozniamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Dikaz. Necht’ ¢ > (. ProtozZe f je stejnomérn€ spojitd na I, existuje n tak, Ze na jed-
notlivych intervalech J; ; = [z, , — Zi—1.,) X [Yjn — Yj—1.,) se hodnoty funkce f nelisi o
vice nez e.

\
Podle prvni vlastnosti integrélu je [, f(z,y) dxdy = Zf’j‘i”l 5. f(x,y) dxdy.
: i j

\ {
Podle piedchoziho tvrzeni plati fJi ; flz,y)dxdy = f(Pin @) @in — Tic1,0)(Yjn —

Yj—1n) pro néjakd pgm € it gng Ba50)) Q},n € [Yj—1n, Yjnl-

=
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Nasledujici postup je zfejmy:

| [ Fapaxay

VA

IN

IA

k?naln

Z f(pi,na Qj,n)<xi,n - xi—l,nxyj,n — yj—l,n)

1,5=1
knaln

S| [ $ew)dxdy = fpin )0 = 211050~ vi-10)
]

ij=1" "
kn,ln
> NF W s @) = FPins G| (Fin — Tim1.0) Y — Yjmin)
i,5=1
kn,ln

e Y (Tim — Tic1n) Wjm — Yjm1n) = £(b— a)(d — ¢).

i,j=1
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Mnoho pismenek a indexd,
b.




Uvedena limita naznacuje
prakticky vyznam integralu
funkci dvou proménnych:
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\

Je-li f >0, pak [ ; J Je roven objemu télesa kolmého na rovinu zy, s dolni podstavou

Uvedena limita naznacuje
prakticky vyznam integralu
funkci dvou proménnych:

rovnou [ a s ,,horni podstavou" rovnou grafu funkce f.

\
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Uvedena limita naznacuje
prakticky vyznam integralu
funkci dvou proménnych:

\

Je-li f >0, pak [ ; J Je roven objemu télesa kolmého na rovinu zy, s dolni podstavou
rovnou [ a s ,.horni podstavou" rovnou grafu funkce f.
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Geometricky pristup ma
velky vyznam pfi aplikacich
integralu, jak bude vidét v
dalSich kapitolach.
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Fubiniova veéta




Fubiniova véta

\

V definici integralu funkce dvou proménnych se nejdiive integruje podle proménné y
a potom podle proménné .

\/
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Fubiniova véta

\

V definici integralu funkce dvou proménnych se nejdiive integruje podle proménné y
a potom podle proménné .

\/

Neni dlivod, pro¢ pocitat integrdl zrovna v tomto poradi.

\
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Fubiniova véta

\

V definici integralu funkce dvou proménnych se nejdiive integruje podle proménné y
a potom podle proménné .

\/

Neni dlivod, pro¢ pocitat integrdl zrovna v tomto poradi.

\

Vznika otazka, zda prehozenim poradi integrovani (tj. nejdiive podle x a potom podle
y) vyjde stejné Cislo.

\
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Fubiniova véta

\

V definici integralu funkce dvou proménnych se nejdiive integruje podle proménné y
a potom podle proménné .

\/

Neni dlivod, pro¢ pocitat integrdl zrovna v tomto poradi.

\

Vznika otazka, zda prehozenim poradi integrovani (tj. nejdiive podle x a potom podle
y) vyjde stejné Cislo.

\/

Nésledujici véta rikd, ze pro
spojité funkce ano.
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VETA. (Fubini) Necht’ funkce f(z, ) je spojita na intervalu I = [a, b] X [c, d]. Potom

/ab(/cdf@,y)dy) dX=/Cd</abf(x,y)dx) dy,

jakmile m4 jedna strana smysl.

\




VETA. (Fubini) Necht’ funkce f(z, ) je spojita na intervalu I = [a, b] X [c, d]. Potom

/ab(/cdf@,y)dy) dX=/Cd</abf(x,y)dx) dy,

jakmile m4 jedna strana smysl.




VETA. (Fubini) Necht' funkce f(z,y) je spojita na intervalu I = [a, b] X [c, d]. Potom

b d d b
/ (/ f(z,y) d)") dX—/ ( f(z,y) dx) dy,

jakmile ma jedna strana smysl.
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VETA. (Fubini) Necht' funkce f(z,y) je spojita na intervalu I = [a, b] X [¢, d]. Potom

b d 7l b
/ ( / f(:z;,y>dy> dx = / ( f(frzvy)dx) dy |

jakmile ma jedna strana smysl.
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Dukaz. Necht’ ¢ > 0. PouZije se znaceni z predchoziho dikazu.

\




Diukaz. Necht’ ¢ > 0. PouZije se znaCeni z predchoziho dikazu.

\

ProtoZe f je stejnomérné spojitd na I, existuje n tak, Ze na jednotlivych intervalech
Jij = |%in — Ti—1n) X [Yjn — Yj—1.n) se hodnoty funkce f nelisi o vice nez .

\
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Diukaz. Necht’ ¢ > 0. PouZije se znaCeni z predchoziho dikazu.

\

ProtoZe f je stejnomérné spojitd na I, existuje n tak, Ze na jednotlivych intervalech
Jij = |%in — Ti—1n) X [Yjn — Yj—1.n) se hodnoty funkce f nelisi o vice nez .

\
Podle prvni vlastnosti integrélu je [, f(z,y) dxdy = an’l” 5 f(x,y) dxdy.
L.J

ij=1
¥
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Diukaz. Necht’ ¢ > 0. PouZije se znaCeni z predchoziho dikazu.

\

ProtoZe f je stejnomérné spojitd na I, existuje n tak, Ze na jednotlivych intervalech
Jij = |%in — Ti—1n) X [Yjn — Yj—1.n) se hodnoty funkce f nelisi o vice nez .

\
Podle prvni vlastnosti integrélu je [, f(z,y) dxdy = an’l” 5 f(x,y) dxdy.
L.J

ij=1
¥

Podle véty o stfedni hodnoté plati
/J flz,y)dxdy = f(p;,na qg,n>(xi,n — Ti 1) Yjn — Yj—1n)
ij

pro n&jakd p; , € [Ti—1n, Tinl ¢y € [Yj—1.5 Yjonl-
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Stejné lze postupovat u integrdlu s prehozenym poradim integrace a dostane se
/J flz,y)dy dx = f(0,, @) (@in — Tim10) Yjn — Yj-1.n)
ij

pro né€jakd p;,, € [Ti—1.n, Tin)s @, € [Yj—1.05 Yjin)-

\/
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Stejné lze postupovat u integrdlu s prehozenym poradim integrace a dostane se

/ flz,y)dy dx = f(0,, @) (@in — Tim10) Yjn — Yj-1.n)
JZ,]

pro né€jakd p;,, € [Ti—1.n, Tin)s @, € [Yj—1.05 Yjin)-

\/

Tim se dostava

|| famaxay

IA

/ f(z,y)dy dX‘
kn,ln

Z |f(p;,n7 q},n) _ f(pgl,m q;in)‘(xl7n _ xi—l,n)(yj,n - yj—l,n)
i j=1

knsln
€ Z (xi,n — xi—l,n)(@/j,n - yj—l,n) — 5([7 — CL) (d — C> .

i,j=1
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Stejné lze postupovat u integrdlu s prehozenym poradim integrace a dostane se
/J flz,y)dy dx = f(0,, @) (@in — Tim10) Yjn — Yj-1.n)
ij

pro né€jakd p;,, € [Ti—1.n, Tin)s @, € [Yj—1.05 Yjin)-

\/

Tim se dostava

|| famixay = [ pepaya

kn,ln
< N Bl @) = LBl )| @i — Ti1n) Wjon — Yj10)
i,j=1
kn,ln
< e (@in— Ticin) Yjn — Yj1n) = (b — a)(d — ).
i,j=1

\

ProtozZe ¢ bylo libovolné, musi platit tvrzeni véty.

LEKCE21-IVP
integrél.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
reguldrni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni






BTW. VSimli jste si té
pulky?

LEKCE21-IVP
integral.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
regularni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Tato dulezitd véta znamena,
ze neni treba hlidat poradi

integrace a je mozné vyuZzit
vhodnéjsiho poradi.
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Tato dulezitd véta znamena,
ze neni treba hlidat poradi

integrace a je mozné vyuZzit
vhodnéjsiho poradi.

V prikladech jsou uvedena
zajimava vyuziti Fubiniovy
vety.
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Poznamky 2 :

1. Limita soucti v geometrickém popisu integralu miiZe existovat i pro nespojité
funkce a dokonce 1 v ptipadé€, kdy integrdl na pravé strané neexistuje. Touto limitou
se definuje tzv. Riemanniv integral funkci dvou proménnych.

\




Poznamky 2 :

1. Limita soucti v geometrickém popisu integralu miiZe existovat i pro nespojité
funkce a dokonce 1 v ptipadé€, kdy integrdl na pravé strané neexistuje. Touto limitou
se definuje tzv. Riemanniv integral funkci dvou proménnych.

\

Uvedena véta 1ika, Ze pro spojité funkce na kompaktnim intervalu je Riemanniv inte-
gral roven integralu z definice na zacatku kapitoly.

\




Poznamky 2 :

1. Limita soucti v geometrickém popisu integralu miiZe existovat i pro nespojité
funkce a dokonce 1 v ptipadé€, kdy integrdl na pravé strané neexistuje. Touto limitou
se definuje tzv. Riemanniv integral funkci dvou proménnych.

\

Uvedena véta 1ika, Ze pro spojité funkce na kompaktnim intervalu je Riemanniv inte-
gral roven integralu z definice na zacatku kapitoly.

\

Definice integralu pomoci uvedenych souctii ma vyhodu v ndzornosti a nevyhody v
tom, Ze se nedad pouzit k normalnim vypoctiim a Ze je omezena na kompaktni mnoZiny.
V dalSich krocich je nutné definici rliznymi zplsoby rozsifit na obecnéj$i mnoZiny a
znovu dokazovat prislusna tvrzeni.

\




Poznamky 2 :

1. Limita soucti v geometrickém popisu integralu miiZe existovat i pro nespojité
funkce a dokonce 1 v pripadé, kdy integrdl na pravé strané neexistuje. Touto limitou
se definuje tzv. Riemannuv integral funkci dvou proménnych.

\

Uvedena véta 1ika, Ze pro spojité funkce na kompaktnim intervalu je Riemanniv inte-
gral roven integralu z definice na zacCatku kapitoly.

\

Definice integralu pomoci uvedenych souctli ma vyhodu v ndzornosti a nevyhody v
tom, Ze se nedd pouzit k normalnim vypoctiim a Ze je omezena na kompaktni mnoZiny.
V dalSich krocich je nutné definici riznymi zptsoby rozsifit na obecnéj$i mnoZiny a
znovu dokazovat prislusna tvrzeni.

\

Pristup uvedeny v tomto
textu (tj. nejdrive probrat in-
tegral na intervalu a pak na
obecn€jSich mnozinich) je
uveden z didaktickych du-
vodd.
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2. Je nutné podotknout, Ze nazev Fubiniova véta neni v pripadé zobecnéného Newto-
nova integralu priliS vhodny. Uvedené tvrzeni bylo samoziejmeé pro tyto integraly znamé
dlouho pred Fubinim. Italsky matematik Fubini toto tvrzeni dokazal pro Lebesgueovy
integraly a pro mnohem obecné;jsi funkce, nez se pouzivaji v tomto textu. Jsou uceb-
nice, kde se uvedené tvrzeni pro zobecnéné Newtonovy integraly nazyva véta o zdmené
poradz integrace.

\




2. Je nutné podotknout, ze ndzev Fubiniova véta neni v pripadé zobecnéného Newto-
nova integralu priliS vhodny. Uvedené tvrzeni bylo samoziejmé pro tyto integraly znamé
dlouho pred Fubinim. Italsky matematik Fubini toto tvrzeni dokazal pro Lebesgueovy
integraly a pro mnohem obecné€jsi funkce, nez se pouzivaji v tomto textu. Jsou uCeb-
nice, kde se uvedené tvrzeni pro zobecnéné Newtonovy integraly nazyva véta o zdmené
poradi integrace.

\

Tomu rozumim. Kde je ale
to "poradi integrace?
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Uvidite v prikladech, ze
existuji dvojrozmérné inte-
graly, u kterych integrace
podle jednoho poradi sou-
fadnic lze spocitat a podle
druhého poradi spocitat
nejde nebo velmi slozité.
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Pomoci Fubiniovy véty lze
pocitat 1 jednorozmérné in-
tegraly. Jedna se vlastné o
integrovani funkci podle pa-
rametru.
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Pomoci Fubiniovy véty lze
pocitat 1 jednorozmérné in-
tegraly. Jedna se vlastné o
integrovani funkci podle pa-
rametru.

To musi ale byt nepckny
trik! Zkusim to na nékoho
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Pomoci Fubiniovy véty lze
pocitat 1 jednorozmérné in-
tegraly. Jedna se vlastné o
integrovani funkci podle pa-
rametru.

To musi ale byt nepckny
trik! Zkusim to na nékoho

Chci s1 hrat . ..
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Konec pozndmek 2.




Priklady 2 :

1. Necht’ funkce f je definovanana I = (0,1) x (0, 1) predpisem

0, proy > x;
flz,y) = { 2L proy < .

0




Priklady 2 :

1. Necht’ funkce f je definovanana I = (0,1) x (0, 1) predpisem

0, proy >,
f(x,y) = { sin x , proy < x.

0

\
Pakf0 z,y)dy =sinz atedy [, f =1 — cos(1).




Ukazte, ze volbou druhého poradi integrace se dostanete do potiZi:

[r=[ (] rwna)as.




Ukazte, ze volbou druhého poradi integrace se dostanete do potiZi:

[r=[ (] rwna)as.

To bolelo ...




2. Integral

1,06 a
/ ' —x i
0 logw

Ize spocitat pomoci Fubiniovy véty, pokud si viimnete, Ze pro x € (0, 1) je 2” — 2% =
log x fab z¥ dy.

\




2. Integral

1,06 a
/ ' —x i
0 logw

Ize spocitat pomoci Fubiniovy véty, pokud si viimnete, Ze pro x € (0, 1) je 2” — 2% =
log x fab z¥ dy.

\

Potom

dx = Ydy) dx = Ydx) dy = ——dy = log ——.
J, T = s [ araar= [y

\




2. Integral

lze spocitat pomoci Fubiniovy véty, pokud si vS§imnete, Ze pro x € (0, 1) je =

log z fab x¥ dy.

\/

Potom

1,6 .a
/ r -z
0 logzx

Na jednom misté predcho-
ziho vypocCtu je treba pred-
pokladat, ze -1 nelezi mezi
Cisly a, b ani se jim nerovna.
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2. Integral

lze spocitat pomoci Fubiniovy véty, pokud si vS§imnete, Ze pro x € (0, 1) je =

log z fab x¥ dy.

\/

Potom

1,6 .a
/ r -z
0 logzx

Na jednom misté predcho-
ziho vypocCtu je treba pred-
pokladat, ze -1 nelezi mezi
Cisly a, b ani se jim nerovna.
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Zjistéte, kde presné.




Podobnym zpiisobem spoctéte integral

a2 12
00 p—art _ o bx
5 dx,
0 €T

kde 0 < a < b < 400 (pouZijte rovnost [, e~ dx = /7 /2 vypolitanou v Pfikladech
4)

Konec piikladi 2.




Cviceni 2 :

Priklad. Uvazujte funkci
22 — 2
flz,y) = EZERP
definovanou na intervalu (0, 1) x (0, 1). Integrujte f nejprve podle proménné x a potom
podle proménné y.

\




Cviceni 2 :

Priklad. Uvazujte funkci
22 — 2
f($,y>-—'C;§j;E;5§
definovanou na intervalu (0, 1) x (0, 1). Integrujte f nejprve podle proménné x a potom
podle proménné y.

'

Reseni.

1 g2 g2 1 1 9 . 1y
B = dz | dy = — dy =
e o = [ (o ) o) o= [ e

= —(arctan(1l) — arctan(0)) = _%'




Cviceni 2 :

Priklad. Uvazujte funkci
22 — 2
f($,y>-—'C;§j;E;5§
definovanou na intervalu (0, 1) x (0, 1). Integrujte f nejprve podle proménné x a potom
podle proménné y.

'

Reseni.

1 g2 g2 1 1 9 . 1y
B = dz | dy = — dy =
e o = [ (o ) o) o= [ e

= —(arctan(1l) — arctan(0)) = _%'

\

Nyni integrujme stejnou funkci ale v opacném poradi, tj. nejprve podle proménné y a
potom podle proménné .

1 L g2 2 1 19 v 1
e - dy | do = dz =
/o </ <x2+y2>2dy> & / (/ oy (+y> y) ‘ / ey

= (arctan(1l) — arctan(0)) = Z




HA!!! CO TO BYLO???




HA!!! CO TO BYLO???

Bylo to moc snadné?
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HA!!! CO TO BYLO???

Bylo to moc snadné?

Vidime, 7Ze tomto pripadé
zavisi vysledek na poradi in-
tegrace.

LEKCE21-IVP
integral.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
regularni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Tedy

2% — 42
L 7Y drdy?
/(0,1)><(0,1) (22 + y?)?

neexistuje.

\




Tedy

neexistuje.

\

) 1)x(0,1) (T2 +y?)

z°—y f
——drdy?

Kdyby totiz existoval, pak
by podle Fubiniovy véty
musel pi1 libovolném po-
fadi integrace funkce f vyjit
stejny vysledek.
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Tedy

2% — g2
T 7Y drdy?
/((),l)x((),l) (22 + y?)?

neexistuje.

\

Kdyby totiz existoval, pak
by podle Fubiniovy véty
musel pi1 libovolném po-
fadi integrace funkce f vyjit
stejny vysledek.

A to je vzdycky tak neoce-
kavané? To si budu radéji
kontrolovat predpoklady ...
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Konec cviceni 2.




Uceni 2 :




Konec uceni 2.




INTEGRACE NA OBECNYCH MNOZINACH




INTEGRACE NA OBECNYCH MNOZINACH
'

Tak jako v pripade funkci jedné promeénné, nebude se tento text zabyvat integraci na
co nejobecnéjSich podmnoZinach roviny nebo prostoru.

\




INTEGRACE NA OBECNYCH MNOZINACH
'

Tak jako v pripade funkci jedné promeénné, nebude se tento text zabyvat integraci na
co nejobecnéjSich podmnoZinach roviny nebo prostoru.

\

V dalSim textu budou hlavné pouzivany spojité funkce na polootevienych mnozinéch,
a to jesté v jistém smyslu hezkych.

\




INTEGRACE NA OBECNYCH MNOZINACH
'

Tak jako v pripade funkci jedné promeénné, nebude se tento text zabyvat integraci na
co nejobecnéjSich podmnozZinach roviny nebo prostoru.

\

V dalSim textu budou hlavné pouzivany spojité funkce na polootevienych mnozinach,
a to jesté v jistém smyslu hezkych.

\
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Oteviené mnoziny realnych Cisel jsou sjednocenim nejvyse spocetné mnoha otevre-
nych intervalli. Integrdly pres oteviené mnoziny na R se tedy daji popsat jako soucty
integralil pres intervaly.

\/
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Oteviené mnoziny realnych Cisel jsou sjednocenim nejvyse spocetné mnoha otevre-
nych intervalli. Integrdly pres oteviené mnoziny na R se tedy daji popsat jako soucty
integralil pres intervaly.

\/

S malymi rozdﬂy se da teoreticky postupovati v roviné a prostoru. Pro prakticky vypo-
cet vSak tento pristup neni vhodny, protoZe popis intervala v roving, jejichz sjednoceni
je dana oteviena mnozina, byva obtizny.

=)
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Proto bude uvedena obdobna definice jako v predchozi Césti. Zdkladni definice se
omezi na mnoiiny, které nazveme fypu «: polooteviena mnoZzina G v roviné je typu a,
jestliZe jeji projekce na osu x je interval (oznadi se Gx) a pro kazdé p € Gx je prumk
G s kolmici na osu z v bod€ p opét interval (oznaci se G)).
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DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na polooteviené mnoziné G' C R? typu a.
Pak se definuje dvojrozmérny integral funkce f pfes mnoZinu GG rovnosti

[ wmaxas= [ ([ sar)ax

existuje-li prava strana.

\
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DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na polooteviené mnoziné G' C R? typu a.
Pak se definuje dvojrozmérny integral funkce f pfes mnoZinu GG rovnosti

[ wmaxas= [ ([ sar)ax

existuje-li prava strana.

\

Jestlize [ f je konecny, fikd se, Ze [, f konverguje.
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A tahle jednoduchd pozoro-
vani pro pravé definovany
integral (na mnozinach typu
«) se dokdzi stejné jako pro
integal na intervalech.
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A tahle jednoduchd pozoro-
vani pro pravé definovany
integral (na mnozinach typu
«) se dokdzi stejné jako pro
integal na intervalech.

\

POZOROVANI.

1. Necht' | . J konverguje a g je funkce na G, ktera je totoZnd s f na vnitiku mnoZiny
G. Pak [, g konverguje a rovnd se [ f.

2. Necht G C H jsou mnoZiny typu « a funkce f definovana na H ma nulové hodnoty
na H \ G. Pak

/G f(z,y) dxdy = /H f(z, ) dxdy

jakmile m4 jedna strana smysl.

LEKCE21-IVP
integral.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
regularni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



I dalSi zakladni vlastnosti
dvojrozmérného  integrilu

na mnozinach typu a jsou
stejné jako na intervalech:
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\

Dvé mnozZiny typu « se neprekryvaji, jestlize jejich prinik ma prazdny vnitiek.

\/

I dalSi zakladni vlastnosti
dvojrozmérného  integrilu

na mnozinach typu a jsou
stejné jako na intervalech:
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I dalSi zakladni vlastnosti
dvojrozmérného  integralu

na mnozinach typu a jsou
stejné jako na intervalech:

\

Dvé mnozZiny typu « se neprekryvaji, jestlize jejich prinik ma prazdny vnitiek.
\
VETA. Necht G je podmnoZina roviny typu c.

1. Integral je linearni, tj. pro libovolné funkce f, g na GG a libovolna ¢isla o, 8 € R plati

[t+s9=afr+6]q

jakmile ma prava strana smysl.

2. Necht’ G je sjednocenim neprekryvajicich se mnozin GGy, ..., G, typu a a f je funkce
definovand na G. Potom

ey =0 || e
@ i=1 7 Gi

jakmile ma jedna strana smysl.
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3. Jsou-li g, h funkce definované na G a h < g na GG pak

/hS/Q,
G G

jakmile maji obé€ strany smysl.




To mi néco pripomina.
Pfesn€ jako zakladni vlast-

nosti integrdlu na interva-
lech.




4

Diikaz. V dikazu druhého tvrzeni je opét tieba najit rozdéleni G na neprekryvajici se
mnoziny typu « takové, zZe priméty na osy libovolnych dvou téchto mnozin se bud’

neprekryvaji nebo jsou totoZné.

\

To mi né€co pripomina.
Presné jako zdkladni vlast-

nosti integralu na interva-
lech.
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4

Diikaz. V dikazu druhého tvrzeni je opét tieba najit rozdéleni G na neprekryvajici se
mnoziny typu « takové, zZe priméty na osy libovolnych dvou téchto mnozin se bud’

neprekryvaji nebo jsou totoZné.

\

K tomu si staci uvédomit, Ze priméty mnozin (G; na osy jsou intervaly a staci vzit

To mi né€co pripomina.
Presné jako zdkladni vlast-
nosti integralu na interva-
lech.

spolecné rozd€leni téchto intervalli na kazdé ose.

\
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To mi né€co pripomina.
Presné jako zdkladni vlast-
nosti integralu na interva-
lech.

4

Diikaz. V dikazu druhého tvrzeni je opét tieba najit rozdéleni G na neprekryvajici se
mnoziny typu « takové, zZe priméty na osy libovolnych dvou téchto mnozin se bud’
neprekryvaji nebo jsou totoZné.

\

K tomu si staci uvédomit, Ze priméty mnozin (G; na osy jsou intervaly a staci vzit
spolecné rozd€leni téchto intervalli na kazdé ose.

\

Misto intervall /; ; z dikazu stejného tvrzeni pro intervaly se vezmou priniky /; ; N
G- Jinak je postup stejny.

=)
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Podobné jako pro intervaly lze nyni definovat dvojrozmérny integral na koneCnych
sjednocenich neprekryvajicich se mnozin typu a:

\
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Podobné jako pro intervaly lze nyni definovat dvojrozmérny integral na koneCnych
sjednocenich neprekryvajicich se mnozin typu a:

\

Necht' {G;}!"_, je system neprekryva]lczch se mnozzn typu o a A je jejich sjednocent.
Pak se definuje [, f(z,y)dxdy =" 1fG z,y) dxdy.

\/
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Podobné jako pro intervaly lze nyni definovat dvojrozmérny integral na koneCnych

sjednocenich neprekryvajicich se mnozin typu a:

\

Necht' {G;}!"_, je system neprekryvajlczch se mnozzn typu o a A je jejich sjednocent.

Pak se definuje [, f(z,y)dxdy =" 1fG z,y) dxdy.
\

JestliZe je i mnoZina A mno-
Zinou typu «, pak je tato de-
finice v souladu s jiz uvede-
nou definici integrdlu na in-
tervalu.
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Nyni bude wuveden vztah
definovaného integrdlu na
mnozinach typu «a k dfive
definovanému integralu na
intervalech.
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\

JestliZze je mnozina G sjednocenim spocetné mnoha nepiekryvajicich se intervald, je
integral funkce na GG souctem integrall této funkce na pokryvajicich intervalech?

\

Nyni bude wuveden vztah
definovaného integrdlu na
mnozinach typu «a k dfive
definovanému integralu na
intervalech.
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Nyni bude wuveden vztah
definovaného integrdlu na
mnozinach typu «a k dfive
definovanému integralu na
intervalech.

\

JestliZze je mnozina G sjednocenim spocetné mnoha nepiekryvajicich se intervald, je
integral funkce na GG souctem integrall této funkce na pokryvajicich intervalech?
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Nyni bude wuveden vztah
definovaného integrdlu na
mnozinach typu «a k dfive
definovanému integralu na
intervalech.

\

JestliZze je mnozina G sjednocenim spocetné mnoha nepiekryvajicich se intervald, je
integral funkce na GG souctem integrall této funkce na pokryvajicich intervalech?

\

Obecné to platit nemiliZe, uz proto, ze tuto (obecné¢ nekonecnou) fadu nelze néjak

pfirozené usporddat (na rozdil od intervald na p¥imce). Rada tedy musi konvergovat
absolutné€, dany integral vSak absolutné konvergovat nemusi.

\

Je proto nutné se omezit na funkce absolutné integrovatelné, tj. funkce f majici kon-
vergentni integrély [, f, [, |f].

—
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VETA. Ka?d4 oteviend podmnozina roviny je sjednocenim spocetné mnoha neprekry-
vajicich se kompaktnich intervald.

\




VETA. Kazda oteviena podmnoZzina roviny je sjednocenim spocetné mnoha nepiekry-
vajicich se kompaktnich intervald.

V

Diukaz. Necht’ GG je oteviend podmnozina roviny. Pro n € N se oznali A,, rozdéleni
roviny na uzaviené ¢tverce piimkami kolmymi na osy a prochazejicimi body k + i /2",
kdek € Z,1=1,2,...,2".

\
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V

Dukaz. Necht’” GG je oteviend podmnoZzina roviny. Pro n € N se oznadi A, rozdéleni
roviny na uzaviené ¢tverce piimkami kolmymi na osy a prochazejicimi body k + i /2",
kdek e Z,i=1,2,...,2"

\

Dale se oznaci (G; sjednoceni vSech intervala z A, které lezi v G a G,, sjednoceni
G,_1 a vSech intervali z A, které lezi v G' a neprekryva se se zddnym intervalem
pouzitym pro konstrukci G, ;.

\
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V

Dukaz. Necht’” GG je oteviend podmnoZzina roviny. Pro n € N se oznadi A, rozdéleni
roviny na uzaviené ¢tverce piimkami kolmymi na osy a prochazejicimi body k + i /2",
kdek e Z,i=1,2,...,2"

\

Dale se oznaci (G sjednoceni vSech intervali z A, které lezi v G a G, sjednoceni
G,_1 a vSech intervali z A, které lezi v G' a neprekryva se se zddnym intervalem
pouzitym pro konstrukci G, ;.

\

MnozZiny G,, tvori rostouci posloupnost (uzavienych) mnozin, které jsou sjednocenim
spoCetné mnoha neprekryvajicich se kompaktnich intervali.

\/
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V

Dukaz. Necht’” GG je oteviend podmnoZzina roviny. Pro n € N se oznadi A, rozdéleni
roviny na uzaviené ¢tverce piimkami kolmymi na osy a prochazejicimi body k + i /2",
kdek e Z,i=1,2,...,2"

\

Dale se oznaci (G sjednoceni vSech intervali z A, které lezi v G a G, sjednoceni
G,_1 a vSech intervali z A, které lezi v G' a neprekryva se se zddnym intervalem
pouzitym pro konstrukci G, ;.

\

MnozZiny G,, tvori rostouci posloupnost (uzavienych) mnozin, které jsou sjednocenim
spoCetné mnoha neprekryvajicich se kompaktnich intervali.

\/

Zbyva ukazat, ze | JG,, = G. Pro bod a € G existuje n a uzavieny interval [ z
A, obsahujici a a lezici v G. Tento interval [/ bud’ je casti néjakého intervalu z A,
pouzitého pro konstrukci G s £ < n (potom a € () nebo nikoli, a pak bude [ pouZit
pro konstrukci G, 1 — potom a € G, ..

=
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Situaci popsanou v tvrzeni

se bude kratce rikat rozde-
leni na intervaly.
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VETA. Necht G je mnoZina typu o a f je absolutn& integrovatelnd funkce na G. Potom
pro kazdé rozd€leni GG na intervaly {J,,} plati

/f:cydxdy Z fxydxdy,
kde fada na pravé strané absolutné konverguje.

\




VETA. Necht G je mnozina typu « a f je absolutné integrovatelnd funkce na G. Potom
pro kazdé rozdé€leni G na intervaly {.J,,} plati

f(i y) dx dy —Z f(x,y)dxdy,

]II

kde rada na pravé stran¢ absolutné konverguje.

¥

Diikaz. Vzhledem k predpokladu absolutni integrovatelnosti f lze pfedpokladat, ze f >
0. Potom je ziejmé, Ze [, f(z,y)dxdy > 377, [, f(z,y)dxdy.
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VETA. Necht G je mnoZina typu v a f je absolutn& integrovatelnd funkce na G. Potom
pro kazdé rozdéleni G na intervaly {.J,,} plati

Sz, y) dxdy = Z/ f(x,y)dxdy,
G I

n—=1

kde rada na pravé stran¢ absolutné konverguje.

¥

Diikaz. Vzhledem k predpokladu absolutni integrovatelnosti f lze pfedpokladat, ze f >
0. Potom je ziejmé, Ze [, f(z,y)dxdy > 377, [, f(z,y)dxdy.
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b
/Gf(x,y)dXdy:/a g(x)dx =
b
= hm/ gn(T )dx—hm f(:c y) dy dx =

zhmZ/fxydde—Z f(z,y)dxdy.




flx,y)dxdy = [ g(z)dx=

b
= hm gn(z)dx = hm

= hmZ/fa:y dy dx =

\

Zde A, je kone¢né sjednoceni intervald.

f:L‘ y)dy dx =

>

n—=1

JIn

f(z,y)dxdy.
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Predchozi tvrzeni se vhodné
pouziva v dukazové tech-

nice. Diikaz se provede na
intervalech a potom pomoci
soultil pfevede na obecnéjsi
mnoziny.
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Poznamky 3 :

1. Uvedena definice je schvilné napsand ve tvaru vhodném pro jesté obecnéjs$i mno-
Ziny, kdy projekce G x a pruniky GG, nemuseji byt intervaly.

\




Poznamky 3 :

1. Uvedena definice je schvilné napsand ve tvaru vhodném pro jesté obecnéjSi mno-

Ziny, kdy projekce G'x a priniky G, nemuseji byt intervaly.

\

Pro obecnéjsi integrdly mohou byt tyto mnozZiny mnohem sloZzit€jSi nez intervaly

(nebo jejich koneCnd sjednoceni).

A ted’ néco na vysvétlenou
k prfedchozimu dikazu: Co
byly ty zdhadné funkce ¢ a
Y?
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Poznamky 3 :

1. Uvedena definice je schvilné napsand ve tvaru vhodném pro jesté obecnéjSi mno-
Ziny, kdy projekce G'x a priniky G, nemuseji byt intervaly.

\

Pro obecnéjsi integrdly mohou byt tyto mnozZiny mnohem sloZzit€jSi nez intervaly
(nebo jejich koneCnd sjednoceni).

A ted’ néco na vysvétlenou
k prfedchozimu dikazu: Co
byly ty zdhadné funkce ¢ a
Y?

\

V pfipad€ pouzitém v definici je GGy rovno néjakému intervalu, napf. (a, b) a kazdy
interval GG, je napf. tvaru (c,, d, ). Pak lze integral psat ve tvaru

Lﬂ%w®®=LyquwMﬂ&-
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Poznamky 3 :

1. Uvedena definice je schvilné napsand ve tvaru vhodném pro jesté obecnéjSi mno-
Ziny, kdy projekce G'x a priniky G, nemuseji byt intervaly.

\

Pro obecnéjsi integrdly mohou byt tyto mnozZiny mnohem sloZzit€jSi nez intervaly
(nebo jejich koneCnd sjednoceni).

A ted’ néco na vysvétlenou
k prfedchozimu dikazu: Co
byly ty zdhadné funkce ¢ a
Y?

\

V pfipad€ pouzitém v definici je GGy rovno néjakému intervalu, napf. (a, b) a kazdy
interval GG, je napf. tvaru (c,, d, ). Pak lze integral psat ve tvaru

[ swmasar= [ (a9 dy ) dx.

\
Krajni body c,, d, jsou vlastné hodnoty néjakych funkci ¢, ¢ definovanych na (a, b),
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tj. ¢ = p(x),d, = (z). Takze mnoZiny G pouzité v definici jsou vlastné mnoZiny
lezici mezi grafy dvou funkci nad néjakym intervalem.

\




tj. ¢ = p(x),d, = (z). Takze mnoZiny G pouzité v definici jsou vlastné mnoZiny
lezici mezi grafy dvou funkci nad néjakym intervalem.

\

Ziejmé je vhodné poZadovat o < ). NejCastéji pouzivané pripady v tomto textu budou
spojité funkce ¢, 1.

=




2. Na zdkladé druhého tvrzeni v pozorovani lze zvolit jesté jeden pristup ke zkoumani
integralt funkci vice proménnych.

\




2. Na zdkladé druhého tvrzeni v pozorovani lze zvolit jesté jeden pristup ke zkoumani
integralt funkci vice proménnych.

\

Obecnou podmnozinu A roviny lze vlozit do néjakého intervalu / a dodefinovat f(x, y)
0 pro (x,y) ¢ A. Pak lze pouzit definici integrdlu na intervalu z predchozi ¢asti.

\




2. Na zédklad¢ druhého tvrzeni v pozorovani 1ze zvolit jesté jeden pristup ke zkoumani
integralt funkci vice proménnych.

\

Obecnou podmnozinu A roviny lze vlozit do néjakého intervalu [ a dodefinovat f(x,y) =
0 pro (z,y) ¢ A. Pak lze pouZzit definici integralu na intervalu z pfedchozi Casti.

\

Takto dodefinovana funkce
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2. Na zédklad¢ druhého tvrzeni v pozorovani 1ze zvolit jesté jeden pristup ke zkoumani
integralt funkci vice proménnych.

\

Obecnou podmnozinu A roviny lze vlozit do néjakého intervalu [ a dodefinovat f(x,y) =
0 pro (z,y) ¢ A. Pak lze pouZzit definici integralu na intervalu z pfedchozi Casti.
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2. Na zakladé¢ druhého tvrzeni v pozorovani Ize zvolit jeste jeden pristup ke zkoumani
integralt funkci vice proménnych.

\

Obecnou podmnozinu A roviny lze vlozit do néjakého intervalu [ a dodefinovat f(x,y) =
0 pro (z,y) ¢ A. Pak lze pouZzit definici integralu na intervalu z pfedchozi Casti.

Takto dodefinovand funkce
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3. Véta o vyjadreni integralu na GG jako soucet integrali na intervalech vytvérejicich
rozdéleni mnoZziny GG dava navod, jak rozsitfit Riemanntv integral z intervalii na obec-
n€jsi mnoziny.

\




3. Véta o vyjadreni integralu na GG jako soucet integrali na intervalech vytvérejicich
rozdéleni mnoZziny GG dava navod, jak rozsitfit Riemanntv integral z intervalii na obec-
n€jsi mnoziny.

\

Je vidét, Ze takto se dostane jen tzv. absolutné konvergentni integrél, coz znamena, zZe
[ 1f| konverguje pokud | f konverguje.

\




3. Véta o vyjadreni integralu na GG jako soucet integrali na intervalech vytvérejicich
rozdéleni mnoZziny GG dava navod, jak rozsitfit Riemanntv integral z intervalii na obec-
n€jsi mnoziny.

\

Je vidét, Ze takto se dostane jen tzv. absolutné konvergentni integrél, coz znamena, zZe
[ 1f| konverguje pokud | f konverguje.

\

Riemanniiv integrdl 1ze definovat i pfimo na obecnych mnozinidch pomoci pokryti
mnoZziny G neprekryvajicimi se intervaly urcitého priméru. Pak nékteré intervaly ob-
sahuji i body neleZici v dané mnozin€. Je to jakasi aproximace mnoziny G shora, tj.
sjednoceni pouzitych intervald je vétsi nez GG. U véty pouZzivajici rozdéleni G na inter-
valy se pouziva aproximace zdola.

\




3. Véta o vyjadreni integrdlu na GG jako soucet integralli na intervalech vytvéarejicich
rozdéleni mnoZiny GG dava ndvod, jak rozsifit Riemanntv integrdl z intervali na obec-
n¢jSi mnoziny.

\/

Je vidét, ze takto se dostane jen tzv. absolutné konvergentni integral, cozZ znamena, ze
[ 1| konverguje pokud [ f konverguje.

\

Riemanntiv integral 1ze definovat i pfimo na obecnych mnoZindch pomoci pokryti
mnoZziny GG neprekryvajicimi se intervaly urCitého priiméru. Pak nékteré intervaly ob-
sahuji 1 body neleZici v dané mnoZiné. Je to jakdsi aproximace mnoZiny G shora, tj.
sjednoceni pouZzitych intervalil je vétsi neZ G. U véty pouzivajici rozdéleni G na inter-
valy se pouziva aproximace zdola.

\

V  matematice je vzidy

mnoho cest vedoucich k
jednomu cili.
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Konec poznamek 3.

Ze bych z toho mél radost




Priklady 3 :

Jestlize je mnozina, pres kterou se mé integrovat, zaddna nikoli pomoci ohraniCuji-
cich funkci jedné promeénné, ale bud’ pomoci implicitné zadané funkce nebo je popsana
vlastnostmi dvojic bodli, byva nékdy obtizné stanovit meze prislusnych jednorozmér-
nych integrald.

\
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Priklady 3 :

Jestlize je mnozina, pres kterou se mé integrovat, zaddna nikoli pomoci ohraniCuji-
cich funkci jedné promeénné, ale bud’ pomoci implicitné zadané funkce nebo je popsana
vlastnostmi dvojic bodli, byva nékdy obtizné stanovit meze prislusnych jednorozmér-

nych integrald.

\

Casto pomiiZze predstava
nebo nakresleni on€ mno-
Ziny.
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1. Spocitejte integral funkce f pfes mnozinu G = {(z,y);x +y > 1,2° + y* < 1}.

\




1. Spocitejte integral funkce f pies mnozinu G = {(x,y);xz +y > 1,2% + y* < 1}.

\

Mnozinu G si nakreslete.
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1. Spocitejte integral funkce f pies mnozinu G = {(x,y);xz +y > 1,2% + y* < 1}.

\

Mnozinu G si nakreslete.

\
Projekce GG na osu x je interval (0, 1). Pro kazdé z € (0,1) je G, = (1 — x, V1 — 2?),
tj. G je mnozina leZzici mezi grafy funkci 1 — x a /1 — x? na intervalu (0, 1). Tedy

/szfol(/liﬂx,y)dy) d.
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2. Spoditejte integral funkce f pres mnozinu G = {(x,y);y < 4, 2z < y < 3x}.

\




2. Spocitejte integral funkce f pres mnozinu G = {(x,y);y < 4, 2z < y < 3z}.

\

Mnozinu G si nakreslete.
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2. Spocitejte integral funkce f pres mnozinu G = {(x,y);y < 4, 2z < y < 3z}.

\

Mnozinu G si nakreslete.

\

Projekce G na osu x je interval (0,2). Na intervalu (0,4/3) jsou intervaly GG, rovny
(22, 3x), na intervalu (4/3, 2) jsou rovny (2z,4).

\
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2. Spocitejte integral funkce f pres mnozinu G = {(x,y);y < 4, 2z < y < 3z}.

\

Mnozinu G si nakreslete.

\

Projekce G na osu x je interval (0,2). Na intervalu (0,4/3) jsou intervaly GG, rovny
(22, 3x), na intervalu (4/3, 2) jsou rovny (2z,4).

\

Integral se tedy musi kvuli vypoctu rozdélit na dva sCitance (v tomto pripadé Ize pouZit
zaménu poradi integrace a pak neni nutné integrél rozdélovat):

/Gf=/04/3( 2jf(sc,y)oly) dx+/4/23( 2:f(x,y)dy) dx.
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2. Spocitejte integral funkce f pres mnozinu G = {(x,y);y < 4, 2z < y < 3z}.

\

Mnozinu G si nakreslete.

\

Projekce G na osu x je interval (0,2). Na intervalu (0,4/3) jsou intervaly GG, rovny
(22, 3x), na intervalu (4/3, 2) jsou rovny (2z,4).

\

Integral se tedy musi kvuli vypoctu rozdélit na dva sCitance (v tomto pripadé Ize pouZit
zaménu poradi integrace a pak neni nutné integrél rozdélovat):

/Gf=/04/3( 2jf(sc,y)oly) dx+/4/23( 2:f(x,y)dy) dx.

4

Najdéte podobnym zplisobem meze integrald pro integraci pies mnozinu G = {(z, ¥); ¥ <Suzky

1,z > y?/2,2° + y* < 5}.
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Konec piikladi 3.




CviCeni 3 :

Priklad. Vypoctéte integral




Reseni. Integral vypocitdame tak, Ze nejprve funkci 2y zintegrujeme podle proménné
y (kde meze integralu jsou 2% a ) a potom podle proménné z (od 0 do 1).

\




Reseni. Integral vypoéitime tak, Ze nejprve funkci zy? zintegrujeme podle proménné
y (kde meze integralu jsou 2 a ) a potom podle proménné z (od 0 do 1).

4

Pozor, takto jime oriSek bez
rozlousknuti skordpky. Ve

skuteCnosti fezeme ostosest
pro vSechna x od 0 do 1 a

pak pro pevné x prislusny
fez spocCitime. Nakonec to
dointegrujeme pies .
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Tedy




Tedy
Yo L 3 6y _ L
vy dy = x=(x —x)——g

47
2 : (" —a').

\

Tuto budeme nyni integrovat podle x




Tedy
Yo L 3 6y _ L
vy dy = x=(x —x)——g

4_
2 : (" —x").

\

Tuto budeme nyni integrovat podle x

\
Ziskali jsme tak celkovy vysledek

1 Z 5 1
dy | de = —.
f L) o=




Tedy

95 1 '
/ ry’ dy = z=(2° — 2%) = = (z* — 27).
22

3
\

Tuto budeme nyni integrovat podle x

4

Tedy pouhou jednu Ctyrice-
tinu za veliky kus mého Z7i-
vota :-(
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Konec cviceni 3.




Uceni 3 :




Konec uceni 3.




Existence integralu




Existence integralu

\

Nésledujici existencni véty pro integraly na mnozinach typu « jsou stejné jako pro
integraly na intervalech.

\




Existence integralu

\

Nésledujici existencni véty pro integraly na mnozinach typu « jsou stejné jako pro
integraly na intervalech.

\

V prvnim tvrzeni je vSak potieba jeden dalsi pfedpoklad na mnozinu G, totizZ Ze hra-
nice je v jistém smyslu spojita.

\




Existence integralu

\

Nésledujici existencni véty pro integraly na mnozinach typu « jsou stejné jako pro
integraly na intervalech.

\

V prvnim tvrzeni je vSak potieba jeden dalSi pfedpoklad na mnozinu G, totiZ Ze hra-
nice je v jistém smyslu spojita.

\
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Existence integralu

\

Nésledujici existencni véty pro integraly na mnozinach typu « jsou stejné jako pro
integraly na intervalech.

\

V prvnim tvrzeni je vSak potieba jeden dalSi pfedpoklad na mnozinu G, totiZ Ze hra-
nice je v jistém smyslu spojita.

\
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(z)
Dukaz. Stadi ukézat, Ze funkce [ f(z,y)dy je spojitd funkce na (a, b).
p(x)

\




(z)
Dukaz. Stadi ukézat, Ze funkce [ f(z,y)dy je spojitd funkce na (a, b).
p(x)

\

To je dokazano v kapitole o integralech s parametrem pro konstantni funkce ¢, 1.

\




()
Dukaz. Stadi ukézat, Ze funkce [ f(z,y)dy je spojitd funkce na (a, b).
()

\

To je dokazano v kapitole o integrdlech s parametrem pro konstantni funkce ¢, 1.

\

Diikaz bude proveden za dodatecného predpokladu Ze [ je spojitd a omezend i na
néjaké oteviené mnozin€ obsahujici uzavér mnoziny G.

\
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()
Dukaz. Stadi ukézat, Ze funkce [ f(z,y)dy je spojitd funkce na (a, b).
()

\

To je dokdzano v pro konstantni funkce ¢, ).

\

Diikaz bude proveden za dodatecného predpokladu Ze [ je spojitd a omezend i na
néjaké oteviené mnozin€ obsahujici uzavér mnoziny G.

\

Necht' x,, — z v (a,b). Potom

Y(z)
‘/ flzn,y)dy — /() f(x,y)dy‘
90 Pp\T
/ fan)dy + [ (fony) = Syt [ Sy
o(z wi;v()) P(x)
< Mlp(z,) — o(z)] + /( | |f(@n,y) — flz,y)| dy + Mp(zn) — ()],
o(x

kde M je horni mez funkce | f| na (a, b).
\/

LEKCE21-IVP
integral.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
reguldrni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



()
Dukaz. Stadi ukézat, Ze funkce [ f(z,y)dy je spojitd funkce na (a, b).
()

\

To je dokdzano v pro konstantni funkce ¢, ).

\

Diikaz bude proveden za dodatecného predpokladu Ze [ je spojitd a omezend i na
néjaké oteviené mnozin€ obsahujici uzavér mnoziny G.

\

Necht' x,, — z v (a,b). Potom

V()
‘/ flzn,y)dy — /() f(x,y)dy‘
90 w\r
/ i)y + / (i) = ) i / el
o(x wi;v()) V()
< Mlg(a,) — p(@)| + / Vw9 = s as 4 MlgGan) — )
o(x

kde M je horni mez funkce | f| na (a, b).
\/

V poslednim fadku zfejmé konverguji prvni a posledni Clen k 0. Prostfedni ¢len kon-
verguje k 0 podle
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Jak jsme pouzili dodateCné
predpoklady?




Nasledujici srovnavaci kri-
térium plyne jednoduse ze
zékladnich vlastnosti inte-
gralu.
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Nasledujici srovnavaci kri-
térium plyne jednoduse ze
zékladnich vlastnosti inte-
gralu.

\

VETA. Je-li f spojitd funkce na intervalu [ a f < gna I, pak [ ; J konverguje, jakmile
|; g konverguje.
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Nasledujici srovnavaci kri-
térium plyne jednoduse ze
zékladnich vlastnosti inte-
gralu.

\

VETA. Je-li f spojitd funkce na intervalu [ a f < ¢ na I, pak [[ f konverguje, jakmile

f 19 konverguje. LEKCE21-IVP
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Fubiniova veéta




Fubiniova véta

\

V nésledujicim tvrzeni se predpokladd, Ze mnoZina G typu « je stejného typu i vzhle-
dem k ose y: projekce GG na osu y je interval Gy a praseciky mnoZiny GG s kolmicemi na
osu y v bodech jsou intervaly G,

\
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Fubiniova véta

\

V nésledujicim tvrzeni se predpokladd, Ze mnoZina G typu « je stejného typu i vzhle-
dem k ose y: projekce GG na osu y je interval Gy a praseciky mnoZiny GG s kolmicemi na
osu y v bodech jsou intervaly G,,.

\

VETA. (Fubini) Necht G je mnoZina typu « vzhledem k osdm z i y. Je-li f spojitd na
(G a absolutné integrovatelnd, pak

/ < f(z,y) d}') dx = / < f(z,y) dx) dy
b GX —'V.r . (r’y . O!/

jakmile [, f konverguje.

\
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Fubiniova véta

\

V nésledujicim tvrzeni se predpokladd, Ze mnoZina G typu « je stejného typu i vzhle-
dem k ose y: projekce GG na osu y je interval Gy a praseciky mnoZiny GG s kolmicemi na
osu y v bodech jsou intervaly G,

\

i

Dukaz. ProtoZe f je absolutné integrovatelnd, lze |, o/ vyjadrit jako soucet fady z in-
tegrald [ 7 f, kde {J,} je rozdéleni G na intervaly. Pro kazdy integral [ I f jiz plati

. Nynf se opét pouZije véta o vyjadfeni [, f pomoci souétu [, f, tento-
krat jiz s prehozenim poradi integrace. &

\/
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Fubiniova véta

\

V nésledujicim tvrzeni se predpokladd, Ze mnoZina G typu « je stejného typu i vzhle-
dem k ose y: projekce GG na osu y je interval Gy a praseciky mnoZiny GG s kolmicemi na
osu y v bodech jsou intervaly G,

\

i

Dukaz. ProtoZe f je absolutné integrovatelnd, lze |, o/ vyjadrit jako soucet fady z in-
tegrald [ 7 f, kde {J,} je rozdéleni G na intervaly. Pro kazdy integral [ I f jiz plati

. Nynf se opét pouZije véta o vyjadfeni [, f pomoci souétu [, f, tento-
krat jiz s prehozenim poradi integrace. &

\/

LEKCE21-IVP
integral.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
reguldrni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozniamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Vsiméte si, ze rozdé€leni ¢
na intervaly nebylo defino-
vano v zavislosti na pramé-
tech GG, proto vyjde stejné
podle osy x 1 .
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Pozndmky 4 :

1. Dtlikaz prvni existencni véty bez predpokladu spojitosti f na oteviené mnoZzin€ ob-
sahujici uzavér mnoziny G je slozitéjsi a vyzaduje néktera tvrzeni o rozsiteni zobrazeni.

=)




2. Véta o zaméné poradi integrace plati (se snadnym dikazem) pro neprekryvajici se
sjednoceni mnoZin typu uvedenych ve Fubiniové vété.

Konec pozndmek 4.




Priklady 4 :

1. Pfehod’te porfadi integrace u integralu f02 fﬁf f(z,y)dydx.

\




Priklady 4 :

1. Pfehod’te porfadi integrace u integralu f02 fﬁf f(z,y)dydx.

\

Meze v druhém integrdlu znamenaji, Ze 2> < y < 2z, takze y/2 < x < VY. Protoze

0<z<2jel<y<daplati {(z,y);2° <y<2z,0<x<2}={(r,y);y/2<z<
VU, 0 <y <4}

\




Priklady 4 :

1. Pfehod’te porfadi integrace u integralu f02 f;f f(z,y)dy dx.
¥

Meze v druhém integrdlu znamenaji, Ze 2> < y < 2z, takze y/2 < x < VY. Protoze
0<z<2jel<y<daplati {(z,y);2° <y<2z,0<x<2}={(r,y);y/2<z<

VU, 0 <y <4}
¥
Vysledkem je tedy integral fo f f(z,y)dxdy.

\




Priklady 4 :

1. Pfehod’te pofadi integrace u integralu f02 f;f f(z,y)dy dx.

\

Meze v druhém integralu znamenaji, Ze 2° < y < 2, takZze y/2 < & < VY- Protoze
0<z<2je0<y<daplat {(z,y);2° <y <2r,0<z<2}={(z,9);y/2<z<
VY, 0 <y <4},

\
Vysledkem je tedy integral f04 fyg f(z,y)dxdy.
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Priklady 4 :

1. Pfehod’te pofadi integrace u integralu f02 f;f f(z,y)dy dx.

\

Meze v druhém integralu znamenaji, Ze 2° < y < 2, takZze y/2 < & < VY- Protoze
0<z<2je0<y<daplat {(z,y);2° <y <2r,0<z<2}={(z,9);y/2<z<
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Je nutné divat pozor, pro-
toZze prevod intervali ne-
musi byt tak pfimy, jako byl
v uvedeném prikladé. Na-
sledujici priklad je slozité;si
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2. Napiste pro [, ob& moznd pofadi integrace, je-li G = {(z,y);0 <y < 1,2° +¢* <
5,9% < 2z}. Pfi jednom pofadi budete muset integrél rozepsat jako soulet tif integrald,
pfi druhém poradi to nutné nebude.

\




2. Napiste pro [, ob&é moznd poradi integrace, je-li G = {(z,y);0 <y < 1, 2+ 92 <
5,7% < 2z}. Pfi jednom pofadi budete muset integrél rozepsat jako soudet tf integrald,
pii druhém poradi to nutné nebude.

\/

Zkuste nakreslit obrazek
mnoziny G.

LEKCE21-IVP
integral.interval
vlastnostil.int
. vlastnosti2.int
Konec prikladu 4. Sistence.int
iemann
Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
regularni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Cviceni 4 :

Pifklad. M&jme funkci f definovanou na mnozingé M = {(z,y) € R* : 0 < z <
a, 0 <y <z}, kde a > 0, viz obrazek.
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Cviceni 4 :

Pifklad. M&jme funkci f definovanou na mnozingé M = {(z,y) € R* : 0 < z <
a, 0 <y <z}, kde a > 0, viz obrazek.
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Reseni. Mame integral
/ f(z,y) dz dy,
M

ktery je podle definice roven integralu

/Oa (/Oxﬂx,y) dy) dz.




Regeni. Mdme integrl
/ f(z,y) dz dy,
M

ktery je podle definice roven integralu

[ ([ o) o
\

Zménime poradi integrace, tj. nejprve integrovat podle proménné x a potom podle
promenné y.

\
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Reseni. Mame integral
/ f(z,y) dz dy,
M

ktery je podle definice roven integralu

[ ([ ) as
\

Zménime poradi integrace, tj. nejprve integrovat podle proménné x a potom podle
proménné .

\

Jak je vidét z obrazku, hledany integral bude

/Oa (/yaf(:c,y) da:) day.
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Reseni. Mame integral
/ f(z,y) dz dy,
M

ktery je podle definice roven integralu

[ ([ ) as
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Zménime poradi integrace, tj. nejprve integrovat podle proménné x a potom podle
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Jak je vidét z obrazku, hledany integral bude
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Ja fandil obéma stejne ...




Pifklad. M&me funkci f definovanou na mnoziné M = {(z,y) € R* : 0 < z <
2, r <y < 2z}, viz obrazek.
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Pifklad. M&me funkci f definovanou na mnoziné M = {(z,y) € R* : 0 < z <
2, r <y < 2z}, viz obrazek.

g)

\

Necht’ funkce f spliuje predpoklady Fubiniovy véty. Proved’te obé poradi integrace.

\
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Pifklad. M&me funkci f definovanou na mnoziné M = {(z,y) € R* : 0 < z <
2, r <y < 2z}, viz obrazek.

g)
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Necht’ funkce f spliuje predpoklady Fubiniovy véty. Proved’te obé poradi integrace.

\

Mame integral

/ f(z,y) dz dy,
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ktery je podle definice roven integralu

/O : ( :x ) dy) da.




ktery je podle definice roven integrilu

2 2x
/ flz,y)dy | dx.
0 T

\

Zménime poradi integrace, tj. nejprve budeme integrovat podle proménné x a potom
podle proménné y. Jak je vidét z obrazku, hledany integral bude nyni souctem dvou
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ktery je podle definice roven integralu

2 2x
/ flz,y)dy | dx.
0 T

\

Zménime poradi integrace, tj. nejprve budeme integrovat podle proménné x a potom
podle proménné y. Jak je vidét z obrazku, hledany integral bude nyni souctem dvou
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Ja fandil klukovi ... integrél v prostoru
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Pifklad. Mé&me funkci f definovanou na mnoziné M = {(z,y) € R?

2a, V2axr — x? <y < \/2ax}, viz obrazek.
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Pifklad. M&me funkci f definovanou na mnoziné M = {(z,y) € R* : 0 < z <

2a, V2axr — x? <y < \/2ax}, viz obrazek.
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Pifklad. Mé&me funkci f definovanou na mnoziné M = {(z,y) € R?

2a, V2axr — x? <y < \/2ax}, viz obrazek.

\
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Necht’ funkce f spliiuje predpoklady Fubiniovy véty. Proved’te obé poradi integrace.
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Mame integral

/ F(z,y) dz dy,
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ktery je podle definice roven integralu

/02“ (/\/;/;f(%y) dy) dz.




ktery je podle definice roven integralu
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/ / f(z,y)dy | du.
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Zaménime poradi integrace, tj. nejprve integrovat podle proménné x a potom podle
promeénné y.

\/
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ktery je podle definice roven integrilu

2a m
/ / f(z,y)dy | du.
0 V2az—2x?

\

Zaménime poradi integrace, tj. nejprve integrovat podle proménné x a potom podle
proménné .

\/

Nejprve si uvédomme, jak vlastné vypada mnozina M. Proménna x probihd interval
(0, 2a), to je jasné.

\
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ktery je podle definice roven integrilu

2a vV 2ax
/ / flz,y)dy | dz.
0 V2ax—12

\

Zaménime poradi integrace, tj. nejprve integrovat podle proménné x a potom podle
proménné .

\/

Nejprve si uvédomme, jak vlastné vypada mnozina M. Proménna x probihd interval
(0, 2a), to je jasné.

\

Proménnd y leZi pro kazdé (pro tuto chvili pevné) z v intervalu (v/2az — 22, /2ax).
To znamena mezi kiivkami v/2ax — 2 a v/2ax.

\
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ktery je podle definice roven integrilu

2a m
/ / f(z,y)dy | du.
0 V2az—2x?

\

Zaménime poradi integrace, tj. nejprve integrovat podle proménné x a potom podle
proménné .

\/

Nejprve si uvédomme, jak vlastné vypada mnozina M. Proménna x probihd interval
(0, 2a), to je jasné.

\

Proménnd y leZi pro kazdé (pro tuto chvili pevné) z v intervalu (v/2az — 22, /2ax).
To znamena mezi kiivkami v/2ax — 2 a v/2ax.

\

Prvni z nich je pulkruZnice se stfedem v bod€ (a,0) a polomérem a, coz snadno zjis-

time vypoctem
y =/ 2ax — 12,

y2 = 2ax — x2,

(z — a)* +y° = a’.
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ktery je podle definice roven integrilu

2a m
/ / f(z,y)dy | du.
0 V2az—2x?

\

Zaménime poradi integrace, tj. nejprve integrovat podle proménné x a potom podle
proménné .

\/

Nejprve si uvédomme, jak vlastné vypada mnozina M. Proménna x probihd interval
(0, 2a), to je jasné.

\

Proménnd y leZi pro kazdé (pro tuto chvili pevné) z v intervalu (v/2az — 22, /2ax).
To znamena mezi kiivkami v/2ax — 2 a v/2ax.

\

Prvni z nich je pulkruZnice se stfedem v bod€ (a,0) a polomérem a, coz snadno zjis-

time vypoctem
y =/ 2ax — 12,

y2 = 2ax — x2,

(z — a)* +y° = a’.
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Druha z kiivek, tedy v/2ax, je graf funkce "druhd odmocnina."Pti zdméné poradi se
nejprve integruje podle proménné x.

\/
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Druha z kiivek, tedy v/2ax, je graf funkce "druhd odmocnina."Pti zdméné poradi se
nejprve integruje podle promeénné .

\/

Z obrazku je patrné, Ze pro y € (0,a) musime integrdl podle = rozdélit na soucet
2
dvou integrilli, a sice na integrél pfes interval (3-,a — /a*+y?) a I;a integral pres
(a++/a®+y?, 2a). Proy € (a,2a) integrujeme podle x pfes interval (3-, 2a).

\
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Druha z kiivek, tedy v/2ax, je graf funkce "druhd odmocnina."Pti zdméné poradi se
nejprve integruje podle promeénné .

\
Z obrazku je patrné, Ze pro y € (0,a) musime integrdl podle = rozdélit na soucet
2
dvou integrilli, a sice na integrél pfes interval (3-,a — /a*+y?) a I;a integral pres
(a++/a®+y?, 2a). Proy € (a,2a) integrujeme podle x pfes interval (3-, 2a).

\

Dostavame tak vysledek
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e f(.fC, y) dx dy reguldrni zobr
yQ substituce
a 2a integrél v prostoru
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Druha z kiivek, tedy v/2ax, je graf funkce "druhd odmocnina."Pti zdméné poradi se
nejprve integruje podle promeénné .

\
Z obrazku je patrné, Ze pro y € (0,a) musime integrdl podle = rozdélit na soucet
2
dvou integrilli, a sice na integrél pfes interval (3-,a — /a*+y?) a I;a integral pres
(a++/a®+y?, 2a). Proy € (a,2a) integrujeme podle x pfes interval (3-, 2a).

\

Dostavame tak vysledek
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My holcicky mdme vzdycky
nejvic prace ...




Konec cviceni 4.




SUBSTITUCE




SUBSTITUCE

Jak lze prevést substitucni
vétu z jedné proménné na
vice proménné?
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SUBSTITUCE

Jak lze prevést substitucni
vétu z jedné proménné na
vice proménné?

Jednak se transformuje
mnozina, pres kterou se
integruje a jednak se trans-
formuje funkce, ktera se
integruje!
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Uz to vypadalo, Ze se sem
nikdy nedostaneme ...
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Nejdrive je nutné se podivat na transformaci mnozin. Na pfimce zobrazi spojita funkce
interval na interval. V roviné mize spojita funkce zobrazit interval napf. na kruznici, tj.
na mnozinu bez vnitfnich bodi.

\/
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Nejdrive je nutné se podivat na transformaci mnozin. Na pfimce zobrazi spojita funkce
interval na interval. V roviné mize spojita funkce zobrazit interval napf. na kruznici, tj.
na mnozinu bez vnitfnich bodi.
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Predné je proto nutné pro

substituce nalézt vhodné
funkce! A to da préci.
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Nejdrive je nutné se podivat na transformaci mnozin. Na pfimce zobrazi spojita funkce
interval na interval. V roviné mize spojita funkce zobrazit interval napf. na kruznici, tj.
na mnozinu bez vnitfnich bodi.

\/

Predné je proto nutné pro

substituce nalézt vhodné
funkce! A to da préci.
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Je potfeba, aby se oteviena mnozina prevedla op€t na otevienou mnozinu a jeji hranice — existence.int

z v Riemann
na hramcl nove mnoziny. Bl
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Nejdrive je nutné se podivat na transformaci mnozin. Na pfimce zobrazi spojita funkce
interval na interval. V roviné mize spojita funkce zobrazit interval napf. na kruznici, tj.
na mnozinu bez vnitfnich bodi.

\/

Predné je proto nutné pro

substituce nalézt vhodné
funkce! A to da préci.

LEKCE21-1VP

integral.interval
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na hranici nové mnoziny. Fubini
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Nejdrive je nutné se podivat na transformaci mnozin. Na pfimce zobrazi spojita funkce
interval na interval. V roviné mize spojita funkce zobrazit interval napf. na kruznici, tj.
na mnozinu bez vnitfnich bodi.

\
Predn¢ je proto nutné pro
substituce nalézt vhodné
funkce! A to da praci.

\

Je potreba, aby se oteviend mnoZina prevedla opét na otevienou mnoZinu a jeji hranice
na hranici nové mnoziny.

\

Stejné jako u jedné proménné musi byt transformacni zobrazeni prosté.

\

Zieymé musi byt 1 spojité a, protoze se v transformaci funkce opét vyskytnou derivace,
mély by byt 1 parcialni derivace transformace spojité.

\
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Nejdrive je nutné se podivat na transformaci mnozin. Na pfimce zobrazi spojita funkce
interval na interval. V roviné mize spojita funkce zobrazit interval napf. na kruznici, tj.
na mnozinu bez vnitfnich bodi.

\
Predn¢ je proto nutné pro
substituce nalézt vhodné
funkce! A to da praci.

\

Je potreba, aby se oteviend mnoZina prevedla opét na otevienou mnoZinu a jeji hranice
na hranici nové mnoziny.

\

Stejné jako u jedné proménné musi byt transformacni zobrazeni prosté.

\

Zieymé musi byt 1 spojité a, protoze se v transformaci funkce opét vyskytnou derivace,
mély by byt 1 parcialni derivace transformace spojité.

\

Bude nutné pridat jesté jeden prirozeny pozadavek odpovidajici nenulovosti derivace.
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Diikaz nasledujici véty je komplikovany a vyZaduje jisté znalosti z geometrie roviny,
které jdou nad rdmec tohoto textu. Proto diikaz uveden nebude.

\
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Diikaz nasledujici véty je komplikovany a vyZaduje jisté znalosti z geometrie roviny,
které jdou nad ramec tohoto textu. Proto diikaz uveden nebude.

\

VETA. Necht’ G je oteviend mnoZina v roviné a funkce u = o(z,y),v = ¢(z,y) jsou
definovany na GG. Necht’ jsou splnény nésledujici podminky:

1. Funkce ¢, v maji spojité parcidlni derivace na G.

2. Determinant
dp O
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je v kazdém bodé GG nenulovy. ;?Jgi‘jﬁﬁ%;vva}’
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Diikaz nasledujici véty je komplikovany a vyZaduje jisté znalosti z geometrie roviny,
které jdou nad ramec tohoto textu. Proto diikaz uveden nebude.

\

VETA. Necht G je oteviend mnoZina v rovingé a funkce u = o(z, ), v = 1 (z, y) jsou
definovany na GG. Necht’ jsou splnény nésledujici podminky:

1. Funkce ¢, v maji spojité parcidlni derivace na G.
2. Determinant

N~
~
S
-
N
=

ASEY)

,\
Q
Ned

. v 12 v , LEKCE21-1VP
je v kazdém bodé GG nenulovy. integral.interval
5 vlastnostil.int
. A 2 3 Z lastnosti2.int
3. Funkce & = (¢,) : G — R” je prosta. Viastmostie.y
, . 3 20 Riemann
Potom ¢ zobrazuje GG na otevienou mnozZinu H. Fubini

integral.obec
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Regularni zobrazeni jsou ja-
kési plastické deformace de-
finicniho oboru. Lokalné (v
bod¢) se plasticka hmota de-

finicniho oboru ziedi s ko-
eficientem rovnym Jacobi-

anu.

LEKCE21-IVP
integral.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
regularni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Regularni zobrazeni jsou ja-
kési plastické deformace de-
finicniho oboru. Lokalné (v
bod¢) se plastickd hmota de-

finicniho oboru ziedi s ko-
eficientem rovnym Jacobi-

anu.

To, ze vSe vyjde je moje
dilo. Jsem na to pySny!
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Regularni zobrazeni jsou ja-
kési plastické deformace de-
finicniho oboru. Lokalné (v
bod¢) se plastickd hmota de-
finiéniho oboru zredi s ko-
eficientem rovnym Jacobi-
anu.

To, ze vSe vyjde je moje
dilo. Jsem na to pySny!

Dik. BTW, je to v podstaté
to samé jako v jednorozmér-
ném pripadé. Hm ...
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VETA. Necht (p,1) je regularni zobrazeni na oteviené mnoziné GG a f je spojité
zobrazeni na H. Potom (H je obraz (5)

/ f(z,y) dxdy = / F ({1, v), 9, 0))] T (12, )] e o,
H G

jestlize m4 jedna strana smysl.

\




VETA. Necht (p,1)) je reguldrni zobrazeni na oteviené mnoziné G a f je spojité
zobrazeni na H. Potom (H je obraz G3)

/H F(,y) dxdy = / Flp(u, v), (u, v)

jestlize ma jedna strana smysl.

\

J(p, )| du dv,

Vzhledem k podobnosti s TR
jednorozmérnym pripadem )
Y*adi vlastnosti2.int
se budeme soustredit na od- ey
Chylky ,-) Riemann
Fubini
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Poznamky 5 :

1. Casto se pojem reguldrni zobrazeni pouziva pro zobrazeni spliujici jen prvni dvé
podminky predchozi definice, tj., zobrazeni nemusi byt prosté. Pro ucely substituce v
integrdlu je vSak nutné pouZit prosta zobrazeni, proto byla tato podminka zahrnuta do
definice regularniho zobrazeni.

\




Poznamky 5 :

1. Casto se pojem reguldrni zobrazeni pouZivé pro zobrazeni spliiujici jen prvni dvé
podminky predchozi definice, tj., zobrazeni nemusi byt prosté. Pro ucely substituce v
integralu je vSak nutné pouzit prosta zobrazeni, proto byla tato podminka zahrnuta do

definice regularniho zobrazeni.

\

Kdyby prosté nebylo, mohli
bychom jeho obraz "zinte-
grovat'treba pétindsobne.
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Poznamky 5 :

1. Casto se pojem reguldrni zobrazeni pouZivé pro zobrazeni spliiujici jen prvni dvé
podminky predchozi definice, tj., zobrazeni nemusi byt prosté. Pro ucely substituce v
integralu je vSak nutné pouzit prosta zobrazeni, proto byla tato podminka zahrnuta do

definice regularniho zobrazeni.

\/

Kdyby prosté nebylo, mohli
bychom jeho obraz "zinte-
grovat'treba pétindsobne.

Substituce je pouze jenom
uplacani hmoty do lepsiho
tvaru. Je to uplne jasné.
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V pfipad€ funkci jedné proménné definované na intervalu dava uvedena definice re-
gularniho zobrazeni funkce majici nenulovou spojitou derivaci na daném intervalu (treti
podminka o prostém zobrazeni je splnéna automaticky).

\




V pfipad€ funkci jedné proménné definované na intervalu dava uvedena definice re-
gularniho zobrazeni funkce majici nenulovou spojitou derivaci na daném intervalu (treti
podminka o prostém zobrazeni je splnéna automaticky).

\

Pokud se reguldrni zobrazeni oteviené mnoZiny GG na otevienou mnozinu H rozsiti
spojité i na hranici mnoZiny G, zobrazuje tuto hranici na hranici mnoZiny H (nemusi
vSak byt na hranici proste).

\




V pripadé€ funkci jedné proménné definované na intervalu dava uvedend definice re-
gularniho zobrazeni funkce majici nenulovou spojitou derivaci na daném intervalu (treti
podminka o prostém zobrazeni je splnéna automaticky).

4

Pokud se regularni zobrazeni oteviené mnoZiny G na otevienou mnozinu H roz$iii
spojit€ i na hranici mnozZiny G, zobrazuje tuto hranici na hranici mnoZiny H (nemusi
vSak byt na hranici proste).

\

A co pro neomezené mno-
ziny?7?
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2. Pro funkce jedné proménné se uvedend formulace véty o zdméné proménnych v
integralu na prvni pohled 1iSi od diive uvedené véty o substituci.

\




2. Pro funkce jedné proménné se uvedend formulace véty o zdméné proménnych v
integralu na prvni pohled 1iSi od diive uvedené véty o substituci.

\

Tam byl jacobidn (tj. derivace ¢') bez absolutni hodnoty. Ale meze a,b mohly byt
usporadany jako a > b.

\




2. Pro funkce jedné proménné se uvedend formulace véty o zdméné proménnych v
integralu na prvni pohled 1iSi od diive uvedené véty o substituci.

\

Tam byl jacobidn (tj. derivace ¢') bez absolutni hodnoty. Ale meze a,b mohly byt
usporadany jako a > b.

\

Pak se pfehozenim mezi zménilo znaménko a to vlastné zméni ¢’ na |¢/|.

\




2. Pro funkce jedné proménné se uvedend formulace véty o zaméné proménnych v
integralu na prvni pohled 1isi od dfive uvedené véty o substituci.

\

Tam byl jacobian (tj. derivace ') bez absolutni hodnoty. Ale meze a,b mohly byt
usporadany jako a > 0.

\

Pak se prehozenim mezi zménilo znaménko a to vlastné zméni ¢’ na |¢'|.

\
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Konec poznamek 5.

Uvédomte si, Ze pokud zob-
razeni ¢ mélo v néjakém
bod€ derivaci zipornou a
navic vSude spojitou nenu-
lovou, byla derivace zaporna
vSude (nemohla se pres nulu
"prehoupnout"), a tedy zob-
razeni bylo klesajici a proto
a > 0.
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Priklady 5 :

1. Polarni souradnice. L o .
Zaména polarnich souradnic r, o za kartézské souradnice x,y je ddno vzorci x =

rcosa,y = rsi .

\




Priklady 5 :

1. Polarni souradnice. L o .
Zaména polarnich souradnic r, o za kartézské souradnice x,y je ddno vzorci x =

rcosa,y = rsi .

\

Spoctéte, ze jacobian J = 7.

\




Priklady 5 :

1. Polarni souradnice. o . _
Zameéna polarnich souradnic r, a za kartézské souradnice x,y je dano vzorci x =
T Ccosa, Yy = Tsin .

\

Spoctéte, ze jacobidn J = 7.

\

Toto zobrazeni je prosté pro r € (0,00) a pro « z libovolného otevieného intervalu
(a,a + 2m) a tedy v celé roviné kromé bodl uzaviené polopiimky vychazejici z pocatku
a svirajici s kladnym smérem osy z thel a.

\
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Priklady 5 :

1. Polarni souradnice. o . _
Zameéna polarnich souradnic r, a za kartézské souradnice x,y je dano vzorci x =
T Ccosa, Yy = Tsin .

\

Spoctéte, ze jacobidn J = 7.

\

Toto zobrazeni je prosté pro r € (0,00) a pro « z libovolného otevieného intervalu
(a,a + 2m) a tedy v celé roviné kromé bodl uzaviené polopiimky vychazejici z pocatku

a svirajici s kladnym smérem osy z thel a. LEKCE21-IVP
integral.interval
vlastnostil.int
‘ vlastnosti2.int
o . . o o . e v . . existence.int
Tato mnozina je mald ve smyslu, Ze zména hodnot funkce na této mnozin€ neovlivni Riemenn
. 4 111
hodnotu integrélu. integral.obec
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2. M se spocitat obsah mnoziny G = {(z,y); 2z < y* < 3z,1/y < x < 2/y}.
\




2. M se spocitat obsah mnoziny G = {(z,y); 2z < y* < 3z,1/y < x < 2/y}.
\

Uvedené nerovnosti davaji ndvod polozit u = zy, v = 3°/x.

\/




2. M se spocitat obsah mnoziny G = {(z,y); 2z < y* < 3z,1/y < x < 2/y}.
\

Uvedené nerovnosti davaji ndvod polozit u = zy, v = y°/x.

\

MnozZina G lezi v prvnim kvadrantu, ve kterém zfejmé existuji spojité parcidlni deri-
vace uvedenych zobrazeni.

\




2. M4 se spocitat obsah mnoziny G = {(z,y); 2z < y* < 3x,1/y < x < 2/y}.

Uvedené nerovnosti ddvaji navod poloZit u = xy, v = y*/x.

\

MnozZina G lezi v prvnim kvadrantu, ve kterém zfejmé existuji spojité parcidlni deri-
vace uvedenych zobrazeni.

\

Nyni vypoctéte z obou rovnosti z a y: * = /u?/v,y = Juv (obé nové proménné
jsou také kladné).

\
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2. M4 se spocitat obsah mnoziny G = {(z,y); 2z < y* < 3x,1/y < x < 2/y}.

Uvedené nerovnosti ddvaji navod poloZit u = xy, v = y*/x.

\

MnozZina G lezi v prvnim kvadrantu, ve kterém zfejmé existuji spojité parcidlni deri-
vace uvedenych zobrazeni.

\

Nyni vypoctéte z obou rovnosti z a y: * = /u?/v,y = Juv (obé nové proménné
jsou také kladné).

\

Vypocet byl jednoznaény, coz znamend, Zze dané zobrazeni je prosté a zobrazuje G na
interval u € (1,2),v € (2,3). Zbyvd spoéitat jacobidn: J = (3v) !, coZ je na vySetiované
mnoZiné nenulové.

\
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2. M4 se spocitat obsah mnoziny G = {(z,y); 2z < y* < 3x,1/y < x < 2/y}.

Uvedené nerovnosti ddvaji navod poloZit u = xy, v = y*/x.

\

MnozZina G lezi v prvnim kvadrantu, ve kterém zfejmé existuji spojité parcidlni deri-
vace uvedenych zobrazeni.

\

Nyni vypoctéte z obou rovnosti z a y: * = /u?/v,y = Juv (obé nové proménné
jsou také kladné).

\

Vypocet byl jednoznaény, coz znamend, Zze dané zobrazeni je prosté a zobrazuje G na
interval u € (1,2),v € (2,3). Zbyvd spoéitat jacobidn: J = (3v) !, coZ je na vySetiované
mnoZiné nenulové.

\

Pokud spoctete jacobidn inverzniho zobrazeni, dostanete hodnotu 3y°/z, coZ je 3v a
tedy prevracend hodnota prvniho jacobidnu. Tato situace plati obecné (viz Otdzky).

\/
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2. M4 se spocitat obsah mnoziny G = {(z,y); 2z < y* < 3x,1/y < x < 2/y}.

Uvedené nerovnosti ddvaji navod poloZit u = xy, v = y*/x.

\

MnozZina G lezi v prvnim kvadrantu, ve kterém zfejmé existuji spojité parcidlni deri-
vace uvedenych zobrazeni.

\

Nyni vypoctéte z obou rovnosti z a y: * = /u?/v,y = Juv (obé nové proménné
jsou také kladné).

\

Vypocet byl jednoznaény, coz znamend, Zze dané zobrazeni je prosté a zobrazuje G na
interval u € (1,2),v € (2,3). Zbyvd spoéitat jacobidn: J = (3v) !, coZ je na vySetiované
mnoZiné nenulové.

\

Pokud spoctete jacobidn inverzniho zobrazeni, dostanete hodnotu 3y°/z, coZ je 3v a
tedy prevracend hodnota prvniho jacobidnu. Tato situace plati obecné (viz Otdzky).

\/
Vysledny obsah je pak roven log(3/2)/3.
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3. Laplacetv integral L = fooo e~ dx Ize snadno spocitat pomoci Fubiniovy véty.

\




3. Laplacedv integrdl [ = [° e_’”?' dx Ize snadno spocitat pomoci Fubiniovy véty.
p g 0 p p y vety

\

Vzpomeiite si, Ze primitivni funkce k e~ nelze napsat znamymi funkcemi a ze tedy
tento integral nelze spocitat obvyklym zpiisobem.

\




3. Laplacedv integrdl [ = [° e"”?' dx Ize snadno spocitat pomoci Fubiniovy véty.
p g 0 p p y vety

\

Vzpomeiite si, Ze primitivni funkce k e~ nelze napsat znamymi funkcemi a ze tedy
tento integral nelze spocitat obvyklym zpiisobem.

\
T — / e dx/ eV’ dy = / eV dx dy,
0 0 K

Spoctéte
kde K je prvni kvadrant.

\




3. Laplacetv integral L = fooo e~ dx Ize snadno spocitat pomoci Fubiniovy véty.

\/

. .Y o 2 L. .
Vzpomerite si, Zze primitivni funkce k e™* nelze napsat znamymi funkcemi a ze tedy

tento integral nelze spocitat obvyklym zptisobem.

 /
%= / e dx / eV dy = / eV dxdy
0 0 K

Spoctéte
kde K je prvni kvadrant.

\

V poslednim integralu zaved’te polarni souradnice a dostanete integral

/2 00 )
/ da/ re " dr,
0 0

ktery snadno spoctete. Vysledkem bude I = /7 /2.
\
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3. Laplacetv integral L = fooo e~ dx Ize snadno spocitat pomoci Fubiniovy véty.

\/

. .Y o 2 L. .
Vzpomerite si, Zze primitivni funkce k e™* nelze napsat znamymi funkcemi a ze tedy

tento integral nelze spocitat obvyklym zptisobem.

 /
%= / e dx / eV dy = / eV dxdy
0 0 K

Spoctéte
kde K je prvni kvadrant.

\

V poslednim integralu zaved’te polarni souradnice a dostanete integral

/2 00 )
/ da/ re " dr,
0 0

ktery snadno spoctete. Vysledkem bude I = /7 /2.
\
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Konec prikladu 5.

To je pardada. Tenhle inte-
gral mne vzdy prijemné pre-
kvapi.
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Otazky 5 :

1. Upravte definici regularniho zobrazeni a vétu o substituci pro jednorozmérny pripad
a ukazte, Ze dostanete véty o substituci pro Newtonuyv integral.

\




Otazky 5 :

1. Upravte definici regularniho zobrazeni a vétu o substituci pro jednorozmérny piipad
a ukazte, Ze dostanete véty o substituci pro Newtontv integral.

\

A jaképak ma asi parci-
alni derivace identické zob-
razeni?
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Ted’ je trosku t€zsi tvrzend,
ale VELICE uzitecné.

2%, Dokazte nasledujici tvrzeni: Zobrazuji-li u = p(xz,y),v = Y (x,y) reguldrné ote-
virenou mnoZinu G na mnoZinu H a (g, h) je inverzni zobrazeni H — G, pak J(p, ) =
1/J(g, h), dosadi-li se do pravé strany za u, v jejich vyjddreni v x, 1.
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Ted’ je trosku t€zsi tvrzend,
ale VELICE uzitecné.

2%, Dokazte nasledujici tvrzeni: Zobrazuji-li u = p(xz,y),v = Y (x,y) reguldrné ote-
virenou mnoZinu G na mnoZinu H a (g, h) je inverzni zobrazeni H — G, pak J(p, ) =
1/J(g, h), dosadi-li se do pravé strany za u, v jejich vyjddreni v x, 1.
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Ted’ je trosku t€zsi tvrzend,
ale VELICE uzitecné.

2%, Dokazte nasledujici tvrzeni: Zobrazuji-li w = o(z,y),v = ¥(x,y) reguldrné ote-
virenou mnoZinu G na mnoZinu H a (g, h) je inverzni zobrazeni H — G, pak J(p, ) =
1/J(g, h), dosadi-li se do pravé strany za u, v jejich vyjddreni v x, 1.
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virenou mnoZinu G na mnoZinu H a (g, h) je inverzni zobrazeni H — G, pak J(p, ) =
1/J(g, h), dosadi-li se do pravé strany za u, v jejich vyjddreni v x, 1.
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Alespon jeden ten jacobidn
se ale musi nc€kde najit,
neni-liz pravda.
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Konec otazek 5.

Alespon jeden ten jacobidn
se ale musi nc€kde najit,
neni-liz pravda.

Ano. Mimochodem, diky

nasim definicim se R? chova
jako hmota a substituce

tomu rozumi. To je hezké.
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CviCeni 5 :

Ne vSechno jde dobre fezat.




Cviceni 5 :

Ne vSechno jde dobfe fezat.

Napriklad kokosovy orech
je zaludna potvora.
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Kdyz se na kokosovy orech
podivaS kouzelnymi bry-
lemi, je hranaty a dobfe se
feze.
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Kdyz se na kokosovy orech
podivaS kouzelnymi bry-
lemi, je hranaty a dobfe se
feze.

Misto kouzelnych bryli staci

tu mnozinu transformovat
na hez¢i mnoZinu pomoci

substituce.
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Substituce je zakladem
mnohych kouzel ...
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Substituce je zakladem
mnohych kouzel ...

Naptiklad substituce y
1/z transformuje nas x-ovy
dvorek [0,1] na y-ovy lan
1, +00].

Nl
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Substituce je zakladem
mnohych kouzel ...

Naptiklad substituce y
1/z transformuje nas x-ovy
dvorek [0,1] na y-ovy lan
1, +00].

Nl

A to se u nekoneCna jeSté
musi premyslet.
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Substituce je nejcastéji po-
uzivana na kulaté véci jako
ofech, ten se pretransfor-
muje na kvadr a ten se dobte
feze.
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Substituce je nejcastéji po-
uzivana na kulaté véci jako
ofech, ten se pretransfor-
muje na kvadr a ten se dobte
feze.

Zkusime dvojrozmérny
orech.
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Ofech v roviné je napitklad H = {(z,y) : 2° +¢*> < 1}.

\




Ofech v roviné je napitklad H = {(z,y) : 2° +¢*> < 1}.
¥

Zameéna polarnich souradnic r, o za kartézské souradnice x, y dand vzorci

T =Tcosq,y =Trsinao

s jacobidnem J = r nam dovoli (SUBSTITUCE) napsat ofech takto G = {(r,«) : 0 <
r<1,0<a<2r}.

—p




Polarni ofech je hranaty a
bude se dobre rezat.

(0

ANO

LEKCE21-IVP
integral.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
regularni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Polérni soufadnice jako zobrazeni jsou prosté pro r € (0,00) a pro « z libovolného
otevieného intervalu (0, 27) a tedy v celé rovin€ kromé bodd uzaviené polopiimky vy-
chazejici z pocatku a svirajici s kladnym smérem osy x uhel 0.

\




Polérni soufadnice jako zobrazeni jsou prosté pro r € (0,00) a pro « z libovolného
otevieného intervalu (0, 27) a tedy v celé rovin€ kromé bodd uzaviené polopiimky vy-
chazejici z pocatku a svirajici s kladnym smérem osy x uhel 0.

\

Podle véty o substituci bude platit pro rovinnou velikost ofechu (integrujeme f(z,y) =

1)
/ e ) sl = / ol @i || o do,
H @




Polérni soufadnice jako zobrazeni jsou prosté pro r € (0,00) a pro « z libovolného
otevieného intervalu (0, 27) a tedy v celé rovin€ kromé bodd uzaviené polopiimky vy-
chazejici z pocatku a svirajici s kladnym smérem osy x uhel 0.

\
Podle véty o substituci bude platit pro rovinnou velikost ofechu (integrujeme f(z,y) =
1)
| tepaxdy = [ fer.0), vl )l e, )] du do.
\
tedy

/1dxdy:/7" du dv.
H G




Polérni soutadnice jako zobrazeni jsou prosté pro r € (0,00) a pro « z libovolného
otevieného intervalu (0, 27) a tedy v celé roviné kromé bodu uzaviené polopiimky vy-
chazejici z pocatku a svirajici s kladnym smérem osy x thel 0.

\

Podle véty o substituci bude platit pro rovinnou velikost ofechu (integrujeme f(z,y) =

1)
/H f(z,y) dxdy = / Flo(r, @), (r, a)) T, )| du dv,
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Podobné se transformuji
takzvané "koko-bello".

A
- oA
0= = o
2 o
LEKCE21-IVP
integral.interval
vlastnostil.int
X _ vlastnosti2.int
o= 0} > existence.int
7 b @ % Riemann

Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
regularni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



N | a

Podobné se transformuji
takzvané "koko-bello".

Radéji bych opravdu tezal
hranaty ofech, ale nevim,
jak bude chutnat ten hra-
naty.
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Mimochodem, né¢jaké body
ofechu zmizely (pro o = 0),
coz nevadi.
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Mimochodem, né¢jaké body
ofechu zmizely (pro o = 0),
coz nevadi.

Existuji 1 jednodussi substi-
tuce. Napriklad u = y, v =
x. Hodi se na néco?
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1 2
/ / 1 dy | dx
0 0

Mimochodem, né¢jaké body
ofechu zmizely (pro o = 0),
coz nevadi.

Existuji 1 jednodussi substi-
tuce. Napriklad u = y, v =
x. Hodi se na néco?

2 1
/1dxdy:/1|1\ du dv :/ / 1 dv | du.
H G 0 \Jo
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Prohozeni.




Prohozeni.

Prohozeni. Jednou mne pro-
hozeni bolelo.
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Piiklad. Vypoditejte integral funkce f(z,y) = °+y* namnoziné M = {z*+y* < 1}.

\




Piiklad. Vypoditejte integral funkce f(z,y) = °+y* namnoziné M = {z*+y* < 1}.

'

Reseni. Pro vypocet zvolime polarni souradnice. Provedeme tedy substituci

T =TCOSp, Y =Tsiny.




Piiklad. Vypoditejte integral funkce f(z,y) = °+y* namnoziné M = {z*+y* < 1}.

'

Reseni. Pro vypocet zvolime polarni souradnice. Provedeme tedy substituci

T =TCOSp, Y =Tsiny.

\

Jak snadno zjistime, vzorem mnoziny M je mnoZina

{(7‘, p): T < (COS4s0+Sin4go)_flf, NS (—7r,7r)}.




Piiklad. Vypoditejte integral funkce f(z,y) = °+y* namnoziné M = {z*+y* < 1}.

'

Reseni. Pro vypocet zvolime polarni souradnice. Provedeme tedy substituci

T =TCOSp, Y =Tsiny.

\

Jak snadno zjistime, vzorem mnoziny M je mnoZina

{(7“, p): T < (COS4g0+sin4go)_flf, NS (—7r,7r)}.

Jsem HAPPY !!!




Plati tedy

T (cos* p+sin cp)_éll
/ (z° + ) de dy = / dw/ rr dr
M —if 0

V2

1 T
= Z/ (cos4ga—|—sin4gp)_1d<,0= cee = 777.




Plati tedy

s (GOt ot
/ <$2 - yQ) dr dy = / dS@/ r2r dr
M - ;

L[, / 2
:E/ (cosj‘go—i—sinj‘go)1d90:---:£7r.

~ 2

A co kdyby ti Mikulas s Cer-
tem prinesli substituci x =

T4/COS(, Y = T4/SIn?
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Plati tedy

1
™ (cos? p+sint p) 74
/ (2" + y°) dz dy = / ng/ rr dr
M o ;

1 [" ) ) 2
— E/ (cos*p +sin*p) ldp=... = £7T.

~ 2

A co kdyby ti Mikulas s Cer-
tem prinesli substituci x =

T4/COS(, Y = T4/SIn?

Jsem HAPPIER !!!
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Problém byva s tim, jak na-
jit pri dané substituci ob-
raz mnoziny. Zpravidla staci
vzorecek, kterym je mno-
Zina definovdna pro (z,y)
pifepsat pomoci substituc-
nich vzoreckd.
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Problém byva s tim, jak na-
jit pri dané substituci ob-
raz mnoziny. Zpravidla staci
vzorecek, kterym je mno-
Zina definovdna pro (z,y)
pifepsat pomoci substituc-
nich vzoreckd.

A to samé je pri celém in-
tegrovani. PrepiSe se podle
substituce mnozina, funkce
1 ta tajuplnd drdy =
|J| du dv. Tedy substituce z
jedné vody nacisto.
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"Vypoditejte integral funkce = + y na mnoziné {1 <z +y <2, 3<x —y < 4}"

\




"Vypoditejte integral funkce = + y na mnoziné {1 <z +y <2, 3<x —y < 4}"

\

se po substituci x + y = u, r — y = v tvari

\




"Vypoditejte integral funkce = + y na mnoziné {1 <z +y <2, 3<x —y < 4}"

\
se po substituci x + y = u, r — y = v tvari
\
"Vypoditejte integral funkce « - |.J| na mnoziné {1 < u < 2, 3 < v < 4}, kde J je
determinant ; ;
@(u + U) @(’U/ o U) K
5o (u+v) 5(u—v)




"Vypoditejte integral funkce = + y na mnoziné {1 <z +y <2, 3<x —y < 4}"

\

se po substituci r + y = u, * — y = v tvari

\/

"Vypocitejte integral funkce v - |JJ| na mnoziné {1 < u < 2, 3 < v < 4}, kde J je
determinant

0 0
@(U‘i‘?}) @(U—U) ”
5 (u+v) 5-(u—"v)
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Pokud bych uhodl substituci
vetvaruxr = u+ v,y = u —
v, byl bych vysmatej. Jenom
bych to prepsal.
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Pokud bych uhodl substituci
vetvaruxr = u+ v,y = u —
v, byl bych vysmatej. Jenom
bych to prepsal.

Ja jsem taky vysmata.
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Konec cviceni 5.




TROJROZMERNE INTEGRALY




TROJROZMERNE INTEGRALY

Teorie trojrozmérného inte-
gralu je obdobna teorii dvoj-
rozmérného integrdlu a v
mnoha pripadech je zména
jen formdlni.
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TROJROZMERNE INTEGRALY

Teorie trojrozmérného inte-
gralu je obdobna teorii dvoj-
rozmérného integrdlu a v
mnoha pripadech je zména
jen formdlni.
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Trojrozmérny integral se prevede na sled jednorozmérného a dvojrozmérného (a tedy s D
\ ! v yd . ,10 existence.in
tif jednorozmérnych integralt) vzorcem Riemann
Fubini

b integral.obec
vlastnostil.obec
/ f(l', Yy, Z) dx dy dz = / ( / f(l', Y, Z) dy dz) dX) vlastnosti2.obec
interval-obec
G g H existence.obec
. . e, . . v . . .- Fubini.obec
kde (a, b) je interval obsahujici projekci mnoziny G na osu x a H je projekce mnoziny regulini 70br
. substituce
G dO I OVlny Y=. integral v prostoru
integral
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TROJROZMERNE INTEGRALY

\
Teorie trojrozmérného inte-
gralu je obdobna teorii dvoj-
rozmérného integrdlu a v
mnoha pripadech je zména
jen formdlni.

\

Trojrozmérny integral se prevede na sled jednorozmérného a dvojrozmérného (a tedy
tii jednorozmérnych integralli) vzorcem

/Gf(x,y,z)dxdde—/ab(/Hf(a:,y,z)dydz) e

kde (a, b) je interval obsahujici projekci mnoziny G na osu x a H je projekce mnoziny

GG do roviny yz.
\

Pro pouziti predchozi Casti je tfeba poZzadovat, aby H byla typu a nebo konecné sjed-
noceni takovych neprekryvajicich se mnozin a projekce GG do osy z byl interval nebo
konec¢né sjednoceni intervalli. Tyto mnoZiny se mohou také nazyvat typu a (nebo jsou
to sjednoceni koneCné mnoha neprekryvajicich se mnozin typu a).
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Podivejte se nyni po tfadé¢
na tvrzeni pro dvojrozmérné
integraly:
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\

Podivejte se nyni po tfadé¢
na tvrzeni pro dvojrozmérné
integraly:

Pozorovani a zakladni vlastnosti jsou stejné.

\/
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Podivejte se nyni po tfadé¢
na tvrzeni pro dvojrozmérné
integraly:

\

Pozorovani a zakladni vlastnosti jsou stejné.

\/

Véta o rozdéleni otevienych mnoZin na intervaly je stejna.

\

LEKCE21-IVP
integral.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
regularni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Podivejte se nyni po tfadé¢
na tvrzeni pro dvojrozmérné
integraly:

\

Pozorovani a zakladni vlastnosti jsou stejné.

\

Véta o rozdéleni otevienych mnoZin na intervaly je stejna.

\

Stejny je i popis integrdlu pomoci souctu integralii pres néjaké rozdéleni na intervaly.

\
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Podivejte se nyni po tfadé¢
na tvrzeni pro dvojrozmérné
integraly:

\

Pozorovani a zakladni vlastnosti jsou stejné.

\

Véta o rozdéleni otevienych mnoZin na intervaly je stejna.

\

Stejny je i popis integrdlu pomoci souctu integralii pres néjaké rozdéleni na intervaly.

\

Stejné jsou 1 vety o existenci.
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Fubiniova véta plati 1 pro
trojrozmeérné integraly:




\

Trojrozmeérny integrdl spojité absolutné integrovatelné funkce lze pocitat v jakémkoli

poradi souradnic.

\

Fubiniova véta plati 1 pro
trojrozmeérné integraly:
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Fubiniova véta plati 1 pro
trojrozmeérné integraly:

\

Trojrozmeérny integrdl spojité absolutné integrovatelné funkce lze pocitat v jakémkoli
poradi souradnic.

‘ LEKCE21-IVP
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vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini

integral.obec
vlastnostil.obec

Moznosti téchto pof‘adi je vlastnosti2.obec

interval-obec

Sest a je asi zbyteCn€ je tu existence.obec

v . s Fubini.obec
VSCChny VYPISOVat. Prosim. reguldrni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
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Tvrzeni o zamén€ souradnic
za jin€ se také zmeni jen for-
malné.
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Tvrzeni o zamén€ souradnic
za jin€ se také zmeni jen for-
malné.

Nejdrive se zadefinuje regu-
larni zobrazeni prostoru do
sebe:
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Necht’ jsou na oteviené mnoziné G definovany funkce u = ¢(x,y, 2),v = ¥(x,y, z), w =

T/x,y, 2), které maji nasledujici vlastnosti:
1. Funkce ¢, ¥, 7 maji spojité parcidlni derivace na G.
2. Determinant

dp OY Ot
Ju gy 9

v
ow Ow Ow

je v kazdém bodé GG nenulovy.
3. Funkce ® = (p,%,7) : G — R? je prosta.

Pak se zobrazeni ® nazyva regularni a zobrazuje GG na otevienou mnozinu. Uvedeny

determinant je Jacobiho determinant nebo Jacobidn a znadi se J(, ¥, 7).

—

LEKCE21-1VP
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Plati tvrzeni

VETA. Necht (p,1, 7) je reguldrni zobrazeni na oteviené mnoziné G a f je spojité
zobrazeni na GG. Potom (H je obraz )

/ flz,y, z) dxdy dz = / Flp(u, v, w), Plu, v, w))|J (@, ¥, 7)| du dv dw,
H G

jestlize ma jedna strana smysl.

\




Plati tvrzeni

VETA. Necht (p,1, 7) je reguldrni zobrazeni na oteviené mnoziné G a f je spojité
zobrazeni na GG. Potom (H je obraz )

/ flz,y, z) dxdy dz = / Flp(u, v, w), Plu, v, w))|J (@, ¥, 7)| du dv dw,
H G

jestlize ma jedna strana smysl.

\

TO jsem byl ja. Byla to
skvostna chvilka :-)




Priklady 6 :

1. Urcete piislusné meze v jednotlivych jednorozmérnych integralech pro | o /> kde
G={(z,y,2);2>0,y >0,2>0,z+y+ 2z < 3}.

\




Priklady 6 :

1. Urcete piislusné meze v jednotlivych jednorozmérnych integralech pro | o /> kde
G={(z,y,2);2>0,y >0,2>0,z+y+ 2z < 3}.

\

Zieméje < 2 <3 —2—y,0<y<3—2,0<z <3, takze vysledkem je

3 3—x 3—zT—y
/ / / flz,y, z)dzdy dx.
0 0 0




2. Cylindrické (valcové) souradnice jsou vlastné polarni soufadnice pro dvé pro-
ménné s nezménénou zbyvajici proménnou:

r=rcosa, Yy=rsina, z==z.




2. Cylindrické (valcové) souradnice jsou vlastné polarni souradnice pro dvé pro-
ménné s nezménénou zbyvajici proménnou:

r=rcosa, Yy=rsina, z=2z.

\/

Snadno se zjisti, Ze jacobidn je opét roven r jako u polarnich soufadnic a Ze toto
zobrazeni je prosté pror > 0, € (a,a + 27), z € R, kde a je n&jaké libovolné redlné
Cislo.

\
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2. Cylindrické (valcové) souradnice jsou vlastné polarni souradnice pro dvé pro-
ménné s nezménénou zbyvajici proménnou:

r=rcosa, Yy=rsina, z=2z.

\/

Snadno se zjisti, Ze jacobidn je opét roven r jako u polarnich soufadnic a Ze toto
zobrazeni je prosté pror > 0, € (a,a + 27), z € R, kde a je n&jaké libovolné redlné
Cislo.

\

Tuto mnoZinu zobrazuje na celé R? kromé jedné poloroviny (podobné jako jedna po-
lopfimka u polarniho zobrazeni).

=)
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M3 se spocitat integral

2 V2z—212  pa
/ / / 2/ 2?2 + y? dxdy dx.
0 Jo 0

Zavedenim valcovych soufadnic se dostanou meze z € (0,a),r € (0,2cosa),a €

(0,7/2) a integral
a /2 p2cosa
/ / / zr? dr dadz = 8a*/9.
0 Jo 0




3. Sférické souradnice jsou obdobou polarnich soufadnic o jednu dimenzi vyse. Bod
(z,y, z) se promitne do roviny zy na bod (z’,y). Opét se oznadi r (resp. r’) vzdéle-
nost bodu (x,y, z) (resp. (z',4')) od pocatku a dédle (3 uhel, ktery svird spojnice bodu
(z,y, z) s pocatkem s rovinou zy (tento uhel se bere v intervalu [—7 /2, 7/2]). Potom
' = r' cosa,y’ = r'sin «, kde « je stejny thel jako u polarnich soufadnic. Vyjadienim
r’ pomoci r a 3 se dostane

r=rcosacosfS, y=rsinacosfB, z=rsinf,
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3. Sférické souradnice jsou obdobou polarnich soufadnic o jednu dimenzi vyse. Bod
(z,y, z) se promitne do roviny zy na bod (z’,y). Opét se oznadi r (resp. r’) vzdéle-
nost bodu (x,y, z) (resp. (z',4')) od pocatku a dédle (3 uhel, ktery svird spojnice bodu
(z,y, z) s pocatkem s rovinou zy (tento uhel se bere v intervalu [—7 /2, 7/2]). Potom
' = r' cosa,y’ = r'sin «, kde « je stejny thel jako u polarnich soufadnic. Vyjadienim
r’ pomoci r a 3 se dostane

r=rcosacosfS, y=rsinacosfB, z=rsinf,

\

Spodtéte jacobian a dostanete —72 cos 3.

\/
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3. Sférické souradnice jsou obdobou polarnich soufadnic o jednu dimenzi vyse. Bod
(z,y, z) se promitne do roviny zy na bod (z’,y). Opét se oznadi r (resp. r’) vzdéle-
nost bodu (x,y, z) (resp. (z',4')) od pocatku a dédle (3 uhel, ktery svird spojnice bodu
(z,y, z) s pocatkem s rovinou zy (tento uhel se bere v intervalu [—7 /2, 7/2]). Potom
' = r' cosa,y’ = r'sin «, kde « je stejny thel jako u polarnich soufadnic. Vyjadienim
r’ pomoci r a 3 se dostane

r=rcosacosfS, y=rsinacosfB, z=rsinf,

\

Spodtéte jacobian a dostanete —72 cos 3.

\/

Sférické zobrazeni tedy bude regularni napf. na mnoziné r > 0,a € (0,27),5 €
(—m/2,7/2) a zobrazi tuto mnozinu na cely prostor kromé uzaviené poloroviny uréené
osou 2 a kladnou osou z. Tato mnozina je opét mald vzhledem k integraci a zmény
funkce na ni neovlivni vysledek integrace.

-
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Lze opét ménit vhodné intervaly tihlu « a tak otacCet polorovinu kolem osy z.

\




Lze opét ménit vhodné intervaly thlu « a tak otaCet polorovinu kolem osy z.

\

Spoctéte objem elipsoidu daného vztahem 2 /a® + 4% /b* + 2?/c* < 1 pro a, b, ¢ > 0.

Pouzijte modifikované sférické souradnice x = arcosacosfB,y = brsinacosf,z =
7 sin 3, takZe jacobidn bude roven r2abc cos 3 (spo&téte ho). Dostanete integral pies inter-

val, ktery se da napsat jako soucin tif jednorozmérnych integralti s vysledkem 4mabc/3.

—p
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Stérické souradnice odpo-
vidaji zemépisnym (severni
Sitka, zapadni délka).
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Konec ptikladu 6.

Stérické souradnice odpo-
vidaji zemépisnym (severni
Sitka, zapadni délka).

To teda pouzijeme GPS a
globus.
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Otazky 6 :

1. Dokazte ptislusnd tvrzeni obdobnd dokdzanym tvrzenim pro dvojrozmérny integral.

\




Otazky 6 :

1. Dokazte ptislusnd tvrzeni obdobnd dokdzanym tvrzenim pro dvojrozmérny integral.

\

2. Napiste alespon jednu rovnost pro zdménu poradi integrace v trojrozmérném inte-
grilu.

Konec otazek 6.




Cviceni 6 :

Uvédomte si, Ze substituce
je vlastné jiny zpusob para-
metrizace.
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Cviceni 6 :

Uvédomte si, Ze substituce
je vlastné jiny zpusob para-
metrizace.

Mame svét parametrq,
jakych-si pomocnych pro-
ménnych, které pomoci
zobrazeni popisuji puvodm
svét. To je tedy jista de-
formace své€ta parametrq.
Jeji lokalni expanze je
korigovana tim Jacobidnem.
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Cviceni 6 :

Uvédomte si, Ze substituce
je vlastné jiny zpusob para-
metrizace.

Mame svét parametrq,
jakych-si pomocnych pro-
ménnych, které pomoci
zobrazeni popisuji puvodm
svét. To je tedy jista de-
formace své€ta parametrq.
Jeji lokalni expanze je
korigovana tim Jacobidnem.
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Tedy substituce je zobra-
zeni, pomoci néhoz je naSe
mnozina zad4na v "parame-
trickém tvaru". O.K.
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Tedy substituce je zobra-
zeni, pomoci néhoz je naSe
mnozina zad4na v "parame-
trickém tvaru". O.K.

ANO.
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Konec cviceni 6.







‘ STANDARDY z kapitoly \

INTEGRALY FUNKCI VICE PROMENNYCH
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‘ STANDARDY z kapitoly \

INTEGRALY FUNKCI VICE PROMENNYCH

Zéakladem integrace funkci
vice proménnych je inte-
grace pres rezy.
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DEFINICE. Necht je ddna funkce f(x,y) definovana na intervalu I = (a,b) X (¢,d) v
roving. Pak se definuje integral funkce dvou proménnych f na [ jako

[ o= ([ separ)as,

pokud m4 prava strana smysl.

\
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DEFINICE. Necht je ddna funkce f(x,y) definovana na intervalu I = (a,b) X (¢,d) v
roving. Pak se definuje integral funkce dvou proménnych f na [ jako

[ o= ([ separ)as,

pokud m4 prava strana smysl.

\

Jestlize [, f je konecny, ¥ikd se, Ze [, f konverguje.
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Jo, a cel€ to je linearni, adi-
tivni a jde to pocitat po hra-
natych kouscich.
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Jo, a cel€ to je linearni, adi-
tivni a jde to pocitat po hra-
natych kouscich.

y,=d
J
J 1 5
Bz
e 4,
X=a X4 Xy x3=b
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Jo, a cel€ to je linearni, adi-
tivni a jde to pocitat po hra-
natych kouscich.

y,=d
J
J 1 5
Bz
e 4,
X=a X4 Xy x3=b
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Jo, a ty integrdly jsou
Newtonovy (nebo Rieman-
novy, pripadn€ J-integral,
K-integral ¢i L-integral).
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Integral z x + y na intervalu I = (1,3) x (2,5) se pocitd podle definice

/I(x+y)dxdy:/13(/25(a:+y)dy) dx = ...




Existence integralu




Existence integralu

Klicova v¢éta je tahle:
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Existence integralu

Klicova v¢éta je tahle:

\

VETA. Je-li f spojitd omezend funkce na omezeném intervalu 7, pak [ ; | konverguje.

—p
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Ted” pozor: na neomeze-
nych intervalech nebo u ne-
omezenych funkci se hraje
na majoranty !!!
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Ted” pozor: na neomeze-
nych intervalech nebo u ne-
omezenych funkci se hraje
na majoranty !!!

\

VETA. Je-li f spojitd funkce na intervalu / a 0 < f < g na I, pak [ ;| konverguje,
jakmile [, g konverguje.
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Geometricky pristup




Geometricky pristup

Uvaha o tani ledu: integral
je roven objemu hranolu s
vySkou rovnou hodnoté v
jednom bodé (nevi se ve kte-
rém).
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\

Necht’ [ je nyni kompaktni interval [a, b] X [c, d] a funkce f je spojitd na .

\

Geometricky pristup

Uvaha o tani ledu: integral
je roven objemu hranolu s
vySkou rovnou hodnoté v
jednom bodé (nevi se ve kte-
rém).
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\

Necht’ [ je nyni kompaktni interval [a, b] X [c, d] a funkce f je spojitd na .

\

Pro kazdé x € [a, b] existuje y, € (c, d) tak, Ze [ f(z,y)dy = f(z,y.)(d — ¢).

\

Geometricky pristup

Uvaha o tani ledu: integral
je roven objemu hranolu s
vySkou rovnou hodnoté v
jednom bodé (nevi se ve kte-
rém).
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\

Necht’ [ je nyni kompaktni interval [a, b] X [c, d] a funkce f je spojitd na .

\

Pro kazdé x € [a, b] existuje y, € (c, d) tak, Ze [ f(z,y)dy = f(z,y.)(d — ¢).

\

Posledni soucin je spojitd funkce z a [, f = (d — ¢) fab f(z,y,)dx.

\

Geometricky pristup

Uvaha o tani ledu: integral
je roven objemu hranolu s
vySkou rovnou hodnoté v
jednom bodé (nevi se ve kte-
rém).
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Geometricky pristup

Uvaha o tani ledu: integral
je roven objemu hranolu s
vySkou rovnou hodnoté v
jednom bodé (nevi se ve kte-
rém).

\

Necht’ [ je nyni kompaktni interval [a, b] X [c, d] a funkce f je spojitd na .

\

Pro kazdé x € [a, b] existuje y, € (c, d) tak, Ze [ f(z,y)dy = f(z,y.)(d — ¢).

\
Posledni soucin je spojitd funkce z a [, f = (d — ¢) fab f(z,y,)dx.

\
Tedy existuje p € (a,b) tak, Ze [, f = (d —c)(b— a) f(p, yp)-
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Uvaha o tani ledu funguje:




Uvaha o tani ledu funguje:

\

VETA. Je-li f spojitd funkce na kompaktnim intervalu I = [a,b] x [¢, d], pak existuje
bod (p, q) lezici uvnitt [ tak, ze [, f = f(p, ¢)(d — ¢)(b — a).

=)




Predchozi uvaha provedena
na malych obdélniCcich
dava rovnost mezi dvoj-
rozmérnym  Newtonovym
integralem a  dvojroz-
mérnym Riemannovym
integralem  (pro  spojité
funkce na kompaktnich
intervalech).
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Fubiniova veéta




Fubiniova véta

Nésledujici véta rikd, ze pro
spojité funkce lze prohodit
poradi integrace dxdy =
dy dx.
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\

VETA. (Fubini) Necht funkce f(z, y) je spojitd na intervalu I = [a, b] x [c, d]. Potom

b d d b
/ </ f(z,y) dy) dx :/ < flz,y) (‘1X> dy,

jakmile ma jedna strana smysl.

Fubiniova véta

Nésledujici véta rikd, ze pro
spojité funkce lze prohodit
poradi integrace dxdy =
dy dx.
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Dokazuje se pomoci pred-
chozi tvahy 1 Riemannové
interpretaci dvojrozmérného
integralu.
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Tato dulezitd véta znamend,
Ze neni tfeba hlidat poradi

integrace a je mozné vyu-
zit vhodnéjsiho poradi. Kla-
sicky je tento priklad:

Funkce f je definovanana [ = (0,1) x (0, 1) predpisem

0, proy > x;
flz,y) = 9L proy < .
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Tato dulezitd véta znamend,
Ze neni tfeba hlidat poradi

integrace a je mozné vyu-
zit vhodnéjsiho poradi. Kla-
sicky je tento priklad:

Funkce f je definovanana [ = (0,1) x (0, 1) predpisem

0, proy > x;
flz,y) = { 9L proy < .

0

\

Jde spoditat jen jednim smérem: fol f(z,y)dy =sinzatedy [, f =1— cos(1).

—p
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Nékdy je v jednorozmér-
ném integrandu vidét, zZe
vznikl jako vnitfni integral
v dvojrozmérném integralu.
Pak si napiSeme jak to vy-
padalo pred tim zintegrova-
nim, prehodime poradi inte-
grace (kdyz to jde) a zku-
sime spocitat . ..
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\

Takto integral

lze spocitat pomoci Fubiniovy véty, pokud si v§imnete, Ze pro x € (0, 1) je =

fab 2¥log x dy.
\

Nékdy je v jednorozmér-
ném integrandu vidét, zZe
vznikl jako vnitfni integral
v dvojrozmérném integralu.
Pak si napiSeme jak to vy-
padalo pred tim zintegrova-
nim, prehodime poradi inte-
grace (kdyz to jde) a zku-
sime spocitat . ..

1,06 a
/ T -z
0 logzx
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Nekdy je v ]ednorozmer—
ném integrandu videt, Ze
vznikl jako vnitini 1ntegral
v dvojrozmérném integralu.
Pak si napiSeme jak to vy-
padalo pred tim zintegrova-
nim, prehodime poradi inte-
grace (kdyz to jde) a zku-
sime spocitat . ..

Takto integral

fab 2¥log x dy.

1,06 a
/ T -z
0 logzx

lze spocitat pomoci Fubiniovy véty, pokud si v§imnete, Ze pro x € (0, 1) je =

/Ol(beydy)dx:/a (/ ) iy — /y+1
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Priklad. Uvazujte funkci
22 —
f(z,y) = @+ 27

definovanou na intervalu (0, 1) x (0, 1). Integrujte f nejprve podle proménné x a potom
podle proménné y.

\/
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Priklad. Uvazujte funkci
22 —
f(z,y) = @+ 27

definovanou na intervalu (0, 1) x (0, 1). Integrujte f nejprve podle proménné x a potom
podle proménné y.

/1 /1 223'2 . y2 d d /1 /1 a 1 i ; /1 1 i
o oy U Yy = L Yy=— T 5 4y =
2 2)\2 2 2 2
o \Jo (2+97) o \Jo Or \z°+y o 14y
T
= —(arctan(1) — arctan(0)) = ——. LEKCE21-IVP
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Priklad. Uvazujte funkci
22 —
f(z,y) = @+ 27

definovanou na intervalu (0, 1) x (0, 1). Integrujte f nejprve podle proménné x a potom
podle proménné y.

Lyl g2 L/ rl g _ L
) v = el\e) 4 dv=—| 754 =
o \Jo (2+97) 0 \Jo 0T \Z"+Yy 0 LTY
s
= —(arctan(1) — arctan(0)) = ——. LEKCE21-IVP
4 integral.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
‘ Riemann
L. . . . v v L . . v . Fubini
Nyni integrujme stejnou funkci ale v opacném poradi, tj. nejprve podle proménné y a  integral.obec
vlastnostil.obec

potom podle proménné . Ty

interval-obec

1 1 2 2 1 1 1 existence.obec
r- =Yy 8 Yy 1 Fubini.obec
— “ d dr = d dr = dr = reguldrni zobr
/0 (/0 (22 + y?)? y) /0 (/0 Iy (wz + y2> y) /0 1+ 2 Fubsituce

T integral v prostoru
. . integral
= (arctan(1l) — arctan(0)) = T STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
* Otéazky
Cviceni

Uceni



Predchozi priklad ukazal, ze
ncékdy na poradi integrace
zalezi. POZOR!!!
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INTEGRACE NA OBECNYCH MNOZINACH




INTEGRACE NA OBECNYCH MNOZINACH

Integraci rozSifime z inter-
vali na obecnéjSi mnozZiny.
Zacneme s témi, které maji
primét na osu x jeden in-
terval a jeho bodim odpovi-
daji fezy intervaly. Budeme
témto mnoZinam fikat mno-
Ziny typu a.
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INTEGRACE NA OBECNYCH MNOZINACH

Integraci rozSifime z inter-
vali na obecnéjSi mnozZiny.
Zacneme s témi, které maji
primét na osu x jeden in-
terval a jeho bodim odpovi-
daji fezy intervaly. Budeme
témto mnoZinam fikat mno-
Ziny typu a.

\

Polooteviend mnoZina G v roviné je typu a, jestliZe jeji projekce na osu x ]e interval

(oznaci se Gx) a pro kazdé p € Gx je prunik (s kolmici na osu v bodg p opéet interval
(oznaci se G)).
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A nyni roz$itfime definici in-
tegralu na mnoZziny typu c.
Integrovat se bude pres pri-
mét a v ném pres rezy:

DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na polooteviené mnoziné G C R? typu a.
Pak se definuje dvojrozmérny integrdl funkce f pfes mnoZinu GG rovnosti

[swnaxas= [ ([ sepa)as,

integral.interval
vlastnostil.int

existuje-li prava strana. Viastosti int
Riemann
Fubini
integral.obec
‘ vlastnostil.obec
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A nyni roz$itfime definici in-
tegralu na mnoZziny typu c.
Integrovat se bude pres pri-
mét a v ném pres rezy:

DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na polooteviené mnoziné G C R? typu a.

Pak se definuje dvojrozmérny integrdl funkce f pfes mnoZinu GG rovnosti

[swnaxas= [ ([ sepa)as,

existuje-li prava strana.

\

Jestlize [, f je koneCny, fikd se, Ze [ f konverguje.
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Existence integralu




Existence integralu

Pro omezenou spojitou na
omezeném intervalu je vse
v poradku. Ten vzorecek je
klicovy.
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\

VETA. Necht’ ¢ < 1) jsou spojité funkce na omezeném intervalu (a,b) a G = {(z,y);x €
(a,0), p(z) <y < ¥(x)}. Pak [, f konverguje pro kazZdou omezenou a spojitou funkci

na GG a plati

Existence integralu

Pro omezenou spojitou na
omezeném intervalu je vse
v poradku. Ten vzorecek je
klicovy.

W(

x)
b
paxdy= [ [ s ayax.
G @ o
e
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Fubiniova veéta




Fubiniova véta

\

V nésledujicim tvrzeni se predpokladd, Ze mnoZina G typu « je stejného typu i vzhle-
dem k ose y: projekce GG na osu y je interval Gy a praseciky mnoZiny GG s kolmicemi na
osu y v bodech jsou intervaly G,

\
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Fubiniova véta

\

V nésledujicim tvrzeni se predpokladd, Ze mnoZina G typu « je stejného typu i vzhle-
dem k ose y: projekce GG na osu y je interval Gy a praseciky mnoZiny GG s kolmicemi na
osu y v bodech jsou intervaly G,,.

\

VETA. (Fubini) Necht G je mnoZina typu « vzhledem k osdm z i y. Je-li f spojitd na
(G a absolutné integrovatelnd, pak

/ < f(z,y) d}') dx = / < f(z,y) dx) dy
b GX —'V.r . (r’y . O!/

jakmile [, f konverguje.

\
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Fubiniova véta

\

V nésledujicim tvrzeni se predpokladd, Ze mnoZina G typu « je stejného typu i vzhle-
dem k ose y: projekce GG na osu y je interval Gy a praseciky mnoZiny GG s kolmicemi na
osu y v bodech jsou intervaly G,,.

\

VETA. (Fubini) Necht G je mnoZina typu « vzhledem k osdm z i y. Je-li f spojitd na
(G a absolutné integrovatelnd, pak

/ < f(z,y) d}') dx = / < f(z,y) dx) dy
b GX —'V.r . (r’y . O!/

jakmile [, f konverguje.

\

Tak to je rozumné. Pokud

tam neni zaruCena ta ab-
solutni integrovatelnost, tak

by to nemuselo vyjit (viz o
velky kus vysSe).
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SUBSTITUCE




SUBSTITUCE

Substituce u dvou promén-
nych pouzivd regularniho
zobrazeni (Jacobidn ne-
nulovy, nedegeneruje
,,dvojrozmérnost* mnoziny)
oteviené mnoZiny G na
otevienou mnozinu f:
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VETA. Necht G je oteviend mnozina v roviné a funkce u = p(z,7),v = ¥(z, ) jsou
definovdny na GG. Necht’ jsou splnény ndsledujici podminky:

1. Funkce ¢, v maji spojité parcidlni derivace na G.

2. Determinant

dp 9
5 81
dy Jy

je v kazdém bodé G nenulovy.

3. Funkce ® = (p,v) : G — R? je prosta.
Potom ® zobrazuje GG na otevienou mnoZzinu H.

\




VETA. Necht' G je oteviend mnoZina v roviné a funkce u = ¢(xz, y),v = ¥(z,y) jsou
definovdny na GG. Necht’ jsou splnény ndsledujici podminky:

1. Funkce ¢, v maji spojité parcidlni derivace na G.
2. Determinant

dp 9
5 81
dy Jy

je v kazdém bodé G nenulovy.
3. Funkce ® = (p,v) : G — R? je prosta.

Potom ® zobrazuje GG na otevienou mnoZzinu H.

\

Uvedeny determinant se zna¢i J((p, 1) a nazyva Jacobiho determinant nebo stru¢néji
Jacobidn. Zobrazeni ¢ majici uvedené tii vlastnosti predchozi véty se nazyva regularni
zobrazeni.

—p




Regularni zobrazeni jsou ja-
kési plastické deformace de-
finicniho oboru. Lokalné (v
bod¢) se plasticka hmota de-

finicniho oboru ziedi s ko-
eficientem rovnym Jacobi-

anu.
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Regularni zobrazeni jsou ja-
kési plastické deformace de-
finicniho oboru. Lokalné (v
bod¢) se plasticka hmota de-
finiéniho oboru zredi s ko-
eficientem rovnym Jacobi-
anu.

Dik. BTW, je to v podstaté
to samé jako v jednorozmér-
ném pripadé. Hm ...
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Takze véta o substituci zni
takto:
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Takze véta o substituci zni
takto:

\

VETA. Necht’ (¢,) je reguldrni zobrazeni na oteviené mnoZing G a f je spojité zob-
razeni na H. Potom (H je obraz G3)

/H f(z,y) dxdy = /G £ (at, 0), (1, )| T (0, 9)] dut o,

jestlize m4 jedna strana smysl.




Polarni souradnice. L L .
Zameéna polarnich souradnic r, « za kartézské souradnice z,y je dano vzorci z =

rcosa,y = 1.

\




Polarni souradnice. _ L . .
Zameéna polarnich souradnic r, « za kartézské souradnice z,y je dano vzorci z =
7 CoSQ, Yy = T sin a.

\

Spocte se, Ze jacobian J = r.

\
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Polarni souradnice. oo . .
Zamena r, o za kartézské souradnice x,y je ddno vzorci x =

7 Cosa, Yy = 7 sin Q.

\

Spocte se, Ze jacobian J = r.

\

Toto zobrazeni je prosté pro r € (0,00) a pro « z libovolného otevieného intervalu
(a,a+ 2m) a tedy v celé roviné kromé bodti uzaviené polopiimky vychazejici z pocatku
a svirajici s kladnym smérem osy z tuhel a.

\
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Polarni souradnice. oo . .
Zamena r, o za kartézské souradnice x,y je ddno vzorci x =
T Ccosa,y = Tsinq.

\

Spocte se, Ze jacobian J = r.

\

Toto zobrazeni je prosté pro r € (0,00) a pro « z libovolného otevieného intervalu
(a,a+ 2m) a tedy v celé roviné kromé bodti uzaviené polopiimky vychazejici z pocatku
a svirajici s kladnym smérem osy z tuhel a.

\

Tato mnoZina je mald ve smyslu, Ze zména hodnot funkce na této mnozin€ neovlivni
hodnotu integralu.

\/
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Polarni souradnice.

Zaména r, o za kartézské souradnice x,y je ddno vzorci x =
rcosa,y = rsina.
Spocte se, Ze jacobian J = r.

Toto zobrazeni je prosté pro r € (0,00) a pro « z libovolného otevieného intervalu
(a,a+ 2m) a tedy v celé roviné kromé bodti uzaviené polopiimky vychazejici z pocatku
a svirajici s kladnym smérem osy z tuhel a.

\

Tato mnoZina je mald ve smyslu, Ze zména hodnot funkce na této mnozin€ neovlivni
hodnotu integralu.

\/

Takze
STD(, o = {(r,a) € R*|r € (0,00),a € (0,27)} .

Takze 5
STD(y) ={(z,y) € R°| (y=0) = (x <0)}.
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Pomoci polarnich soufadnic
spoctéte plochu kruhu.

LEKCE21-IVP
integral.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
Riemann
Fubini
integral.obec
vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec
interval-obec
existence.obec
Fubini.obec
regularni zobr
substituce
integral v prostoru
integral
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pomoci polarnich soufadnic
spoctéte plochu kruhu.

A pak pomoci polarnich
soufadnic spoctéte obsah
mnoZiny {z* + y* < 2z}.
Neudélejte to takhle blbé:

27 2cos
/ (/ rdr) da .
0 0
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Pomoci polarnich soufadnic
spoctéte plochu kruhu.

A pak pomoci polarnich
soufadnic spoctéte obsah
mnoZiny {z* + y* < 2z}.
Neudélejte to takhle blbé:

27 2cos
/ (/ rdr) da .
0 0
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A takhle si d€lame vlastni
souradnice ( teda vlastné
substituci, ta je to hlavni):
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Pifklad. Spo¢téte obsah mnoZiny G = {(x,y); 2z < y*> < 3x,1/y < z < 2/y}.
\




Pifklad. Spo¢téte obsah mnoZiny G = {(x,y); 2z < y*> < 3x,1/y < z < 2/y}.
V

Reseni. Uvedené nerovnosti ddvaji ndvod poloZzit u = zy, v = 3% /.

\




Piiklad. Spo¢téte obsah mnoziny G' = {(z,y); 2z < y* < 3z,1/y <z < 2/y}.
\

Uvedené nerovnosti ddvaji navod poloZit u = xy, v = y*/x.

\

MnozZina G lezi v prvnim kvadrantu, ve kterém ziejmé existuji spojité parcialni deri-
vace uvedenych zobrazeni.

\/
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Piiklad. Spo¢téte obsah mnoziny G' = {(z,y); 2z < y* < 3z,1/y <z < 2/y}.
\

Uvedené nerovnosti ddvaji navod poloZit u = xy, v = y*/x.

\

MnozZina G lezi v prvnim kvadrantu, ve kterém ziejmé existuji spojité parcialni deri-
vace uvedenych zobrazeni.

\/

Nyni vypoététe z obou rovnosti = a y: x = /u?/v,y = Juv (obé nové proménné
jsou také kladné).

\
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Piiklad. Spo¢téte obsah mnoziny G' = {(z,y); 2z < y* < 3z,1/y <z < 2/y}.
\

Uvedené nerovnosti ddvaji navod poloZit u = xy, v = y*/x.

\

MnozZina G lezi v prvnim kvadrantu, ve kterém ziejmé existuji spojité parcialni deri-
vace uvedenych zobrazeni.

\

Nyni vypoététe z obou rovnosti = a y: x = /u?/v,y = Juv (obé nové proménné
jsou také kladné).

\

Vypocet byl jednoznacny, coZ znamend, Ze dané zobrazeni je prosté a zobrazuje G na
interval u € (1,2),v € (2, 3). Zbyva spocitat jacobian: J = (3v)~!, coZ je na vySetfované
mnoZiné nenulové.

\
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Piiklad. Spo¢téte obsah mnoziny G' = {(z,y); 2z < y* < 3z,1/y <z < 2/y}.
\

Uvedené nerovnosti ddvaji navod poloZit u = xy, v = y*/x.

\

MnozZina G lezi v prvnim kvadrantu, ve kterém ziejmé existuji spojité parcialni deri-
vace uvedenych zobrazeni.

\

Nyni vypoététe z obou rovnosti = a y: x = /u?/v,y = Juv (obé nové proménné
jsou také kladné).

\

Vypocet byl jednoznacny, coZ znamend, Ze dané zobrazeni je prosté a zobrazuje G na
interval u € (1,2),v € (2,3). Zbyvd spocitat jacobidn: J = (3v)~!, coZ je na vySetiované
mnoZiné nenulové.

\

Pokud spoctete jacobidn inverzniho zobrazeni, dostanete hodnotu 3y°/z, coZ je 3v a
tedy prevracend hodnota prvniho jacobidnu. Tato situace plati obecné.

\
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Piiklad. Spo¢téte obsah mnoziny G' = {(z,y); 2z < y* < 3z,1/y <z < 2/y}.
\

Uvedené nerovnosti ddvaji navod poloZit u = xy, v = y*/x.

\

MnozZina G lezi v prvnim kvadrantu, ve kterém ziejmé existuji spojité parcialni deri-
vace uvedenych zobrazeni.

\

Nyni vypoététe z obou rovnosti = a y: x = /u?/v,y = Juv (obé nové proménné
jsou také kladné).

\

Vypocet byl jednoznacny, coZ znamend, Ze dané zobrazeni je prosté a zobrazuje G na
interval u € (1,2),v € (2,3). Zbyvd spocitat jacobidn: J = (3v)~!, coZ je na vySetiované
mnoZiné nenulové.

\

Pokud spoctete jacobidn inverzniho zobrazeni, dostanete hodnotu 3y°/z, coZ je 3v a
tedy prevracend hodnota prvniho jacobidnu. Tato situace plati obecné.

\
Vysledny obsah je pak roven log(3/2)/3.
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Laplaceiv integral L = [~ e~ dx Ize snadno spoditat pomoci Fubiniovy véty.

\




Laplaceuv integral L = fooo e~ dx Ize snadno spocitat pomoci Fubiniovy véty.

\/

Vzpomerite si, Zze primitivni funkce k e™* nelze napsat znamymi funkcemi a Ze tedy
tento integral nelze spocitat obvyklym zptisobem.

\

72
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Laplaceuv integral L = fooo e~ dx Ize snadno spocitat pomoci Fubiniovy véty.

\/

Vzpomerite si, Zze primitivni funkce k e™* nelze napsat znamymi funkcemi a Ze tedy
tento integral nelze spocitat obvyklym zptisobem.

|
%= / e dx / eV dy = / eV dxdy
0 0 K

Spoctéte
kde K je prvni kvadrant.

72
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Laplaceuv integral L = fooo e~ dx Ize snadno spocitat pomoci Fubiniovy véty.

\/

Vzpomerite si, Zze primitivni funkce k e™* nelze napsat znamymi funkcemi a Ze tedy
tento integral nelze spocitat obvyklym zptisobem.

\

72

Spoctéte
o0 2 o0 2 2 2
L? :/ e " dx/ e Y dy:/ e” TV dxdy,
0 0 K
kde K je prvni kvadrant.
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V poslednim integralu zaved’te polarni souradnice a dostanete integral AL
existence.int
Riemann
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- integral.obec
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Kulatou véc prevedeme na

hranatou a bude se dobre re-
zat.

(0

ANO
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Kruh v roviné je H = {(z,y) : z° + y* < 1}.
\




Kruh v roviné je H = {(z,y) : 2* +3*> < 1}
\

Zameéna polarnich souradnic r, o za kartézské souradnice x, y dand vzorci

T =Tcosq,y =Trsina

s jacobidnem J = r ndm dovoli (SUBSTITUCE) napsat kruh takto G = {(r,a) : 0 <
r<1,0<a<2r}.

\
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Kruh v roviné je H = {(z,y) : 2* +3*> < 1}
\

Zameéna polarnich souradnic r, o za kartézské souradnice x, y dand vzorci

T =Tcosq,y =Trsina

s jacobidnem J = r ndm dovoli (SUBSTITUCE) napsat kruh takto G = {(r,a) : 0 <
r<1,0<a<2r}.

\
tedy

/1dxdy=/r du dv.
H G LEKCE21-1VP
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Pomaleji: Nejprve nahradime mnoZinu H mnoZinou H, ) = H N ST D

H(ac,y) — {(xa?J) S ‘SVCZ_‘D(:JC,y)pj2 + y2 < 1} i

) tedy




Pomaleji: Nejprve nahradime mnoZinu A mnozinou H, ,, = H N ST D, ), tedy

H(ﬂf,y) = {(x,y) c STD(xyy)‘ZU2 -+ y?‘ < 1} )

\

Pak pfepiSeme H,,) na G|,y pouZitim polarnich soufadnic (substituce (z,y) <—
(r, ), z = rcosa, y = rsin «) a dostaneme

G(T,a) = {(T, 04) € STD(T’O[)”FQ < 1} :
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Pomaleji: Nejprve nahradime mnoZinu A mnozinou H, ,, = H N ST D, ), tedy

H(Ly) = {(x,y) c STD(x’y)’£U2 -+ y2 < 1} )

\

Pak pfepiSeme H,,) na G|,y pouZitim polarnich soufadnic (substituce (z,y) <—
(r, ), z = rcosa, y = rsin «) a dostaneme

G(r,a) = {(T, Oz) € STD(T’O[)”FQ < 1} :

\/

Polarni souradnice jako zobrazeni jsou prosté pro r € (0,00) a pro a z otevieného
intervalu (0, 27) a tedy v celé roviné krom¢ bodd uzaviené polopiimky vychazejici z
pocatku a svirajici s kladnym smérem osy x uhel 0.

=
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N | a

A jesté jednou polarni sou-
fadnice na jinou mnozinu:

I 2
)
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"Vypoditejte integral funkce x + y namnoziné {1 <z +y <2, 3 <z —y < 4}"

\




"Vypoditejte integral funkce x + y namnoziné {1 <z +y <2, 3 <z —y < 4}"

\

se po substituci x + y = u, r — y = v tvari

\




"Vypoditejte integral funkce = + y na mnoziné {1 <z +y <2, 3<x —y < 4}"

\/

se po substituci x + y = u, r — y = v tvari

\/

"Vypoditejte integral funkce « - |J| na mnoziné {1 < u < 2, 3 < v < 4}, kde J je
determinant 5 5
@(u + v) @(u — ) E
=(u+v) 5(u—v)
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"Vypoditejte integral funkce = + y na mnoziné {1 <z +y <2, 3<x —y < 4}"

\/

se po substituci x + y = u, r — y = v tvari

\/

"Vypoditejte integral funkce « - |J| na mnoziné {1 < u < 2, 3 < v < 4}, kde J je

determinant 5 5
@(u + v) @(u V) E
%(u + v) %(u v)
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TROJROZMERNE INTEGRALY




TROJROZMERNE INTEGRALY

Dvojrozmérny integral se
(definici) prevedl na jedno-
rozmérny. Podobné se po-
stupuje ve vysSich dimen-
zich. Promitne se na néjaky
podprostor a pres n¢€j se in-
tegruji fezy:
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TROJROZMERNE INTEGRALY

Dvojrozmérny integral se
(definici) prevedl na jedno-
rozmérny. Podobné se po-
stupuje ve vysSich dimen-
zich. Promitne se na néjaky
podprostor a pres néj se in-
tegruji fezy:

\

Trojrozmérny integrél se prevede na sled jednorozmérného a dvojrozmérného (a tedy
tif jednorozmérnych integralli) vzorcem

/Gf(:c,y,z)dxdydz—/ab(/Hf(:c,y,z)dydz) dhe

kde (a, b) je interval obsahujici projekci mnoziny G na osu x a H je projekce mnoZiny
G do roviny yz.

=)
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A takhle se to pocita zpa-
méti:




A takhle se to pocita zpa-
meéti:

\

Priklad. UrCete piislusné meze v jednotlivych jednorozmérnych integrélech pro | als
kde G ={(z,y,2);x >0,y >0,z >0,z +y + z < 3}.
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A takhle se to pocita zpa-
meéti:

\

Priklad. UrCete piislusné meze v jednotlivych jednorozmérnych integrélech pro | als
kde G ={(z,y,2);x >0,y >0,z >0,z +y + z < 3}.

\

Ziemeéje <2 <3—2—y,0<y<3—2,0<z <3, takze vysledkem je

3 3—x 3—x—y
/ / / f(x,y, z)dzdy dx.
0 0 0
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Tvrzeni o zaméné soufad-
nic za jiné se zméni jen for-
malné.
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Tvrzeni o zaméné soufad-
nic za jiné se zméni jen for-
malné.

\

Necht’ jsou na oteviené mnoziné G definovany funkce u = ¢(x,y, 2),v = ¥(x,y, z), w =

T/x,y, z), které maji nasledujici vlastnosti:
1. Funkce ¢, ¥, 7 maji spojité parcidlni derivace na G.
2. Determinant

99 9% Ot
g 0 o1
ow Ow Jw

je v kazdém bodé GG nenulovy.
3. Funkce ® = (p,%,7) : G — R? je prosta.

Pak se zobrazeni ® nazyva reguldarni a zobrazuje GG na otevienou mnoZinu. Uvedeny
determinant je Jacobiho determinant nebo Jacobidn a znaci se J(p, ¥, 7).

=)
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VETA. Necht (p,1, 7) je reguldrni zobrazeni na oteviené mnoziné GG a f je spojité
zobrazeni na GG. Potom (H je obraz )

/ f(,y, 2) dxdy dz = / F (o, v, w), (5,0, 0))| I, %, 7)] du dv duw,
H G

jestlize m4 jedna strana smysl.

\




VETA. Necht (p,1, T) je regularni zobrazeni na oteviené mnoziné GG a f je spojité
zobrazeni na (G. Potom (/1 je obraz (3)

/ flx,y,z)dxdy dz = / flo(u, v,w), Y(u,v,w))|J(p, ¥, 7)| du dv dw,
H G

jestlize ma jedna strana smysl.

\
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koeficient substituce: Riemann
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Cylindrické (valcové) souradnice jsou vlastné polarni souradnice pro dvé proménné
s nezménenou zbyvajici proménnou:

r=rcosa, yYy=rsina, 2z=2=2.
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Cylindrické (valcové) souradnice jsou vlastné polarni souradnice pro dvé proménné
s nezménenou zbyvajici proménnou:

r=rcosa, yYy=rsina, 2z=2=2.

\/

Snadno se zjisti, Ze jacobidn je opét roven r jako u polarnich soufadnic a Ze toto
zobrazenti je prosté pro r > 0, € (a,a + 27), z € R, kde a je n&jaké libovolné redlné
cislo.

\
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Cylindrické (valcové) souradnice jsou vlastné polarni souradnice pro dvé proménné
s nezménenou zbyvajici proménnou:

r=rcosa, yYy=rsina, 2z=2=2.

\/

Snadno se zjisti, Ze jacobidn je opét roven r jako u polarnich soufadnic a Ze toto
zobrazenti je prosté pro r > 0, € (a,a + 27), z € R, kde a je n&jaké libovolné redlné
cislo.

\

Tuto mnoZinu zobrazuje na celé R? kromé jedné poloroviny (podobné jako jedna po-
lopfimka u polarniho zobrazeni).

=)
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Sférické souradnice jsou obdobou polarnich souradnic o jednu dimenzi vySe. Bod
(x,y, z) se promitne do roviny zy na bod (z/,y'). Opét se oznali r (resp. r’) vzdale-
nost bodu (x,y, z) (resp. (z',4')) od pocatku a dédle [ uhel, ktery svird spojnice bodu
(x,y,z) s pocatkem s rovinou zy (tento dhel se bere v intervalu |[—x /2, 7/2]). Potom
' = r' cosa,y’ = r'sin «, kde « je stejny thel jako u polarnich soufadnic. Vyjadienim
r’ pomoci r a 3 se dostane

r=rcosacosfS, y=rsinacosfB, z=rsinf,
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Sférické souradnice jsou obdobou polarnich souradnic o jednu dimenzi vySe. Bod
(x,y, z) se promitne do roviny zy na bod (z/,y'). Opét se oznali r (resp. r’) vzdale-
nost bodu (x,y, z) (resp. (z',4')) od pocatku a dédle [ uhel, ktery svird spojnice bodu
(x,y,z) s pocatkem s rovinou zy (tento dhel se bere v intervalu |[—x /2, 7/2]). Potom
' = r' cosa,y’ = r'sin «, kde « je stejny thel jako u polarnich soufadnic. Vyjadienim
r’ pomoci r a 3 se dostane

r=rcosacosfS, y=rsinacosfB, z=rsinf,

\/

Spodtéte jacobidn a dostanete —72 cos 3.

\/
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Sférické souradnice jsou obdobou polarnich souradnic o jednu dimenzi vySe. Bod
(x,y, z) se promitne do roviny zy na bod (z/,y'). Opét se oznali r (resp. r’) vzdale-
nost bodu (x,y, z) (resp. (z',4')) od pocatku a dédle [ uhel, ktery svird spojnice bodu
(x,y,z) s pocatkem s rovinou zy (tento dhel se bere v intervalu |[—x /2, 7/2]). Potom
' = r' cosa,y’ = r'sin «, kde « je stejny thel jako u polarnich soufadnic. Vyjadienim
r’ pomoci r a 3 se dostane

r=rcosacosfS, y=rsinacosfB, z=rsinf,
Spodtéte jacobidn a dostanete —72 cos 3.

Sférické zobrazeni tedy bude regularni napf. na mnoziné r > 0,a € (0,27),5 €
(—m/2,7/2) a zobrazi tuto mnozinu na cely prostor kromé uzaviené poloroviny uréené
osou z a kladnou osou z. Tato mnozina je op€t mald vzhledem k integraci a zmény
funkce na ni neovlivni vysledek integrace.

-
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Spoctéte objem koule, valce
a kuzele.
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