EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH

DEFINICE. Funkce f vice proménnych. ma v bodé C' € D(f) lokdlni maximum,
resp. lokdlni minimum, jestlize existuje okoli U bodu C' takové, ze f(C') je maximalni

(resp. minimalni ) hodnota f na U N D(f).

Funkce f md v C lokdlni extrém, jestlize ma v C' lokdlni maximum nebo lokdlni
minimum.

Absolutni maximum funkce f na mnoZiné A C D(f) je hodno ta max{ f(x,y); (z,y) €
A}. Podobné se definuje absolutni minimum, dohromady se nazyvaji absolutni extrémy.

Nahradi-li se v definici lokalnich extrémi slovo maximdlni slovem nejvétsi (resp.
slovo minimdlni slovem nejmensi ), dostava se definice ostrych lokdlnich extrémad.
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DUSLEDEK. Necht v oteviené mnoziné G mé funkce f vSechny parcialni derivace
1.t. Mé-li f v bodé C' € G lokélni extrém, anuluji se v tomto bod¢ parcidlni derivace
1.T. (tedy 1 smérové derivace).

VETA. Necht’ m4d funkce f(x,

apro P € GG je

oL(P) =

Ay

5 (P) =

1) spojité parcidlni derivace 2.f. v oteviené mnoziné G
0.
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Oznacme F'(h, k) druhy diferencidl (b + ka%)Q f(P), coZ je kvadraticka forma pro-
ménnych A, k.
Potom
1. Je-li F' pozitivné definitni, nabyva f v P ostré lokdlni minimum.

2. Je-li F' negativné definitni, nabyva f v P ostré lokdlni maximum.
3. Je-li F' indefinitni, nenabyva f v P lokdlni extrém.

4. Je-1i F' semidefinitni, nelze o lokdlnim extrému f v P pomoci /' rozhodnout.

Pomocny paraboloid hlidajici graf funkce zespodu ukazuje na lokalni minimum:
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VETA. Kvadratickd forma F z predchozi véty je
1. pozitivné definitni prave kdyz
foe(P) > 0a fou(P) - fyy(P) > f2,(P);

2. negativné definitni praveé kdyz
fee(P) < 0a fou(P) - fiyy(P) > f7,(P);
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1. Pfi zkouméni extrému na polooteviené mnoziné A se postupuje podobné jako v
jednorozmérném pripad¢. Nejdrive se zjisti kritické body uvnitr A.

2. Na rozdil od jednorozmérného pripadu, kde byly nejvyse dva hrani¢ni body u inter-
valu, ve vicerozmérného piipadu jsou hranice nekonecné mnoZiny.

3. Nastésti vSak v praxi byvaji tyto hranice vetSinou kiivkami a tedy popsany spojitymi

funkcemi jedné promenne Dosazenim téchto funkci do zkoumané funkce se dostane
funkce jedné proménné a pro ni lze zjistit kritické body.

5. Je vSak nutné si uvédomit, Ze takto ziskané napr. lokalni minimum je lokdlnim
minimem pouze pro hranici a nikoli pro mnozinu A.

6. V nékterych specidlnich pripadech je mozné zkoumanim funkce v okoli takového
lokélniho extrému vzhledem k hranici urc€it, zda je lokdlnim extrémem i vzhledem k A.
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7. Nicméné, vzdy lze srovnanim hodnot na vSech ziskanych kritickych bodech zjistit
absolutni extrémy.

VETA. Necht' A je polooteviend omezend mnoZina v roviné a jeji hranice patiici k A
je grafem parametricky zadané kiivky z = o(t), y = ¢(t),t € 1.

Pak absolutni maximum (minimum) spojité funkce f definované na A je maximalni
(resp. minimdlni) hodnota f na kritickych bodech f uvnitf A a na kritickych bodech

funkce f(o(t), ¥(t)),t € I.

VETA. Necht’ A je grafem implicitng zadané kfivky g(x,y) = 0, funkce f je defino-
vana na néjaké oteviené mnozin¢ U obsahujici A a plati:

1. f, g maji spojité parcidlni derivace prvniho fadu na U,
2. pro kazdy bod (z,y) € A je bud $4(x,y) # 0 nebo 5(x, y) # 0.

Ma-li f v bodé€ P € A lokalni extrém, pak existuje realné ¢islo A tak, ze

I(f +Ag) I(f +Ag)

P —

(P)=0.

Dukaz.

Za predpoklada predchozi véty se funkce
F(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y)




nazyva a parametr \

Necht je A je grafem implicitné zadané kiivky g(x,y) = = + y — 2, funkce f(z,y) =
2? 4 y? je definovana na oteviené mnoZiné U = R?. Hleddme extrémy f na A.

AZ f

P4

¥ x

Vidime, Ze plati:

1. f, g maji spojité parcidlni derivace prvniho fadu na U,
LEKCE19-EXT

v yd o @
2. pro kaZdy bod (33, y) < AJe Dy (337 y) 74 0. Taﬁ?édnfhodnota
lokalni extrém

Ma-li f v bod€ P € A lokalni extrém, pak existuje redlné Cislo \ tak, Ze il ey
of +29) O(f +Ag) Lagrange
op =0~ B)=0, gP)=0. o foma
Tedy hleddme bod P = (z,y) € A a A tak, aby folidy
azky
o f + Ag) of + Ag) Cvigent
656 ( ) 7 ay ( ) ’ g< ) Uceni



Tedy fesime soustavu

20+ X = 0
2y+ A =0
r+y—1=0.
Spocteme feSeniz =1,y =1a A = —2.

Tedy bod, ktery je podeziely z nabyvani extrému f na A, je bod P = (1,1). Vzhle-
dem k tomu, Ze funkce f je na A zdola omezend a neni zhora omezen4, nasli jsme bod
absolutniho minima.

Protoze derivace podle tfeti proménné funkce F'(z, y, A) v prislu$né kvadratické formé
vypadnou, dostanou se nésledujici postaCujici podminky:
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_ 9z(P)
ks (P)
9.(P)

9y(P)

Zkouma-li se funkce tfi proménnych, mohou pro vdzané extrémy nastat dvé zakladni
situace. Postupy jsou stejné, jako v predchozim ptipade a podrobnosti budou vynechény.

L. Pro extrémy funkce tif proménnych f(x, y, z) na mnoziné A uréené rovnici g(z, y, 2)
0 se hledaji extrémy funkce F'(z,y, 2, \) = f(x,y, 2) + Ag(x, y, 2).

Predpokladem je nenulovost alesponi jedné z derivaci g, g,, g. v kazdém bodé A (4.,
hodnost 1 matice gradg v kazdém bodé A).

Necht’ napf. g—g(P) # (. Potom h = a koeficient a z predchozi véty se rovna

2
= Tyl fyy(P)‘;]‘;”

Posta¢ujici podminky pak ddvé definitnost kvadratické formy H dvou promé&nnych,
kterd vznikne z kvadratické formy tff proménnych H (h, k,1) = (h + k + 1)*F(P) dosa-
zenim za jednu proménnou z rovnice h g—g(P) + k g—g(P) + 1 %(P) = 0.

II. Pro extrémy funkce tif proménnych f(x,y,2) na mnoziné¢ A uréené rovnicemi
g(x,y,z) =0, h(z,y, z) = 0 se hledaji extrémy funkce

F(z,y,2,\, u) = f(z,y,2) + Ag(z,y, 2) + ph(z,y, 2) .

Predpokladem je hodnost 2 matice s fadky gradg, gradh v kazdém bodé A.

Nutnou podminkou, aby bod P byl lokdlnim extrémem f na A, je tedy rovnost gradF' =
0.

Posta¢ujici podminky pak ddvd definitnost kvadratické formy H jedné proménné,
kterd vznikne z kvadratické formy tff proménnych H(h, k,1) = (h + k + 1)*F(P) dosa-
zenim za dvé promeénné z rovnic
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