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EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH
'

DEFINICE. Funkce f vice proménnych. ma v bodé C' € D(f) lokdlni maximum,
resp. lokdlni minimum, jestlize existuje okoli U bodu C' takové, Ze f(C') je maximalni
(resp. minimalni ) hodnota f na U N D(f).
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EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH
'

DEFINICE. Funkce f vice proménnych. ma v bodé C' € D(f) lokdlni maximum,
resp. lokdlni minimum, jestlize existuje okoli U bodu C' takové, Ze f(C') je maximalni
(resp. minimaln{ ) hodnota f na U N D(f).

\

Funkce f md v C lokdlni extrém, jestlize ma v C' lokdlni maximum nebo lokdlni
minimum.

\
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EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH
'

DEFINICE. Funkce f vice proménnych. ma v bodé C' € D(f) lokdlni maximum,
resp. lokdlni minimum, jestlize existuje okoli U bodu C' takové, Ze f(C') je maximalni
(resp. minimaln{ ) hodnota f na U N D(f).

\

Funkce f md v C lokdlni extrém, jestlize ma v C' lokdlni maximum nebo lokdlni
minimum.

\

Absolutni maximum funkce f na mnoZiné A C D(f) je hodno ta max{ f(z,y); (z,y) €
A}. Podobné se definuje absolutni minimum, dohromady se nazyvaji absolutni extrémy.
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EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH
'

DEFINICE. Funkce f vice proménnych. ma v bodé C' € D(f) lokdlni maximum,
resp. lokdlni minimum, jestlize existuje okoli U bodu C' takové, Ze f(C') je maximalni
(resp. minimaln{ ) hodnota f na U N D(f).

\

Funkce f md v C lokdlni extrém, jestlize ma v C' lokdlni maximum nebo lokdlni
minimum.

\

Absolutni maximum funkce f na mnoZiné A C D(f) je hodno ta max{ f(z,y); (z,y) €
A}. Podobné se definuje absolutni minimum, dohromady se nazyvaji absolutni extrémy.
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EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH
'

DEFINICE. Funkce f vice proménnych. ma v bodé C' € D(f) lokdlni maximum,
resp. lokdlni minimum, jestlize existuje okoli U bodu C' takové, Ze f(C') je maximalni
(resp. minimaln{ ) hodnota f na U N D(f).

\

Funkce f md v C lokdlni extrém, jestlize ma v C' lokdlni maximum nebo lokdlni
minimum.

\

Absolutni maximum funkce f na mnoZiné A C D(f) je hodno ta max{ f(z,y); (z,y) €
A}. Podobné se definuje absolutni minimum, dohromady se nazyvaji absolutni extrémy.

\

Nahradi-li se v definici lokdlnich extrémi slovo maximdlni slovem nejvétsi (resp.
slovo minimdlni slovem nejmensi ), dostava se definice ostrych lokdlnich extrémi.

\/
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EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH
'

DEFINICE. Funkce f vice proménnych. ma v bodé C' € D(f) lokdlni maximum,
resp. lokdlni minimum, jestlize existuje okoli U bodu C' takové, Ze f(C') je maximalni
(resp. minimaln{ ) hodnota f na U N D(f).

\

Funkce f md v C lokdlni extrém, jestlize ma v C' lokdlni maximum nebo lokdlni
minimum.

\

Absolutni maximum funkce f na mnoZiné A C D(f) je hodno ta max{ f(z,y); (z,y) €
A}. Podobné se definuje absolutni minimum, dohromady se nazyvaji absolutni extrémy.

\

Nahradi-li se v definici lokdlnich extrémi slovo maximdlni slovem nejvétsi (resp.
slovo minimdlni slovem nejmensi ), dostava se definice ostrych lokdlnich extrémi.
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Vritil jsem se do mladi . . .




VETA. Funkce f definovand na polooteviené mnoziné A muize mit lokdlni extrém
pouze v nasledujicich bodech:

\




VETA. Funkce f definovand na polooteviené mnoziné A muize mit lokdlni extrém
pouze v nasledujicich bodech:

\

1. v hrani¢nim bodé€ A, patii-li do defini¢niho oboru;

\




VETA. Funkce f definovand na polooteviené mnoziné A miiZe mit lokalni extrém
pouze v nasledujicich bodech:

\

1. v hrani¢nim bodé€ A, patii-li do defini¢niho oboru;

\

2. ve vnitinim bod¢ A, ve kterém f nema nékterou z parcidlnich derivaci 1.t.;

\




VETA. Funkce f definovand na polooteviené mnoziné A miiZe mit lokalni extrém
pouze v nasledujicich bodech:

\

1. v hrani¢nim bodé€ A, patii-li do defini¢niho oboru;

\

2. ve vnitinim bod¢ A, ve kterém f nema nékterou z parcidlnich derivaci 1.t.;

\

3. ve vnitinim bodé A, kde ma f vSechny parcidlni derivace 1.f. rovny O.

\




VETA. Funkce f definovand na polooteviené mnoziné A miiZe mit lokalni extrém
pouze v nasledujicich bodech:

\

1. v hrani¢nim bodé€ A, patii-li do defini¢niho oboru;

\

2. ve vnitinim bod¢ A, ve kterém f nema nékterou z parcidlnich derivaci 1.t.;

\

3. ve vnitinim bodé A, kde ma f vSechny parcidlni derivace 1.f. rovny O.

\
\




VETA. Funkce f definovand na polooteviené mnoziné A miiZe mit lokalni extrém
pouze v nasledujicich bodech:

\

1. v hrani¢nim bodé A, patfi-li do defini¢niho oboru;

\

2. ve vnitinim bod¢ A, ve kterém f nema nékterou z parcidlnich derivaci 1.t.;

\

3. ve vnitinim bod€ A, kde ma f vSechny parcidlni derivace 1.f. rovny O.

\
\

Jde o jednoduché odvo-
zovani pomoci vysledkt
pro funkce jedné proménné
(proved’te to).




Body popsan¢ v predchoz1
vete se nazyvaji kritické
body (pro lokdlni extrémy).




Body popsané v predchozi
veéte se nazyvaji kritické
body (pro lokdlni extrémy).

Na mém starém klobouku
byly taky kritické body.
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DUSLEDEK. Necht v oteviené mnoZing G mé funkce f vSechny parciélni derivace
1.f. Ma-li f v bodé C € G lokdlni extrém, anuluji se v tomto bod¢ parcidlni derivace
1.f. (tedy 1 sme€rové derivace).

\




DUSLEDEK. Necht v oteviené mnoZing G mé funkce f vSechny parcidlni derivace
1.f. Ma-li f v bodé C € G lokdlni extrém, anuluji se v tomto bod¢ parcidlni derivace
1.f. (tedy 1 sme€rové derivace).

\

Stejné jako u funkci jedné
proménné OPAK NE-

PLATI! Uved'te priklad.




Naptiklad moje staré sedlo.
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VETA. Necht m4 funkce f (x,y) spojité parcialni derivace 2.f. v oteviené mnozin¢ GG
apro P € G je %(P) = %(P) = 0.

\




VETA. Necht m4 funkce f (x,y) spojité parcialni derivace 2.f. v oteviené mnozin¢ GG
apro P € G je %(P) = %(P) = 0.

\
Oznacme F'(h, k) druhy diferencidl (h- + k:a%)z f(P), coz je kvadratickd forma pro-
ménnych h, k.

\




VETA. Necht m4 funkce f (x,y) spojité parcialni derivace 2.f. v oteviené mnozin¢ GG
apro P € G je %(P) = %(P) = 0.

\
Oznacme F'(h, k) druhy diferencidl (h- + k:a%)z f(P), coz je kvadratickd forma pro-
ménnych h, k.

\

Potom
1. Je-li F' pozitivné definitni, nabyva f v P ostré lokdlni minimum.

\




VETA. Necht m4 funkce f (x,y) spojité parcialni derivace 2.f. v oteviené mnozin¢ GG
apro P € G je %(P) = %(P) = 0.

\
Oznacme F'(h, k) druhy diferencidl (h- + k:a%)z f(P), coz je kvadratickd forma pro-
ménnych h, k.

\

Potom
1. Je-li F' pozitivné definitni, nabyva f v P ostré lokdlni minimum.

\

2. Je-li F negativné definitni, nabyva f v P ostré lokdlni maximum.

\




VETA. Necht m4 funkce f (x,y) spojité parcialni derivace 2.f. v oteviené mnozin¢ GG
apro P € G je %(P) = %(P) = 0.

\
Oznacme F'(h, k) druhy diferencidl (h- + k:a%)z f(P), coz je kvadratickd forma pro-
ménnych h, k.

\

Potom
1. Je-li F' pozitivné definitni, nabyva f v P ostré lokdlni minimum.

\

2. Je-li F negativné definitni, nabyva f v P ostré lokdlni maximum.

\

3. Je-1i F' indefinitni, nenabyva f v P lokélni extrém.

\




VETA. Necht m4 funkce f (x,y) spojité parcialni derivace 2.F. v oteviené mnoziné G
apro P € G je %(P) = g—g(P) = 0.

\
Oznacme F'(h, k) druhy diferencidl (h- + k:a%)z f(P), coz je kvadratickd forma pro-
ménnych h, k.

\

Potom
1. Je-li F' pozitivné definitni, nabyva f v P ostré lokdlni minimum.

\

2. Je-li F negativné definitni, nabyva f v P ostré lokdlni maximum.

\

3. Je-1i F' indefinitni, nenabyva f v P lokdlni extrém.

\

4. Je-li F' semidefinitni, nelze o lokdlnim extrému f v P pomoci F' rozhodnout.

Diikaz. Podminky tvrzeni umoZziiuji napsat Taylortv vztah do fadu 2 pro bod () blizko
bodu P:

£(Q) = (P)+ df(P) + 5 PA(T),




kde bod 7" lezi mezi body P a (). Prvni diferencidl df(P) je roven 0. Nyni je dikaz jiz
jasny. &

\




kde bod 7" lezi mezi body P a (). Prvni diferencidl df(P) je roven 0. Nyni je dikaz jiz

jasny.

\

Jde o kvadratickou aproxi-
maci funkce. Tedy nahra-
dime funkci jakymsi para-
boloidem. Pokud je funkce
vetsi neZ paraboloid procha-
zejici grafem funkce, jde o
minimum.
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Vv

kde bod 71" lezi mezi body P a (). Prvni diferencidl df(P) je roven 0. Nyni je dikaz jiz
jasny. &

\

Jde o kvadratickou aproxi-
maci funkce. Tedy nahra-
dime funkci jakymsi para-
boloidem. Pokud je funkce
vetsi neZ paraboloid procha-
zejici grafem funkce, jde o
minimum.
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Pomocny paraboloid hlidajici graf funkce zespodu ukazuje na lokalni minimum:

AT
Zgal
2
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To, kam kouka kvadraticka
forma druhych parcidlnich

derivaci, pozname podle
uvedenych testi.
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To, kam kouka kvadraticka
forma druhych parcidlnich

derivaci, pozname podle
uvedenych testi.

U funkce x” + 9% nic ne-
pozname. Ten test je jenom
kvadraticky.
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Nasledujici  tvrzeni  je
znamé z algebry a dokéze
se snadno ,Upravou na
Ctverec".

VETA. Kvadratickd forma F z predchozi véty je
\




Nasledujici  tvrzeni  je
znamé z algebry a dokéze
se snadno ,Upravou na
Ctverec".

VETA. Kvadratickd forma F z predchozi véty je
\

1. pozitivné definitni praveé kdyz
foa(P) > 0a fuu(P) - fyy(P) > ny(P)§

\




Nasledujici  tvrzeni  je
znamé z algebry a dokéze
se snadno ,Upravou na
Ctverec".

VETA. Kvadratickd forma F z predchozi véty je
\

1. pozitivné definitni praveé kdyz
foa(P) > 0a fuu(P) - fyy(P) > ny(P)§

\

2. negativné definitni prave kdyz
for(P) < 0a fou(P) - fiyy(P) > Q?y(P);

\




Nasledujici  tvrzeni  je
znamé z algebry a dokéze
se snadno ,Upravou na
Ctverec".

VETA. Kvadratickd forma F z predchozi véty je
\

1. pozitivné definitni praveé kdyz
foa(P) > 0a fuu(P) - fyy(P) > xzy(P);

\

2. negativné definitni prave kdyz
for(P) < 0a fou(P) - fiyy(P) > x2y<P);

\ /
3. indefinitnf pravé kdyZz f,.(P) - f,,(P) < f2,(P);

\




Nasledujici  tvrzeni  je
znamé z algebry a dokéze
se snadno ,Upravou na
Ctverec".

VETA. Kvadratickd forma F z predchozi véty je
\

1. pozitivné definitni praveé kdyz
foa(P) > 0a fuu(P) - fyy(P) > xzy(P);

\

2. negativné definitni prave kdyz
for(P) < 0a fou(P) - fiyy(P) > x2y<P);

\ /
3. indefinitnf pravé kdyZz f,.(P) - f,,(P) < f2,(P);

\ /
4. semidefinitni pravé kdyz f,.(P) - f,,(P) = f2 (P);

Ty







TakZze nemusim premyslet.

Pokud si tedy tohle budu pa-
matovat . ..




DUSLEDEK. Necht ma funkce f(z,y) spojité parcidlni derivace 2.f. v oteviené mno-
zin€¢ G apro P € G je %(P) :%UD) =0.

\




DUSLEDEK. Necht ma funkce f(z,y) spojité parcidlni derivace 2.f. v oteviené mno-
zin€¢ G apro P € G je %(P) :g—‘;(P) =0.

\
Jestlize fo..(P)- fyy(P) > f2,(P), pak f ma v bodé P ostry lokilni extrém (maximum
pro f..(P) < 0, minimum pro f,,(P) > 0).




Poznamky 1 :

Stejné jako u funkci jedné
proménné lze do mnoziny
kritickych boda pridat dalsi
body, aniz se tim porusi vy-
sledné tvrzeni.
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2 Absolutni extrémy.

\




2 Absolutni extrémy.

\

Zieymé je kazdy absolutni extrém 1 lokdlnim extrémem. Opak neplati.

\




2 Absolutni extrémy.

\

Zieymé je kazdy absolutni extrém 1 lokdlnim extrémem. Opak neplati.

\

Pro vyhledani absolutnich extrému spojité funkce na kompaktni mnoZiné staci vzit
hodnoty funkce ve vSech kritickych bodech a najit nejvétSi a nejmensi hodnotu. Dal-
Stho ovérovani neni tfeba, protoZe spojitd funkce na kompaktni mnoziné ma vzdy oba
absolutni extrémy.

\




2 Absolutni extrémy.

\

Zieymé je kazdy absolutni extrém 1 lokdlnim extrémem. Opak neplati.

\

Pro vyhledani absolutnich extrému spojité funkce na kompaktni mnoZiné staci vzit
hodnoty funkce ve vSech kritickych bodech a najit nejvétSi a nejmensi hodnotu. Dal-
Stho ovérovani neni tfeba, protoZe spojitd funkce na kompaktni mnoziné ma vzdy oba
absolutni extrémy.

4

Na nekompaktnich mnoZinach je tfeba byt opatrny. I kdyZ je nekompaktni mnoZina
uzaviena (obsahuje tedy svou hranici, ale neni omezend), mohou hodnoty funkce na
né¢jaké posloupnosti jdouci do nekoneéna byt vétsi (nebo mensi) neZ maximum (nebo
minimum) z hodnot v kritickych bodech.

\




2 Absolutni extrémy.

\

Ziejmé je kazdy absolutni extrém i lokdlnim extrémem. Opak neplati.

\

Pro vyhledani absolutnich extrému spojité funkce na kompaktni mnoziné staci vzit
hodnoty funkce ve vSech kritickych bodech a najit nejvétsi a neyjmensi hodnotu. Dal-
Stho ovérovani neni tfeba, protoZe spojitd funkce na kompaktni mnoziné ma vzdy oba
absolutni extrémy.

4

Na nekompaktnich mnoZinach je tfeba byt opatrny. I kdyZ je nekompaktni mnoZina
uzavienad (obsahuje tedy svou hranici, ale neni omezena), mohou hodnoty funkce na
néjaké posloupnosti jdouci do nekone¢na byt vétsi (nebo mensi) neZ maximum (nebo
minimum) z hodnot v kritickych bodech.

\

Je-1li mnozina, na které se hleda extrém, oteviena a omezena, je disjunktni se svou hra-
nici a opét mohou hodnoty funkce na né€jaké posloupnosti konvergujici k bodu hranice
byt vétsi (nebo mensi) nez maximum (nebo minimum) z hodnot v kritickych bodech.

\
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2 Absolutni extrémy.

\

Ziejmé je kazdy absolutni extrém i lokdlnim extrémem. Opak neplati.

\

Pro vyhledani absolutnich extrému spojité funkce na kompaktni mnoziné staci vzit
hodnoty funkce ve vSech kritickych bodech a najit nejvétsi a neyjmensi hodnotu. Dal-
Stho ovérovani neni tfeba, protoZe spojitd funkce na kompaktni mnoziné ma vzdy oba
absolutni extrémy.

4

Na nekompaktnich mnoZinach je tfeba byt opatrny. I kdyZ je nekompaktni mnoZina
uzavienad (obsahuje tedy svou hranici, ale neni omezena), mohou hodnoty funkce na
néjaké posloupnosti jdouci do nekone¢na byt vétsi (nebo mensi) neZ maximum (nebo
minimum) z hodnot v kritickych bodech.

\

Je-1li mnozina, na které se hleda extrém, oteviena a omezena, je disjunktni se svou hra-
nici a opét mohou hodnoty funkce na né€jaké posloupnosti konvergujici k bodu hranice
byt vétsi (nebo mensi) nez maximum (nebo minimum) z hodnot v kritickych bodech.

\

Pokud se funkce dé spojité rozsirit i na hranici, dostane se spojita funkce na kompaktm’
mnoziné, pokud je pivodni mnoZina omezend. Pak Ize pouzit postup uvedeny vysSe ve
druhém odstavei.

\
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2 Absolutni extrémy.

\

Ziejmé je kazdy absolutni extrém i lokdlnim extrémem. Opak neplati.

\

Pro vyhledani absolutnich extrému spojité funkce na kompaktni mnoziné staci vzit
hodnoty funkce ve vSech kritickych bodech a najit nejvétsi a neyjmensi hodnotu. Dal-
Stho ovérovani neni tfeba, protoZe spojitd funkce na kompaktni mnoziné ma vzdy oba
absolutni extrémy.

4

Na nekompaktnich mnoZinach je tfeba byt opatrny. I kdyZ je nekompaktni mnoZina
uzavienad (obsahuje tedy svou hranici, ale neni omezena), mohou hodnoty funkce na
néjaké posloupnosti jdouci do nekone¢na byt vétsi (nebo mensi) neZ maximum (nebo
minimum) z hodnot v kritickych bodech.

\

Je-1li mnozina, na které se hleda extrém, oteviena a omezena, je disjunktni se svou hra-
nici a opét mohou hodnoty funkce na né€jaké posloupnosti konvergujici k bodu hranice
byt vétsi (nebo mensi) nez maximum (nebo minimum) z hodnot v kritickych bodech.

\

Pokud se funkce dé spojité rozsirit i na hranici, dostane se spojita funkce na kompaktm’
mnoziné, pokud je pivodni mnoZina omezend. Pak Ize pouzit postup uvedeny vysSe ve
druhém odstavei.

\

Pokud je mnoZina, na které se hledaji extrémy neomezen4, je nutné uvazovat 1 limity
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funkce na posloupnostech z dané mnoziny konvergujici k nekoneCnu.




3 Kvadratické formy.
\




3 Kvadratické formy.
\

Pfipomeirite si, Ze kvadratickad forma K (x) = ) a;;x;x; (matice (a;;) je symetricka)
ij—=1
se nazyva pozitivné definitni (nebo negativné definitni), jestlize pro jakoukoli volbu hod-
not r = (xy, ..., x,) riznou od (0, .., 0) je K(z) > 0 (nebo K(x) < 0, resp.).

\




3 Kvadratické formy.
\

Pfipomeirite si, Ze kvadratickad forma K (x) = ) a;;x;x; (matice (a;;) je symetricka)
ij—=1
se nazyva pozitivné definitni (nebo negativné definitni), jestlize pro jakoukoli volbu hod-
not r = (xy, ..., x,) riznou od (0, .., 0) je K(z) > 0 (nebo K(x) < 0, resp.).

\

Nazyva se indefinitni, jestlize nabyva jak zapornych, tak kladnych hodnot. Nazyva
se semidefinitni, jestlize nabyva pouze nezapornych nebo pouze nekladnych hodnot a
hodnoty 0 v néjakém nenulovém bod¢.

=)




Definitnost kvadratické formy lze zjistit pfevedenim matice (a;;) na diagondlni tvar.

\




Definitnost kvadratické formy lze zjistit pfevedenim matice (a;;) na diagondlni tvar.

\

Jsou-li vSechny prvky diagonaly kladné (nebo zaporné), je forma pozitivné (resp. ne-
gativné) definitni, obsahuje-li diagonéla prvky zaporné i kladné, je forma indefinitni a ve
zbyvajicim pripadée (diagondla obsahuje 0 a Cisla stejného znaménka) je semidefinitni.

\




Definitnost kvadratické formy lze zjistit pfevedenim matice (a;;) na diagondlnf tvar.

\

Jsou-li vSechny prvky diagonaly kladné (nebo zaporné), je forma pozitivné (resp. ne-
gativné) definitni, obsahuje-li diagondla prvky zaporné i kladné, je forma indefinitni a ve
zbyvajicim pripadée (diagondla obsahuje 0 a Cisla stejného znaménka) je semidefinitni.

\

U kvadratické formy dvou
proménnych je zjiSténi defi-
nitnosti zvlasté jednoduché
(viz Otdzky).

LEKCE19-EXT
Taylor
stfedni hodnota
lokalni extrém
kritické body
kvadr.forma
vazany extrém
Lagrange
kvadr.forma 2
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



4. Je-li kvadratickd forma druhych parcidlnich derivaci funkce f v néjakém bodé¢ in-
definitni, m4 f v tomto bodé¢ tzv. sedlovy bod.

\




4. Je-li kvadratickd forma druhych parcidlnich derivaci funkce f v néjakém bodé¢ in-
definitni, m4 f v tomto bodé¢ tzv. sedlovy bod.

\

Tento pripad nemuZze nastat
u funkci jedné proménné.




4. Je-li kvadratickd forma druhych parcidlnich derivaci funkce f v néjakém bodé in-
definitni, m4 f v tomto bodé¢ tzv. sedlovy bod.

\

Tento pripad nemuze nastat
u funkci jedné proménné.

Ostatni pripady jsou u
funkci jedné proménné

obdobné: druha derivace
je bud’ kladnda (minimum) R T

nebo zdpornd (maximum) Taylor

stfedni hodnota

nebo nulova (nelze rozhod- lokalni extrém
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4. Stejné jako u funkci jedné proménné byva nékdy jednodussi rozhodovat o druhu
extrému nikoli pomoci druhych derivaci, ale usudkem.

\




4. Stejné jako u funkci jedné proménné byva nékdy jednodussi rozhodovat o druhu
extrému nikoli pomoci druhych derivaci, ale usudkem.

\

Byva to v pripadech, kdy jsou druhé derivace komplikované.

Konec pozndmek 1.




Priklady 1 :

1. Najdé&te lokaln{ a absolutni extrémy funkce 2° — 6z — 6zy + 6y + 3y* na R,

\




Priklady 1 :

1. Najdé&te lokaln{ a absolutni extrémy funkce 2° — 6z — 6zy + 6y + 3y* na R,

\

Jsou dva kritické body (0, —1), (2,1). V prvnim je pfislusna kvadraticka forma indefi-
nitni a ve druhém je pozitivné definitni. Absolutni extrémy nejsou.

\




Priklady 1 :

1. Najdéte lok4ln{ a absolutni extrémy funkce 2° — 62 — 6xy + 6y + 3y* na R>.

\/

Jsou dva kritické body (0, —1), (2, 1). V prvnim je prislu$na kvadraticka forma indefi-
nitni a ve druhém je pozitivné definitni. Absolutni extrémy nejsou.

\/

Proved’te podrobnosti.
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2. Najdéte absolutni extrémy funkce sin x + siny + sin(x + y) na otevieném Ctverci
(0,7/2) x (0,7/2).

\




2. Najdéte absolutni extrémy funkce sin x + siny + sin(x + y) na otevieném Ctverci
(0,7/2) x (0,7/2).

\

Uvnitf Stverce je jeden kriticky bod (7/3,7/3) s hodnotou 3v/3/2. Snadno se zjisti
dosazovanim hranice (y = 0,2 = 7/2,y = w/2,x = 0), Ze hodnoty funkce na hranici
jsou mensi nez 31/3/2. V tomto bodé je tedy absolutni maximum, absolutni minimum
neexistuje (proc?).

—p




3. Najdéte absolutni extrémy funkce x° +y* — 3zy na mnoziné {(z,y);0 < z < 3,0 <
y < 272

\




3. Najdéte absolutni extrémy funkce x° +y* — 3zy na mnoziné {(z,y);0 < z < 3,0 <
y < 272

\

Podobnym postupem jako v predchozim piikladé zjistite absolutni minimum v (1,1).
Absolutni maximum neexistuje.

Konec piikladi 1.




Otazky 1 :

1. Uved’te priklad funkce dvou proménnych, kterd ma v néjakém bode obé parcidlni
derivace (spojité) nulové, ale nema v onom bodé lokalni extrém.

-




2. Uved’te priklad funkce dvou proménnych definované na vnitrku jednotkového kruhu,
kterda nema zadny lokdlni extrém.

—p




3. Uved’te priklad funkce dvou proménnych definované na uzaviené mnozin¢ (ote-
viend mnozina spolu s hranici) kterd nema zadny lokalni extrém.

—p




4. Ukazte, Ze kvadratickd forma axz?+2bxy-+cy? je pozitivné (nebo negativng) definitni
pravé kdyz ac > b* aa > 0 (resp. a < 0).

\




4. Ukazte, Ze kvadratickd forma axz?+2bxy-+cy? je pozitivné (nebo negativng) definitni
pravé kdyz ac > b* aa > 0 (resp. a < 0).

\

Je indefinitni pravé kdyZ ac < b? a je semidefinitni pravé kdyz ac = b

Konec otazek 1.




Cviceni 1 :

Piiklad. Spoctéte extrémy funkce f(x,y) = 2%+ 2xy—42+8y na obdélniku 0 < z < 1,
0<y<2

\




Cviceni 1 :

Piiklad. Spoctéte extrémy funkce f(x,y) = 2%+ 2xy—42+8y na obdélniku 0 < z < 1,
0<y<2

\ /

ResSeni. OznaCme si zkoumany obdélnik A .
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Cviceni 1 :

Piiklad. Spoctéte extrémy funkce f(x,y) = 2%+ 2xy—42+8y na obdélniku 0 < z < 1,
0<y<2

{

ResSeni. OznaCme si zkoumany obdélnik A .

\

Spocitdme parcidlni derivace a urcime, Ze jediny kriticky bod funkce f neleZi ve zkou-
mané mnozin¢é K.

\




Cviceni 1 :
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0<y<2
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\

Spocitdme parcidlni derivace a urcime, Ze jediny kriticky bod funkce f neleZi ve zkou-
mané mnozin¢é K.

\

Tedy f jako spojitd funkce na kompaktni mnoziné¢ K nabyvd na K absolutniho mi-
nima a maxima na hranici K.

\
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Tedy f jako spojitd funkce na kompaktni mnoziné¢ K nabyvd na K absolutniho mi-
nima a maxima na hranici K.

\

Tuto hranici budeme parametrizovat pomoci 4 kiivek a budeme zkoumat extrémy
funkce jedné proménné na defini¢nim oboru téchto krivek.
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\
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Napriklad ¢ast hranice H; lezici v ose x jde parametrizovat

p1(t) = (¢,0)
na intervalu [0, 1].
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Cviceni 1 :

Piiklad. Spoctéte extrémy funkce f(x,y) = 2%+ 2xy—42+8y na obdélniku 0 < z < 1,
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Tedy na intervalu |0, 1] zkoumame extrémy funkce

flpa(t,0) =" — 4¢.




Tedy na intervalu |0, 1] zkoumame extrémy funkce

flpa(t,0) =" — 4¢.

\

Minima na H; se nabyva v (1,0), maxima v (0, 0).

\




Tedy na intervalu |0, 1] zkoumame extrémy funkce
flon(t,0) =t —4t .
\

Minima na H; se nabyva v (1,0), maxima v (0, 0).

\

Podobné s dalSimi useky hranice K.

\




Tedy na intervalu |0, 1] zkoumame extrémy funkce
floa(t,0) =" — 4t .

\

Minima na H; se nabyva v (1,0), maxima v (0, 0).

4

Podobné s dalSimi useky hranice K.

\

Vysledek vznikne porovnanim hodnot v kandidatech na minimum a maximum.

=)




Obrazek grafu funkce
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VSimnéme si jednoduchého
faktu, Ze ve funkci f(z,y) =
x? + 22y — 47 +Sy mame pro
pevné x na starost linearni
funkci, pro pevné y kvadra-
tickou a vzdy otoCenou na-
horu.
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VSimnéme si jednoduchého
faktu, Ze ve funkci f(z,y) =
x? + 22y — 47 +Sy mame pro
pevné x na starost linearni
funkci, pro pevné y kvadra-
tickou a vzdy otoCenou na-
horu.

Tedy Zadny bod roviny neni
bodem ostrého lokalniho
maxima. Aha.
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Piiklad. Funkce f(z,y) = 2% + y° md v pocatku kriticky bod. Zjistéte, zda se jedna o
extrém.

\




Piiklad. Funkce f(z,y) = 2% + y° md v pocatku kriticky bod. Zjistéte, zda se jedna o
extrém.

\

Reseni. Diky chovani na ose y zde neni lokélni extrém.

\




Piiklad. Funkce f(z,y) = 2% + y° md v pocatku kriticky bod. Zjistéte, zda se jedna o
extrém.

\

Reseni. Diky chovani na ose y zde neni lokélni extrém.

\

Na kubické parabole y? stoji
funkce z2.




Obrazek grafu funkce
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Piiklad. Funkce f(z,y) = 2% + y* md v pocatku kriticky bod. Zjistéte, zda se jedna o
extrém.

\




Piiklad. Funkce f(z,y) = 2% + y* md v pocatku kriticky bod. Zjistéte, zda se jedna o
extrém.

\

Reseni. Ovéifme podminku pozitivni definitnosti formy druhych parcidlnich derivaci
pomoci ovéfeni podminky f,.(P) > 0a fu.(P) - f,,(P) > f2,(P) pro P = (0,0).

\
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V naSem pifpadé jde o vztah 2 > 0 a 2 - 2 > 0%, ktery plati.
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Piiklad. Funkce f(z,y) = 2% + y* md v pocatku kriticky bod. Zjistéte, zda se jedna o
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\

Reseni. Ovéfime podminku pozitivni definitnosti formy druhych parcidlnich derivaci
pomoci ovéfeni podminky f,.(P) > 0a f..(P) - f,,(P) > f7,(P) pro P = (0,0).

\

V nasem piipadé jde o vztah 2 > 0 a 2 - 2 > 0%, ktery plati.

\/

V pocatku ma funkce ostré lokalni maximum.
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Navic jsem si vSiml, ze jde
pouZzit jenou ve vnitfnich
bodech. Smiila.




Pokud najdeme na hranici
mnoziny bod, v némz se
vzhledem k hranici nabyva
extrému, nemusi to zname-
nat extrém vici mnoziné.
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Pokud najdeme na hranici
mnoziny bod, v némz se
vzhledem k hranici nabyva
extrému, nemusi to zname-
nat extrém vici mnoziné.

Napfiiklad pocatek je pro
funkci 22 +sin y docela dob-
rym kandiditem na ostré lo-
kalni naximum na poloro-
viné x > 0, nicméné mu to
ten sinus v libovolném okoli
pocatku bude Skodolibé ka-

7it.
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Na to se rad Skodolibé podi-
vam:




Obrazek grafu funkce
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V okoli takovych bodi mu-
sime nasadit 100 procent
osobniho kouzla.
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V okoli takovych bodi mu-
sime nasadit 100 procent
osobniho kouzla.

Budu se snazit takové
zaskodniky odhalit po prim-
kach, po parabolach a na ty
nejzaludnéjsi vytdhnu s €.
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V okoli takovych bodi mu-
sime nasadit 100 procent
osobniho kouzla.

Budu se snazit takové
zaskodniky odhalit po prim-
kach, po parabolach a na ty
nejzaludnéjsi vytdhnu s €.

GOOD LUCK!
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Konec cviceni 1.




Ted” poradim, jak zkoumat
extrémy funkci vice pro-
ménnych v praxi:




Ted” poradim, jak zkoumat
extrémy funkci vice pro-
ménnych v praxi:

Nasledujicim raddm plné
davéruji!!!
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1. Pii zkoumani extrémi na polooteviené mnoziné A se postupuje podobné jako v
jednorozmérném pripadé. Nejdrive se zjisti kritické body uvnitf A.

\




1. Pii zkoumani extrémi na polooteviené mnoziné A se postupuje podobné jako v
jednorozmérném pripadé. Nejdrive se zjisti kritické body uvnitf A.

\

2. Narozdil od jednorozmeérného pripadu, kde byly nejvyse dva hranicni body u inter-
valu, ve vicerozmérného pripadu jsou hranice nekone¢né mnoziny.

\




1. Pii zkoumani extrémi na polooteviené mnoziné A se postupuje podobné jako v
jednorozmérném pripadé. Nejdrive se zjisti kritické body uvnitf A.

\

2. Narozdil od jednorozmeérného pripadu, kde byly nejvyse dva hranicni body u inter-
valu, ve vicerozmérného pripadu jsou hranice nekone¢né mnoziny.

\

3. Nastésti vSak v praxi byvaji tyto hranice vétSinou kfivkami a tedy popsany spojitymi
funkcemi jedné proménné. Dosazenim téchto funkci do zkoumané funkce se dostane
funkce jedné proménné a pro ni lze zjistit kritické body.

\
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2. Narozdil od jednorozmeérného pripadu, kde byly nejvyse dva hranicni body u inter-
valu, ve vicerozmérného pripadu jsou hranice nekone¢né mnoziny.

\

3. Nastésti vSak v praxi byvaji tyto hranice vétSinou kfivkami a tedy popsany spojitymi
funkcemi jedné proménné. Dosazenim téchto funkci do zkoumané funkce se dostane
funkce jedné proménné a pro ni lze zjistit kritické body.

\

5. Je vSak nutné si uvédomit, Ze takto ziskané napr. lokdlni minimum je lokdlnim
minimem pouze pro hranici a nikoli pro mnozinu A.

\




1. Pii zkoumani extrémi na polooteviené mnoziné A se postupuje podobné jako v
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2. Narozdil od jednorozmeérného pripadu, kde byly nejvyse dva hranicni body u inter-
valu, ve vicerozmérného pripadu jsou hranice nekonecné mnoZiny.
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3. Nastésti vSak v praxi byvaji tyto hranice vétSinou kfivkami a tedy popsany spojitymi
funkcemi jedné proménné. Dosazenim téchto funkci do zkoumané funkce se dostane
funkce jedné proménné a pro ni lze zjistit kritické body.

\

5. Je vSak nutné si uvédomit, Ze takto ziskané napr. lokdlni minimum je lokdlnim
minimem pouze pro hranici a nikoli pro mnozinu A.

\

6. V nékterych specidlnich pripadech je mozné zkoumanim funkce v okoli takového
lokalniho extrému vzhledem k hranici urcit, zda je lokalnim extrémem i vzhledem k A.

\




1. Pii zkoumani extrémi na polooteviené mnoziné A se postupuje podobné jako v
jednorozmérném pripadé. Nejdrive se zjisti kritické body uvnitf A.

\

2. Narozdil od jednorozmeérného pripadu, kde byly nejvyse dva hranicni body u inter-
valu, ve vicerozmérného pripadu jsou hranice nekonecné mnoZiny.

\

3. Nastésti vSak v praxi byvaji tyto hranice vétSinou kfivkami a tedy popsany spojitymi
funkcemi jedné proménné. Dosazenim téchto funkci do zkoumané funkce se dostane
funkce jedné proménné a pro ni lze zjistit kritické body.

\

5. Je vSak nutné si uvédomit, Ze takto ziskané napr. lokdlni minimum je lokdlnim
minimem pouze pro hranici a nikoli pro mnozinu A.

\

6. V nékterych specidlnich pripadech je mozné zkoumanim funkce v okoli takového
lokalniho extrému vzhledem k hranici urcit, zda je lokalnim extrémem i vzhledem k A.

\

7. Nicméné, vzdy lze srovndnim hodnot na vSech ziskanych kritickych bodech zjistit
absolutni extrémy.

=)




V podstaté je tam receno, zZe
se postupuje podle selského
rozumu.
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V podstaté je tam receno, zZe
se postupuje podle selského
rozumu.

Ach jo, to neni dobra zpriva
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Ukazte, Ze plati nasledujici
tvrzeni.

VETA. Necht' A je polooteviend omezend mnoZina v roviné a jeji hranice patiici k A
je grafem parametricky zadané kiivky z = o(t), y = ¢(t),t € 1.

\




Ukazte, Ze plati nasledujici
tvrzeni.

VETA. Necht' A je polooteviend omezend mnoZina v roviné a jeji hranice patiici k A
je grafem parametricky zadané kiivky z = o(t), y = ¢(t),t € 1.

\

Pak absolutni maximum (minimum) spojité funkce f definované na A je maximalni
(resp. minimalni) hodnota f na kritickych bodech f uvnitf A a na kritickych bodech

funkce f(p(t), (1))t € I.

\




Ukazte, ze plati nasledujici
tvrzeni.

VETA. Necht A je polooteviend omezend mnoZina v rovin€ a jeji hranice patfici k A
je grafem parametricky zadané kiivky = = ¢(t), y = ¥(t),t € I.

\

Pak absolutni maximum (minimum) spojité funkce f definované na A je maximalni
(resp. minimélni) hodnota f na kritickych bodech f uvnitf A a na kritickych bodech

funkce f(p(t),¥(t)),t € 1.
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V pripadé, Ze je hranice za-
dana implicitné, neni vzdy
mozné dosadit do funkce
S (a: y) za y funkci popisu-
jici hranici!
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V pripadé, Ze je hranice za-
dana implicitné, neni vzdy
mozné dosadit do funkce
S (x y) za y funkci popisu-
jici hranici!

V tomto pripadé lze pouzit
tzv. metodu Lagrangeovych
multiplikétort.
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V pripadé, Ze je hranice za-
dana implicitné, neni vzdy
mozné€ dosadit do funkce
f(x,y) za y funkci popisu-
jici hranici!

V tomto pripadé lze pouzit
tzv. metodu Lagrangeovych
multiplikétort.

Jde o jemnou zdlezitost, da-
vejte na ty multiplikdtory
pozor.
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J4 tém multiplikdtorim fi-
kam konstanty.




Ja tém multiplikdtorim fi-
kam konstanty.

BUNO nuly ;-)
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VETA. Necht A je grafem implicitné zadané kfivky g(z,y) = 0, funkce f je defino-
vana na néjaké oteviené mnozin¢ U obsahujici A a plati:

\




VETA. Necht A je grafem implicitné zadané kfivky g(z,y) = 0, funkce f je defino-
vana na néjaké oteviené mnozin¢ U obsahujici A a plati:

\

1. f, g maji spojité parcidlni derivace prvniho fadu na U;

\
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\




VETA. Necht A je grafem implicitné zadané kfivky g(z,y) = 0, funkce f je defino-
vana na néjaké oteviené mnozin¢ U obsahujici A a plati:

\

1. f, g maji spojité parcidlni derivace prvniho fadu na U;

\
2. pro kazdy bod (z,y) € A je bud’ $4(x,y) # 0 nebo 5(x, y) # 0.

\

Ma-li f v bodé€ P € A lokdlni extrém, pak existuje redlné Cislo \ tak, Ze

A(f +Ag) I(f +Ag)

Ox (P)=0, Oy

(P)=0.




VETA. Necht A je grafem implicitné zadané kfivky g(z,y) = 0, funkce f je defino-
vana na néjaké oteviené mnozin¢ U obsahujici A a plati:

\

1. f, g maji spojité parcidlni derivace prvniho fadu na U;

\
2. pro kazdy bod (z,y) € A je bud’ $4(x,y) # 0 nebo 5(x, y) # 0.

\
Ma-li f v bodé€ P € A lokdlni extrém, pak existuje redlné Cislo \ tak, Ze

A(f +Ag) I(f +Ag)

Ox (P)=0, Oy

(P)=0.

Dukaz.




Za predpoklada predchozi véty se funkce

F(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y)
nazyva Lagrangeova funkce a parametr A Lagrangetv multiplikator.

\




Za predpokladu predchozi véty se funkce

nazyva

\

F(z,y,\) = f(x,y) + Ag(x,y)

a parametr \

Tvrzeni pak ftika, Ze kri-
tické body P funkce f na
A odpovidaji kritickym bo-
dim (P, \) funkce F' na né-
jaké oteviené mnoziné U (t].
grad f + Ag)(P, A) = 0).
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Ukazeme pouziti na pfi-
kladé.




Ukazeme pouziti na pfi-
kladé.

Necht je A je grafem implicitné zadané kiivky g(x,y) = = + y — 2, funkce f(z,y) =
2? 4 y? je definovana na oteviené mnoziné U = R?. Hleddme extrémy f na A.

z /




Vidime, ze plati:

\
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1. f, g maji spojité parcidlni derivace prvniho fadu na U,
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Vidime, ze plati:

\
1. f, g maji spojité parcidlni derivace prvniho fadu na U;
\
2. pro kazdy bod (x,y) € A je g—g(:p, y) # 0.
\
Ma-li f v bodé€ P € A lokalni extrém, pak existuje redlné Cislo \ tak, Ze
O(f + Ag) O(f +Ag)
——(P)=0, ———=(P)=0 P)=0.
o (P) =0, SR =0, g(P)
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Vidime, ze plati:

\
1. f, g maji spojité parcidlni derivace prvniho fadu na U,
\

2. pro kazdy bod (x,y) € A je g—g(:p, y) # 0.

\

Ma-li f v bodé€ P € A lokalni extrém, pak existuje redlné Cislo \ tak, Ze
O(f + Ag) O(f + Ag)

P =0, SEEEP) =0, g(P)

\
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Tedy feSime soustavu
20 + A

2y + A
r+y—1

Il
coo




Tedy feSime soustavu
20 + A

2y + A
r+y—1

Il
coo

\

Spocteme feSeniz = 1,y =1a A= —2.




Tedy bod, ktery je podezfely z nabyvani extrému f na A, je bod P = (1,1). Vzhle-
dem k tomu, Ze funkce f je na A zdola omezena a neni zhora omezen4, nasli jsme bod
absolutniho minima.

\




Tedy bod, ktery je podezfely z nabyvani extrému f na A, je bod P = (1,1). Vzhle-
dem k tomu, Ze funkce f je na A zdola omezend a neni zhora omezen4, nasli jsme bod
absolutniho minima.

\

Tedy pro funkci f + A\g =
o4yt —2r—2y+2=(z—
1)2 + (y — 1)? je bod (1,1)
kritickym.




Tedy bod, ktery je podeziely z nabyvani extrému f na A, je bod P = (1,1). Vzhle-
dem k tomu, Ze funkce f je na A zdola omezend a neni zhora omezend, nasli jsme bod
absolutniho minima.

\

Tedy pro funkci f + A\g =
o4yt — 25 —2y+2 = (z—
12+ (y — 1)% je bod (1,1)
kritickym.
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Zjist ovani, zda v P opravdu
lokélni extrém nastane, lze
opet prenést na zjiSténi,
zda pfiislusny bod (P, \) je
lokalnim extrémem funkce
F = f + A\g na oteviené
mnoziné.
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Zjist ovani, zda v P opravdu
lokélni extrém nastane, lze
opet prenést na zjiSténi,
zda pfiislusny bod (P, \) je
lokalnim extrémem funkce
F = f + A\g na oteviené
mnoziné.

To je opravdu dileZit4 infor-
mace.

LEKCE19-EXT
Taylor
stfedni hodnota
lokalni extrém
kritické body
kvadr.forma
vazany extrém
Lagrange
kvadr.forma 2
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



ProtoZe derivace podle tieti proménné funkce F'(z,y, A) v prislusné kvadratické formé
vypadnou, dostanou se nasledujici postacujici podminky:

\




ProtoZe derivace podle tieti proménné funkce F'(z,y, A) v prislusné kvadratické formé
vypadnou, dostanou se nasledujici postacujici podminky:

\

VETA. Za piedpokladi predchozi véty se oznaéi H(h, k) = (h + k)?F(P). V kvadra-
tické formé H se nahradi h nebo k druhou proménnou z rovnice h g—g(P) + k g—z(P) =0
a ziskd se kvadratick4 forma H (t) = at® jedné proménné.

\




ProtoZe derivace podle tieti proménné funkce F'(z,y, A) v prislusné kvadratické formé
vypadnou, dostanou se nasledujici postacujici podminky:

\

VETA. Za piedpokladi predchozi véty se oznaéi H(h, k) = (h + k)?F(P). V kvadra-
tické formé H se nahradi h nebo k druhou proménnou z rovnice h g—g(P) + k g—z(P) =0
a ziskd se kvadratick4 forma H (t) = at® jedné proménné.

\

1. Je-li a > 0, nabyva f v P ostré lokalni minimum.

\




ProtoZe derivace podle tieti proménné funkce F'(z,y, A) v prislusné kvadratické formé
vypadnou, dostanou se nasledujici postacujici podminky:

\

VETA. Za piedpokladi predchozi véty se oznaéi H(h, k) = (h + k)?F(P). V kvadra-
tické formé H se nahradi h nebo k druhou proménnou z rovnice h g—g(P) + k g—z(P) =0
a ziskd se kvadratick4 forma H (t) = at® jedné proménné.

\

1. Je-li a > 0, nabyva f v P ostré lokalni minimum.

\

2. Je-li a < 0, nabyva f v P ostré lokdlni maximum.

\




ProtoZe derivace podle tieti proménné funkce F'(z,y, A) v prislusné kvadratické formé
vypadnou, dostanou se nasledujici postacujici podminky:

\

VETA. Za piedpokladi predchozi véty se oznaéi H(h, k) = (h + k)?F(P). V kvadra-
tické formé H se nahradi h nebo k druhou proménnou z rovnice h g—g(P) + k g—g(P) =0
a ziskd se kvadratick4 forma H (t) = at® jedné proménné.

\

1. Je-li a > 0, nabyva f v P ostré lokalni minimum.

\

2. Je-li a < 0, nabyva f v P ostré lokdlni maximum.

\

3. Je-li a = 0, nelze o lokdlnim extrému f v P pomoci H rozhodnout.

Dukaz.




Necht’ napr. g—Z(P) = (. Potom h = _kgxgpg a koeficient a z predchozi véty se rovna

g:(P) g:(P)
( )‘|‘fyy< )y(P>

foo — 2oy




Necht’ napf.

o
y

; a koeficient a z predchozi véty se rovna

] . .9z (P
(P) # 0. Potom h = —k o (P
92(P) 5:(P)

g .
i i T e :
far =2y T Il ) iy

~

V nasledujici Casti bude
predpokladano, Ze vSechny
parcidlni derivace 1.f. pou-
zivanych funkci existuji a
jsou spojité.
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Zkoumad-li se funkce tfi proménnych, mohou pro vazané extrémy nastat dvé zakladni
situace. Postupy jsou stejné, jako v predchozim pripade a podrobnosti budou vynechény.

\




Zkoumad-li se funkce tfi proménnych, mohou pro vazané extrémy nastat dvé zakladni
situace. Postupy jsou stejné€, jako v predchozim ptipadée a podrobnosti budou vynechény.

4

L. Pro extrémy funkce tif proménnych f(z, y, z) na mnoziné A urcené rovnici g(z, y, z)
0 se hledaji extrémy funkce F'(x,y, 2, \) = f(x,y, 2) + A\g(z, y, 2).

\




Zkoumad-li se funkce tfi proménnych, mohou pro vazané extrémy nastat dvé zakladni
situace. Postupy jsou stejné€, jako v predchozim ptipadée a podrobnosti budou vynechény.

4

L. Pro extrémy funkce tif proménnych f(z, y, z) na mnoziné A urcené rovnici g(z, y, z)
0 se hledaji extrémy funkce F'(z,y, 2, \) = f(z,y, 2) + A\g(z, y, 2).

\

Pfedpokladem je nenulovost alesponi jedné z derivaci g, g,, g. v kazdém bod€ A (tj.,
hodnost 1 matice gradg v kazdém bodé A).

\
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situace. Postupy jsou stejné€, jako v predchozim ptipadée a podrobnosti budou vynechény.

4

L. Pro extrémy funkce tif proménnych f(z, y, z) na mnoziné A urcené rovnici g(z, y, z)
0 se hledaji extrémy funkce F'(z,y, 2, \) = f(x,y, 2) + Ag(z,y, 2).

\

Pfedpokladem je nenulovost alesponi jedné z derivaci g, g,, g. v kazdém bodé A (4.,
hodnost 1 matice gradg v kazdém bodé A).

\

Nutnou podminkou, aby
bod P byl lokdlnim extré-
mem f na A, je tedy rovnost
gradF' = 0.




Posta¢ujici podminky pak ddva definitnost kvadratické formy H dvou proménnych,
kterd vznikne z kvadratické formy tif proménnych H (h, k, 1) = (h + k + [)>F(P) dosa-
zenim za jednu proménnou z rovnice h g—g(P) + k g—g(P) S %(P) = 0.

\




Posta¢ujici podminky pak ddva definitnost kvadratické formy H dvou proménnych,
kterd vznikne z kvadratické formy tif proménnych H (h, k, 1) = (h + k + [)>F(P) dosa-
zenim za jednu proménnou z rovnice h g—g(P) + k g—g(P) S %(P) = 0.

\

Jde o podobnou zdlezitost
jako pro jednu podminku.




Postatujici podminky pak ddva definitnost kvadratické formy H dvou proménnych,
kterd vznikne z kvadratické formy tff proménnych H (h, k,1) = (h + k + 1)*F(P) dosa-
zenim za jednu proménnou z rovnice h (())—f(P) + k S—z(P) 4= | g—q(P) = 0.

\

Jde o podobnou zalezZitost
jako pro jednu podminku.
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IL. Pro extrémy funkce tfi proménnych f(z,y, 2) na mnoziné A uréené rovnicemi
g(x,y,z) =0,h(z,y, z) = 0 se hledaji extrémy funkce

F(x,y,z,\ 1) = f(z,y,2) + Ag(x,y, 2) + ph(z,y, 2) .




IL. Pro extrémy funkce tfi proménnych f(z,y, 2) na mnoziné A uréené rovnicemi
g(x,y,z) =0,h(z,y, z) = 0 se hledaji extrémy funkce

F(x,y, 2, A\ 1) = f(z,y,2) + Ag(x, 9, 2) + ph(z,y, 2) .

\
Predpokladem je hodnost 2 matice s fadky gradg, gradh v kazdém bodé A.

\




IL. Pro extrémy funkce tfi proménnych f(z,y, 2) na mnoziné A uréené rovnicemi
g(x,y,z) =0,h(z,y, z) = 0 se hledaji extrémy funkce

F(x,y, 2, A\ 1) = f(z,y,2) + Ag(x, 9, 2) + ph(z,y, 2) .

\
Predpokladem je hodnost 2 matice s fadky gradg, gradh v kazdém bodé A.

\

Nutnou podminkou, aby bod P byl lokdlnim extrémem f na A, je tedy rovnost gradF' =
0.

\




IL. Pro extrémy funkce tfi proménnych f(z,y, 2) na mnoziné A uréené rovnicemi
g(x,y,z) =0,h(z,y, z) = 0 se hledaji extrémy funkce

F(x,y, 2, A\ 1) = f(z,y,2) + Ag(x, 9, 2) + ph(z,y, 2) .

\
Predpokladem je hodnost 2 matice s fadky gradg, gradh v kazdém bodé A.

\

Nutnou podminkou, aby bod P byl lokdlnim extrémem f na A, je tedy rovnost gradF' =
0.

\

Postacujici podminky pak ddva definitnost kvadratické formy H jedné proménné,
kterd vznikne z kvadratické formy tif proménnych H (h, k, 1) = (h + k + [)?F(P) dosa-
zenim za dveé proménné z rovnic

dg dg dg

ax(P) +k8y(P> +Z0Z(P) 0,

oh oh oh
h%(P) k&’_y<P> lg(P) =0.




Poznamky 2 :

Ulohy, kde se hledaji extrémy funkce splitujici n&jakou dalsi podminku, se &asto na-
zyvaji vazané extrémy protoze jsou vazané danou podminkou nebo podminkami.

\




Poznamky 2 :

Ulohy, kde se hledaji extrémy funkce splitujici n&jakou dalsi podminku, se &asto na-
zyvaji vazané extrémy protoze jsou vazané danou podminkou nebo podminkami.

\

Pfi hledani vazanych extrému je mozné v nékterych ptipadech pouZit jak Lagrange-
ovych multiplikatorti tak vypocitat z dané podminky napf. y a dosadit do zkoumané
funkce (tim se podminky zbavite).

\




Poznamky 2 :

Ulohy, kde se hledaji extrémy funkce splitujici n&jakou dalsi podminku, se &asto na-
zyvaji vazané extrémy protoze jsou vazané danou podminkou nebo podminkami.

\

Pii hledani vdzanych extrému je mozné v nékterych ptipadech pouZit jak Lagrange-
ovych multiplikdtorti tak vypocitat z dané podminky napr. y a dosadit do zkoumané
funkce (tim se podminky zbavite).

\/

Neni obecné ziejmé, ktera
z obou metod je v daném
pripad€ jednodussi. V Pri-
kladech 2 takové situace na-
jdete a miiZete ozkouset obé
metody.
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Nékdy byva vhodné prejit k jinym souradnicim, napt. k polarnim nebo sférickym.

\




Nékdy byva vhodné piejit k jinym souradnicim, napr. k polarnim nebo sférickym.

\

Mohou se tak znacné zjednodusit rovnice kiivek, které slouzi jako podminky, za kte-
rych se extrémy hledaji.

\




Nékdy byva vhodné piejit k jinym souradnicim, napr. k polarnim nebo sférickym.

\

Mohou se tak znacné zjednodusit rovnice kiivek, které slouzi jako podminky, za kte-
rych se extrémy hledaji.

\

Nap¥. pfi hleddni extrémii funkce xy za podminky 2?/8 + 4?/2 = 1 je vhodné zadat
T = 2\/§008t,y = \/ﬁsint.

\




Nékdy byva vhodné piejit k jinym souradnicim, napr. k polarnim nebo sférickym.

\

Mohou se tak znacné zjednodusit rovnice kiivek, které slouzi jako podminky, za kte-
rych se extrémy hledayi.

\

Napf. pfi hledani extrémi funkce zy za podminky 2°/8 + y?/2 = 1 je vhodné zadat
= Qﬂcost,y — \/§sint.

\

Obecné se vyplati pri feSeni
nespat.
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Pro vyhledani kritickych bodl neni vzdy nutné zjistit i hodnotu multiplikatoru .

\




Pro vyhledéni kritickych boda neni vZdy nutné zjistit i hodnotu multiplikatoru .

\/

Pro zjiStovani druhu ex-
trému pomoci kvadratické
formy je vSak hodnota to-
hoto multiplikétoru potieba.
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Geometricky znamend rovnost grad f(P) = A gradg(P), Ze oba vektory jsou linearné
zavislé, (maji stejny nebo opany smer).

\




Geometricky znamend rovnost grad f(P) = A gradg(P), Ze oba vektory jsou linearné
zavislé, (maji stejny nebo opany smer).

\

Vektor gradg(P) je smér normaly ke kiivce nebo plose urcené funkci g v bodé P.

\




Geometricky znamend rovnost grad f(P) = A gradg(P), Ze oba vektory jsou linearné
zavislé, (maji stejny nebo opany smer).

\

Vektor gradg(P) je smér normaly ke kiivce nebo plose urcené funkci g v bodé P.

\

Vektor grad f(P) je smér nejvétsiho spadu na grafu f a soucasné normadla ke kiivce
nebo plose urcené rovnici f(z,y) = f(P), resp. f(x,y,z) = f(P).

\




Geometricky znamend rovnost grad f(P) = A gradg(P), Ze oba vektory jsou linearné
zavislé, (maji stejny nebo opany smer).

\

Vektor gradg(P) je smér normaly ke kiivce nebo plose urcené funkci g v bodé P.

\

Vektor grad f(P) je smér nejvétsiho spadu na grafu f a soucasné normadla ke kiivce
nebo plose urcené rovnici f(z,y) = f(P), resp. f(x,y,z) = f(P).

\

Ma-li f v P lokdlni extrém, musi mit tyto vektory stejny nebo opaény smér a tedy
kiivky g(x,y) =0, f(x,y, 2) = f(P) maji v P spole¢nou te¢nu.

\




Geometricky znamend rovnost grad f(P) = A gradg(P), Ze oba vektory jsou linearné
zavislé, (maji stejny nebo opany smer).

\

Vektor gradg(P) je smér normaly ke kfivce nebo plose urcené funkei g v bodé P.

4

Vektor grad f(P) je smér nejvétsitho spadu na grafu f a soucasné normadla ke kiivce
nebo plose urcené rovnici f(z,y) = f(P), resp. f(x,y,z) = f(P).

\

Ma-li f v P lokélni extrém, musi mit tyto vektory stejny nebo opacny smér a tedy
kiivky g(x,y) =0, f(x,y, 2) = f(P) maji v P spole¢nou tecnu.

\

To je podstata. Nastane do-
tyk g(z,y) = 0 s vlno-
plochou f(x,y,2) = c pro
vhodnou hodnotu c.
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Geometricky znamend rovnost grad f(P) = A gradg(P), Ze oba vektory jsou linearné
zavislé, (maji stejny nebo opany smer).

\

Vektor gradg(P) je smér normaly ke kfivce nebo plose urcené funkei g v bodé P.

4

Vektor grad f(P) je smér nejvétsitho spadu na grafu f a soucasné normadla ke kiivce
nebo plose urcené rovnici f(z,y) = f(P), resp. f(x,y,z) = f(P).

\

Ma-li f v P lokélni extrém, musi mit tyto vektory stejny nebo opacny smér a tedy
kiivky g(x,y) =0, f(x,y, 2) = f(P) maji v P spole¢nou tecnu.

\

To je podstata. Nastane do-
tyk g(z,y) = 0 s vlno-
plochou f(x,y,2) = c pro
vhodnou hodnotu c.
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Dik za ten dotyk.




Na nalezeni bodu néjaké plochy, ktery je nejbliZe pocatku, je vidét geometricky vy-
znam Lagrangeovych multiplikdtorii v pfipadé o dimenzi vySSim.

\




Na nalezeni bodu néjaké plochy, ktery je nejbliZe pocatku, je vidét geometricky vy-
znam Lagrangeovych multiplikdtorii v pfipadé o dimenzi vySSim.

\

JestliZze se postupné zvétSuji poloméry A kouli se stredem v pocatku, az se koule do-
tkne plochy v bodé P, da se oCekavat, zZe teCné roviny obou ploch budou v P stejné. To
opét znamena rovnost grad f(P) = A gradg(P).

\




Na nalezeni bodu néjaké plochy, ktery je nejblize pocCatku, je vidét geometricky vy-
znam Lagrangeovych multiplikatora v pfipadé o dimenzi vySsim.

\

JestliZze se postupné zvétSuji poloméry A kouli se stredem v pocatku, az se koule do-
tkne plochy v bodé P, d se oCekavat, Ze teCné roviny obou ploch budou v P stejné. To
opét znamena rovnost grad f(P) = A gradg(P).

\

Zkusim to s kopacakem ...

Konec poznamek 2.




Priklady 2 :

1. Najdéte bod v rovin€ 2z + y — z = 5 nejbliZe pocatku.

\




Priklady 2 :

1. Najdéte bod v rovin€ 2z + y — z = 5 nejbliZe pocatku.

\ /
Minimalizujete funkci 2%+ 22 pfi podmince 22+y—2z = 5. Vyjde bod (5/3,5/6, —5/

—p




2. Najdéte absolutni extrémy funkce sin x + siny + sin(x + y) na uzavieném Ctverci
[0, /2] x [0, 7/2]. (Pokraovani prikladu z Pfikladu 1.)

\




2. Najdéte absolutni extrémy funkce sin x + siny + sin(x + y) na uzavieném Ctverci
[0, /2] x [0, 7/2]. (Pokraovani prikladu z Pfikladu 1.)

\

Uvniti Ctverce je jeden kriticky bod (7/3,7/3). Postupné se dosazuji Casti hranice
(y =0, =7/2,y = /2, = 0) a dostanou se kritické body pro hranici ¢tverce: Ctyfi
vrcholy a body (7 /2, w/4), (7 /4, 7/2).

\




2. Najdéte absolutni extrémy funkce sin x + siny + sin(z + y) na uzavieném ctverci
0, 7/2] x [0, 7/2]. (Pokracovani ptikladu z Prikladii 1.)

\

Uvniti Ctverce je jeden kriticky bod (7 /3, 7/3). Postupné se dosazuji Casti hranice
(y =0, =7/2,y = /2,2 = 0) a dostanou se kritické body pro hranici ¢tverce: Ctyfi
vrcholy a body (7 /2, 7/4), (7 /4, 7/2).

\

Srovninim hodnot ve vech ziskanych bodech se dostane maximum funkce 3v/3/2 v
bodé (7/3,7/3) a minimum O v bodé (0, 0).

=
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3. Najdéte lokalni a absolutni extrémy funkce z° + 3° — 32y na mnoziné {(z,y);0 <
r < 3,0 <y < 222 (Pokradovéni piikladu z Piikladii 1.)
\




3. Najdéte lokalni a absolutni extrémy funkce z° + 3° — 32y na mnoziné {(z,y);0 <
r < 3,0 <y < 222 (Pokradovéni piikladu z Piikladii 1.)

\

Uvnitf mnoZiny existuje jediny kriticky bod (1, 1), ve kterém je piislusna kvadraticka
forma pozitivné definitni a tedy je v tomto bod¢ lokalni minimum s hodnotou -1.

\




3. Najdéte lokdlni a absolutni extrémy funkce z° + y* — 32y na mnoziné {(z,y); 0 <
r < 3,0 <y < 222 (Pokradovani piikladu z Prikladii 1.)

\

Uvnitf mnoziny existuje jediny kriticky bod (1, 1), ve kterém je piislusna kvadraticka
forma pozitivné definitni a tedy je v tomto bod€ lokdlni minimum s hodnotou -1.

\/

Pro hranici y = 0 se dostane rostouci funkce z*. Na hranici # = 3 m4 funkce lok4ln{
minimum v bodé v/3. Na zbyvajici hranici m4 funkce lokalni minimum v </5/16.

\/
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3. Najdéte lokdlni a absolutni extrémy funkce z° + y* — 32y na mnoziné {(z,y); 0 <
r < 3,0 <y < 222 (Pokradovani piikladu z Prikladii 1.)

\
Uvnitf mnoziny existuje jediny kriticky bod (1, 1), ve kterém je piislusna kvadraticka
forma pozitivné definitni a tedy je v tomto bod€ lokdlni minimum s hodnotou -1.

\/

Pro hranici y = 0 se dostane rostouci funkce z*. Na hranici # = 3 m4 funkce lok4ln{
minimum v bodé v/3. Na zbyvajici hranici m4 funkce lokalni minimum v </5/16.

\/

Vsechny kritické body jsou (0,0), (3, 0), (3,18), (1,1), (3, v3), (¥/5/16,2+/(5/16)2. Sroy-

nanim hodnot v téchto bodech se dostane absolutni minimum v (1,1) a absolutni maxi-
mum v (3,18).

\
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3. Najdéte lokdlni a absolutni extrémy funkce z° + y* — 32y na mnoziné {(z,y); 0 <
r < 3,0 <y < 222 (Pokradovani piikladu z Prikladii 1.)

\

Uvnitf mnoziny existuje jediny kriticky bod (1, 1), ve kterém je piislusna kvadraticka
forma pozitivné definitni a tedy je v tomto bod€ lokdlni minimum s hodnotou -1.

\/

Pro hranici y = 0 se dostane rostouci funkce z*. Na hranici # = 3 m4 funkce lok4ln{
minimum v bodé v/3. Na zbyvajici hranici m4 funkce lokalni minimum v </5/16.

\/

Vsechny kritické body jsou (0,0), (3, 0), (3,18), (1,1), (3, v3), (¥/5/16,2+/(5/16)2. Sroy-

nanim hodnot v téchto bodech se dostane absolutni minimum v (1,1) a absolutni maxi-
mum v (3,18).

\

Uvahami Ize zjistit moZnost lokdlnich extrému v ostatnich bodech. V bodé (0,0) neni

lokdlni extrém (funkce je tam na hranici rostouci) a ani v bodé (3,1/3) neni lokalni
extrém (funkce tam klesd smérem k -1 v bod€ (1,1) a stoupd smérem k vrcholim —

podobné v bodé ({/5/16,2+/(5/16)2. V bodé (3,0) je lokdlni maximum.

=)
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4. Najdéte lok4lni extrémy funkce 2 + 2y* za podminky 22 — 2x + 2y° + 4y = 0.
\




4. Najdéte lokalni extrémy funkce 22 4 2y* za podminky x? — 2x + 2y* + 4y = 0.
\

Vyjde lokdlni minimum v
(0,0) a lokalni maximum v
(2,-2). Jsou to absolutni ex-
trémy?
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5. Najdéte body na préiniku ploch 2> = 2% 4+ y? s z = 1 +z +y nejbliZe pocatku. Reste
pomoci Lagrangeovych multiplikatort.

\




5. Najdéte body na préiniku ploch 2> = 2% 4+ y? s z = 1 +z +y nejbliZe pocatku. Reste
pomoci Lagrangeovych multiplikatort.

\
(Vyjdou body (—1 4 +/2/2, —1++/2/2, =1 £ /2).)




6. Obdélnik o obvodu 2s se otaci kolem jedné strany. Najdéte délky jeho stran takové,
aby objem vzniklého rotacniho télesa byl nejveétsi.

\




6. Obdélnik o obvodu 2s se otaci kolem jedné strany. Najdéte délky jeho stran takové,
aby objem vzniklého rotacniho télesa byl nejveétsi.

\
(Vyjde (s/3,2s/3).)

Konec piikladi 2.




Cviceni 2 :

2

Piiklad. Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = 2> — y? na mnoziné U = {(z,y) € R? :

? 4+ y* < 1}.
\




Cviceni 2 :

2

Piiklad. Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = 2> — y? na mnoziné U = {(z,y) € R? :

z?+y* < 1},
V

Reseni. Vidime, Ze funkce f md v pocitku sedlovy bod. Extrémy na U tedy musi f
nabyvat na hranici A = oU.

\




Cviceni 2 :

%

Piklad. Naleznéte extrémy funkce f(z,y) = x* — y° na mnoziné U = {(z,y) € R*:

vt +y? < 1}

4

Reseni. Vidime, Ze funkce f md v pocatku sedlovy bod. Extrémy na U tedy musi f
nabyvat na hranici A = 9U.

\

Nasadime metodu Lagran-
geovych multiplikatort.
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Oznalme g(z,y) = 2° + y* — 1. Tedy A je mnoZina nulovych bodi funkce g.
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Oznaéme g(x,y) = 2° + y* — 1. Tedy A je mnoZina nulovych bodi funkce g.
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Tedy feSime soustavu 3 rovnic o 3 neznamych

204+ X2x = 0
—2y+ Ny = 0
4y -1 =0.




Tedy feSime soustavu 3 rovnic o 3 neznamych

204+ X2x = 0
—2y+ Ny = 0
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\
Spocteme feseni jako trojice (x,y, \), vysledek je (0,1,1), (0, —1, —1).
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nicoveé osy.
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Pokud bychom hledali extrémy pouze na B, mohli jsme napiiklad v bodé P, hledat
extrémy funkce f + \g = 22° — 1.
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Pokud bychom hledali extrémy pouze na B, mohli jsme napiiklad v bodé P, hledat
extrémy funkce f + \g = 22° — 1.
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Takto tedy dostaneme body (0, y), v nichZ jsou lokalni neostré extrémy. To potvrzuje
existenci extrému na B.
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