PARCIALNI DERIVACE

Jak derivovat redlné funkce vice proménnych, aby bylo moZné tyto derivace pouzit podobné jako derivace
funkci jedné proménné? Jestlize se okopiruje definice z jedné proménné, dostane se pro bod P z R™* n > 1, a

funkci f n proménnych limita
i P4 = 1(P)

h—0 h ’
coZ ma obecné smysl jen pro redlna Cisla h. V Citateli 1ze h chédpat jako n-tici, kde jsou samé O kromé jedné
soufadnice rovné h. Takto definované operace se nazyvaji parcialni derivace, protoZe pouZzivaji vlastnosti funkce f
jen Castecné, jen v oné nenulové soufadnici.

DEFINICE. Parcidlni derivace funkce f podle prvni (druhé) proménné v bodé€ (xq, yg) svého defini¢niho oboru
je derivace funkce jedné proménné f(z,yg) (resp. f(zo,y)) v bodé xq (resp. yo).
Znaci se
O (0, 0) . resp. 2L (a0,0)
—(x0,¥0) , resp. = (xo,yo) -
Oz 0, Y0 P ay 0, Y0

Obcas se pouzivé znaCeni f (0, y0), resp. fy(zo,%0)-

Opravdu se bere * — f(z,10), coZ je funkce
jedné proménné.

Parcidlni derivace g—ﬁ (20, yo) odpovida obycejné derivaci funkce jedné proménné, kterou ziskdme pomoci fezu
rovnobézného s osou x a z:

y

ATt . o) 1z o . . . £ N 14 v
Parcidlni derivace 8—5 (20, yo) odpovidd obycejné derivaci funkce jedné proménné, kterou ziskdme pomoci fezu
rovnobézného s osou y a z:

Vv

Pro existenci parcidlnich derivaci v bod€ (xq,yg) stati, aby funkce byla definovédna na ,kiiZi" se stfedem v
(20, y0), coZ samoziejmé neni prili§ vhodné pro studium vlastnosti funkce.



0 %)

Proto bude v dal§im predpokladdno pro exis-
tenci parcialnich derivaci funkce f v (xg, y0),
Ze f je definovana v okoli bodu (zq, yg).

ProtoZe se u parcidlnich derivaci jednd o derivaci funkce jedné proménné, plati pro aritmetické operace s
parcidlnimi derivacemi stejnd tvrzeni jako pro derivace funkci jedné proménné (platnost nasledujicich rovnosti je
stejnd jako u jedné proménné, tedy ma-li smysl prava strana):

VETA. (f+g) of 0 )(f-g)  Of )
of+g) _of 9g O(f-g) _0of . 99
o oz Tor ar ox 9T G
~ o of - 0
ofl9) _Gh-9-1 5
Ox 92 '

Je to fakt. Jde pfi tom o funkci jedné proménné.
Ta druhd je jenom jakysi parametr. Tedy KON-
STANTA !!!

U funkci jedné proménné méla existence vlastni derivace v bod¢ za nésledek spojitost funkce v onom bod¢. U
funkci vice proménné nestaci pro spojitost v bod¢€ ani existence vlastnich parcidlnich derivaci v okoli onoho bodu
(viz Priklady). Je nutné dodat dalsi predpoklad:

VETA. Mai-li funkce f : R2 — R omezené parcidlni derivace v okoli néjakého bodu, je v tomto bod¢€ spojita.

Diikaz. Necht' [ je interval v R? a f ma omezené parcidlni derivace uvniti I (ozna¢me S horni hranici absolutnich
hodnot parcidlnich derivaci f uvnitf I). Zvolte uvnitf I body (x,y) a (x + h, y+ k) (pak I obsahuje uvnitf i dsecky
mezibody A = (z,y),B = (z+h,y) amezi B = (z+h,y),C = (z+h,y+k)). Funkce f spliiuje predpoklady
véty o stfedni hodnoté na obou tseCkéach (upfesnéte tento vyrok) a existuji body P, @ na téchto dseckach tak, Ze

f(B) = f(A) = fo(P)h,  f(C) = f(B) = fy(Q)k.

odtud vyplyva vztah |f(z + h,y + k) — f(z,y)| < S(|h| + |k|), a tedy i spojitost f v bod& (x, y). &



Specidlné je tedy f spojitd v né¢jakém bod¢, ma-li
spojité parcidlni derivace na néjakém jeho okoli.

Derivace redlné funkce f jedné proménné v bod€ x( znamenala geometricky smérnici tecny ke grafu funkce v
bodé (2o, f(0)).

TotéZ samoziejmé plati pro parcidlni derivace
funkce vice proménnych.

Pislusné rovnice te¢en maji rovnice (psané vektorové), kde oznacime zg = f(zo, yo):

(337%2’) = (Z'O,yO,Z())+U(1,0,fx(1'(),y0)),uER
(Z‘,y,Z) = (x())y()azo)+U(O71afy(x07y0>)7vER'

Linearni kombinace vektorti na pravych stranach rovnic urcuje rovinu

z—20 = fz(x0,90)(x — 20) + fy(20,%0) (v — Yo) -

Pokud by méla analogie s funkcemi jedné proménné platit i pro tento piipad dvou proménnych, uvedend rovina by
méla byt te¢nou rovinou ke grafu funkce f v bodé (g, yo, 20)- To znamen4, Ze v néjakém okoli bodu (zg, yo, 20)
jsou body grafu blizko bodiim roviny a &im bliZe k (z¢, yo, o), tim bliZe jsou body grafu a roviny navzajem.

Pro funkce jedné proménné byla takova apro-
ximace vyjadiena zbytkem v Taylorové rozvoji:
f(zo + ) = f(xo) + f'(zo)h + |h|p(h), kde
}limo w(h) =0.




Takovyto vztah existoval, pravé kdyZ existovala vlastn{ derivace f’(zg), a proto pro funkce jedné proménné
nemd velky smysl tento vztah specidlné pojmenovavat.

V nasem pripadé dvou proménnych se vySe uve-
dend vlastnost tecné roviny prepiSe nasledovneé:

f($0 + ha Yo + k) = f(‘r(]a yO) + fz(anyO)h + fy(ffo,yo)k + |(ha k)|90(h7 k) ;

kde i hk) = 0.
(h,/i:r)n—@ SO( )

Tuto dilezitou situaci je vhodné formalizovat a zavést jako vhodny pojem:
DEFINICE. Diferencidl v bodé (zg, yg) funkce f : R? — R je linedrni zobrazeni D : R?2 — R takové, Ze (pro
body (z + h,y + k) z n&jakého okoli bodu (z¢, y0))

f(xo+h,yo + k) = f(xo,y0) + D(h, k) +[(h, k)|p(h, k),

kde li h, k) = 0.
e(hvér)n_)ow( )

Mai-li f v bodé (zg, yo) diferencidl, fikd se, Ze je diferencovatelnd v tomto bodg.

Je-1i funkce diferencovatelnd v n¢jakém bodé, je

definovana v né¢jakém okol{ tohoto bodu.

Nékdy je vhodné&jsi psat misto |(h, k)|(h, k) vy-
raz hap(h, k) + k7(h, k) (viz Otdzky).

Vztah parcidlnich derivaci a diferencidlu poskytuje nasledujici tvrzeni.
VETA. Necht' f(z,y) je je definovana v okoli bodu (g, 50).
1. Pokud ma f v (20, o) diferencidl D, pak v tomto bodé existuji parcidlni derivace f(zo, o), fy(20,%0) a

linearni funkce D ma tvar
D(h, k) = fz(zo,y0)h + fy(x0,y0)k .



2. Pokud md f v (xq, yg) spojité parcidlni derivace, md f v tomto bodé¢ diferencil.

Diikaz. Necht' D je diferencidl funkce f v (xg,yo0), tj- D(h, k) = ah + bk pro n&jaka Cisla a, b a plati rovnost z
definice diferencialu. Jestlize se poloZi k£ = 0 a celd rovnost se vydéli h, dostane se

f(zo + h,y0) — f(x0,%0)
h

Prava strana md pro . — 0 limitu rovnou a a tedy existuje i limita levé strany a je rovna a. Limita levé strany je
vSak rovna f (o, o). Podobné pro fy (g, o).

=a+ ¢(h,0).

Nyni dokdZzeme druhé tvrzeni. Musime dokazat
nasledujici rovnost:

lim f(z() + h7y0 + k) B f(z(b yO) B fx(l'(),y())h B fy(xOJJO)k
(hok)—0 |(h, k)

s

Prvni dva ¢leny v Citateli se rozepisi do tvaru f(zg + h,yo + k) — f(zo,y0 + k) + f(zo,y0 + k) — f(z0,y0) a
na prvni dva a zbylé dva Cleny se pouZzije véta o stiedni hodnoté. Cely zlomek po dpravé dostane tvar (c lezi mezi
roaxg+ h, dlezi mezi yg ayg + k)

h(f:l?(c7 Yo + k) B fﬂ?(wﬂa yO)) + k(fy(x()?d) - fﬂ?(wﬂa yO))
|(h, k)|

=0.

Pouzitim spojitosti derivaci a odhadu I "lhllf)l T f|LkI|€)| < 1 se snadno zjisti, Ze zlomek ma limitu rovnou 0. <&

Jednoduchym diisledkem existence diferencidlu je spojitost. DokaZzte nasledujici tvrzeni.

VETA. Ma-li I R2 — R v bodg (zo, yo) diferencidl (specidlné, ma-li v tomto bod¢ spojité parcidlni derivace),
je v tomto bodé€ spojitd.

Jaky je vztah tohoto tvrzeni k pfedchozimu
vztahu spojitosti a parcidlnich derivaci?

Parcidlni derivace slozené funkce je kompliko-
van€j$i nez u jedné proménné, protoZze se pro-
meénnd, podle které se integruje, obecné vysky-
tuje v obou proménnych vnéjsi funkce.




Na to si davejte pozor. Parcidlni derivace slozené
funkce je zajimavy strojek, ktery spolu prozkou-
mdme:

VETA. Necht f(z,y) ma diferencial v bod& (zq, ), funkce 2 = p(u,v),y = q(u,v) maji diferencial v bod&
(up,v0) awg = p(ug,vo), yo = q(ug, vo).

Pak F(u,v) = f(p(u,v),q(u,v)) ma diferencidl v bod& (ug, vg) a pro parcidlni derivace plati (vzorce jsou
uvedeny bez bodt (xg, yo), (ug, vo))

OF _of op 8f 8¢ OF _8f op 0f g

du  dxr Ou By ou’ v dr v - Ay v’

JestliZe funkce p, ¢ z4visf jen na jedné promé&nné, napf. na u, pisf se ve vzorci pro Fy, = I/ misto py a g, derivace
p aq,resp.

To je ten strojek. Derivuje se podle kazdé "mezi-

proménné" a ty pak podle nasi proménné. Pak to
poscitdme na jednu hromadu.

Dikaz. Stadi dokézat tvrzeni pro funkce p(u), ¢(u) jedné proménné, dikaz obecného tvrzeni md stejny postup.
Parcidlni derivace funkci jsou brany jen v uvedenych bodech s nulovymi indexy a proto tyto body ve vzorcich
vynechédme, tj. napf. f znaéi fz(zg,yo)-

Pro jednoduchost budou vynechany i indexy O u
bodd, ve kterych se derivace vysetfuji. Pracuje se
v néjakych okolich piislusnych bodd, kde uve-
dené parcidlni derivace existuji.

Podle piedpokladu platl' fle+h,y+k)= foh+ fyk+ |(h, k)|p(h, k), kde o m4 limitu 0 v pocatku. Podobné
plati p(u+h) = p(u)+p' (w)h+|h|p(h), g(u+h) = q(u)+¢'(u )h+\h|7’( ), kde funkce v, 7 maji limitu 0 v bodé
0. Ukolem je vyjadfit vhodne F(u+h),t. f(p(u+h),q(u+ h)). Do posledni funkce se dosadi misto p(u + h) a

q(u+ h) vyrazy z jejich uvedeného rozvoje a dostane se f(p(u) + (p'(w)h+ k| (h)), g(w) 4+ (¢'(w)h+ |h|T(Rh))).



Na tento tvar se pouzije vyraz pro diferencidl
funkce f a dostane se (v poslednim vyrazu jsou
pro stru¢nost pouzity vyrazy H = p'(u)h +
|h[3p(h), K = ¢’ (u)h + |h|r(h)

F(u+h) = F(u)+ fo(p'(wh+ |l () + fy(q' (Wh + |hl7(h) + |(H, K)|p(H, K)
|

_l’_
F () + farl ) fyf )+ ] () + () - (TR

Zbyvi ukdzat, Ze posledni vyraz ve velké zdvorce ma limitu O v bodé h = 0. Ale ¢)(h) + 7(h) md limitu O podle
predpokladu, vyrazy H, K maji také limitu O v b = 0 (a tedy i p(H, K) ma limitu 0) a vyraz |(H, K)|/|h| je
omezeny. <&

To je jasné. Ten dikaz nemize byt jednodussi nez
pro jednu proménnou. SORRY.

| Takové dikazy mam rad. I

Misto ztiZzeni funkce na pfimky rovnobézné s osami lze derivovat (jako funkce jedné proménné) ziZeni funkce
na libovolnou pfimku prochazejici danym bodem.

Smérem v roviné je minén vektor v roviné o délce 1 (tj., bod na jednotkové kruZnici).

DEFINICE. Necht (u,v) je jednotkovy vektor v roving. Pak derivace ve sméru (u, v) funkce f dvou proménnych
v bodé (xq, yo) je derivace funkce f(xg +t - u,yg + ¢ - v) jedné proménné ¢ v bodé t = 0.



Derivace ve sméru lze jednoduse vyjadrit podle
parcidlnich derivaci:

VETA. Ma-li f v bodé (z, yo) ob& parcidlni derivace spojité, pak derivace f ve sméru (u, v) v bodé (xg, yo) je
rovna

5 ¢ 5t
%(J‘(J- Yo) - u+ %(-'fu- Yo) -

Diikaz. Zderivujete-li funkci f(zg+t-u,yg+1t-v) podle t a pouZijete pfedchozi tvrzeni o derivaci sloZené funkce
(nyni jsou p a g funkce jedné proménné), dostanete dokazovany vyraz. <&

Je-li o dhel, ktery svird vektor (u, v) s osou x, pak derivace f ve sméru (u,v) v bod€ (zg, yo) je rovna

of of .
a—x(xg,yo) -cosa + a—y(azo,yo) ‘sina.

Tedy parcidlni derivace slouzi jako jakysi gene-
rator derivaci ve sméru.

% je parcidlni derivace f ve sméru (1,0) a %

je parcidlni derivace f ve sméru (0,1).

Funkce nemusi byt v néjakém bodé spojitd i kdyZ v ném ma derivace ve vSech smérech (viz Priklady).



To je zasadni zaludnost funkci vice proménnych.
Pozor na to!!!

Dokonce nestaci zkoumat ani "parcidlni derivace
podél parabol" a podobné!!!

Parcidln{ derivace vys$Sich fadi se definuji stejné, jako derivace vyssich fada pro funkce jedné proménné.

4
Napt. % znaci druhou parcidlni derivaci podle x z parcidlni derivace podle y z parcidlni derivace funkce
f podle x.
Tj., nejdiive derivujeme f podle x, pak vysledek podle y a pak vysledek dvakrat podle z.

Na takové hracky jsem pripraveny. Jeste lepsi by
bylo, kdyby vSechny proménné byly konstanty

najednou.

V pripadé spojitych derivaci na poradi derivaci nezéleZi (viz nésledujici tvrzeni). Tj., v pfedchozim pfipadé by
bylo mozné napt. nejdiive derivovat podle y a pak tfikrat podle x.

To je ZASADNI VEC:

2f

a

i on-li parcidlng derivac (ol AT < (o ) nak se v X
VETA. Jsou-li parcidlni derivace 920y & Dydz SPOJité v bodé (g, o), pak se v tomto bodé rovnaji.



Diikaz. ProtoZe jsou ob& derivace 2.¥ddu v (g, yo) spojité, existuji ony i parcidlni derivace 1.fddu v n&jakém
otevieném okoli tohoto bodu. V nésledujicim postupu budou &isla h, k brana tak mala, Ze prislusné pouZité body
lezi v tomto okoli.

Podle definice je fi(z0,y0) = limy_o(f (20 + h,y0) — f(w0,%0))/h a fzy(T0,y0) = limg_o(fz(w0,y0 +
k) — fe(xo,y0))/k. 4.

o flwo+h,yo + k) — f(xo + h,yo) — f(x0,y0 + k) + f(x0,%0)

(Uvédomte si, Ze fyx (0, y0) je limita téhoZ vyrazu, jen s pfehozenymi obéma limitami.) Zvoli se g(y) = (f(xo+
h,y) — f(xo,y)/h, takZe vyraz v limité je roven (g(yo + k) — g(yo)/k

Ted’ se pouZzije nékolikrat véta o stiedni hodnot¢:

Podle této véty je posledni vyraz roven ¢'(d), coz je (f(zg + h,d) — f(xg,d)/h, kde d je bod leZici mezi
Y0, Yo + k. Opétnym pouZitim véty o stiedni hodnoté se posledni vyraz zméni na fy,(c, d) pro néjaky bod lezici
mezi xqg, xg + h.

Dlouhy zlomek v limité se zkratil na fy.(c,d) a
jeho limita je rovna fy.(z0, yo).

Pouzili jsme spojitost druhych derivaci v
(0, y0)-

10



| V béznych situacich to tak opravdu bude. I

| Obdobné pro dalsi smiSené parcidlni derivace: I

Md-li funkce vice proménnych vSechny parcidlni derivace v néjakém bodé aZ do vddu n spojité, pak u vSech parci-
dlnich derivaci v tomto bodé do Fdadu n nezdleZi na poradi derivovdni.

| Je to prosté Sikovny strojecek. I

V Otdzkdch je navod na funkci, kterd nema zaménné parcialni derivace.

Pozndmky 1:
1. Uvédomte si, ze
of dg
7(‘%‘0110) = 7(0) kde g(t) = f(‘TU +t1/U)
ox dt
Jak bylo feceno, pro parcidlni derivace f v bodé€ (0, 0) staci, aby f byla definovédna na osdch x a y.
Pak samozfejmée nemusi existovat derivace v Zadnych jinych smérech.
I kdyZ bude f definovana v okoli (0, 0), a ob& parcidlni derivace v tomto bod¢ existuji, derivace v jinych smérech
nemusfi existovat (viz Priklady).

11



Ani spojitost f v okoli (0, 0) k tomu nesta¢i. Uz
jsem se taky spalila.

2. Existence derivaci ve vSech smérech v daném bodé implikuje spojitost f v tomto bodé na kazdé piimce obsahu-
jici dany bod, nikoli v8ak v onom bodé¢ (k bodu je moZné se bliZit po jiné kfivce) (viz Priklady).

V tomhle punktu mne nic nepfekvapi. Alespoil
jednu chybu tu udéla kazdy.

3. Ma-li funkce f diferenciél v okoli bodu (z, yg) a jeji parcidlni derivace prvniho fadu maji diferencidl v (zq, yg),
fikd se, ze f md v (zq,yo) diferencidl 2.¥adu, ktery md tvar

Fra (20, Y0) W% + 2 fay (20, y0) ik + Fyy(z0, y0) k2,

p)

By )2 f (rozepiste).

coz se pri pouZiti znakd O dd formdlné psdt ve tvaru (h % +k

To dava ndvod, jak definovat a popsat n-ty dife-
rencidl: (h 2 +k )" f.

Jde tu jenom o formalizovani derivaci vys§iho
fadu pro funkce vice proménnych.

12



Tvrzeni o zdménnosti derivaci fry = fyz se
miZe zdat podivné, protoZe pro jeho ovéfeni je
nutné obé derivace spocitat a zjistit zda jsou spo-
jité.

Pravda pravdouci. Na tohle slySim.

U vétSiny pouziti to vSak neni nutné, protoZe je
znamo, jakého tvaru derivace budou a zda budou
Spojité.

Napf. parcidlni derivace raciondlnich funkci jsou
zase raciondlni funkce, parcidlni derivace go-
niometrickych funkci jsou zase goniometrické
funkce, apod.

13



Tedy z vody se udéld jenom vodova polivka.

O.K.

Da se dokdzat, Ze pro zaménnost druhych derivaci staci existence druhého diferencidlu.
Diferencidly se Casto pisi ve tvaru
Druhé a vy$3i diferencidly se mohou znagit symboly d2f, d3f ...

5. Vzorec pro derivaci sloZené funkce lze piepsat do kratsiho (ale ne tak popisného) tvaru g, = fr@y + fytu
(pod. pro derivaci podle v).

Protoze se v prvni parcidlni derivaci slozené
funkce vyskytuji nové i staré proménné (tj. u, v i
x, 1), je tieba pii opétném derivovani davat velky
pozor (viz Priklady).

6. Bylo jiz naznaceno, Ze diferencidl ma vztah k te¢né roviné grafu funkce.
Tecnd rovina ke grafu funkce f(z,y) ve vnitinim bodé (¢, yg) defini¢niho oboru D(f) md rovnici

z = f(z0,%0) + fz(w0,y0)(x — 0) + fy(w0,y0) (¥ — vo) -

Direncial znamend linedrni aproximaci funkce.
Tedy graf jde aproximovat rovinou.

| T,j. jde o dotyk. I
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| Diferencidl ma tedy jasny geometricky vyznam. I

Pokud existuje. T.j. pokud napiiklad ma f v
(20, yo) spojité parcidlni derivace 1.fadu.

Nebo zkusim graf pohladit. KdyZ bude hladky, je

Konec poznamek 1.

Piiklady 1:
1. Pro funkci f(z,y) = 23y — sin(zy?) jsou parcidlni derivace rovny

fo=32%y —y?cos(zy?), fy =2 — 2wycos(zy?).

Parcialni derivace druhého radu:
frx = 6y + y4 sin(xyg) ,

Sy = 322 — 2y cos(zy?) + 2ay> sin(xy?)

fyy = —2x cos(zy?) + 4x2y? sin(zy?) .

15



| Pro kontrolu ovéfte, Ze fy; = fzy- I

2. Pro vypocet derivace funkce 2 /y ve sméru vektoru (1,+/3) v bodé (1,2) je nejprve nutné upravit dany vektor
na jednotkovy (1/2,+/3/2) a teprve potom pouZit vzorec.

ProtoZe gradf = (2x/y, —x%/y?), coz je v daném bodé vektor (1, —1/4), je skalarni soucin (a tedy hledana
derivace) rovny (1,—1/4) - (1/2,/3/2) = 1/2 — /3/8.

3. Maji se spocitat druhé smisené parcidlni derivace fy,, sloZzené funkce f(x,y) = 223y, kde = u2 402,y = uv.
Nejdfive se spo¢ita derivace prvniho fadu f,, = 6z2y - 2u + 223 - v.

Méné zkuSeny pocCtar si mize psat funkci f jako
223 (u, v)y(u, v).

Vysledek se zderivuje podle v (ale , y jsou také funkce v, takZe se derivuje podle v funkce 622 (u, v)y(u, v)2u +
223 (u, v)v:
fuv = 122y - 4uv + 622 - 2u? + 622 - 2uv + 223 .

V tomto jednoduchém piipadé bylo také mozné dosadit do definice f za x a y vyrazy s u, v a derivovat jednoduchou
(4. nikoli sloZenou) funkci.
4. Funkce nemusi byt v néjakém bod¢ spojita i kdyZ v ném mad derivace ve vSech smérech.

Ukazte, Ze tento piipad nastane u funkce s hod-
notami xy /(22 +y?) mimo po&itek a s hodnotou
0 v pocatku.

5. Obvyklym piikladem na nezdménnost parcidlnich derivaci 2.faddu je funkce s hodnotou xy jakmile 0 < y < x
nebo x < y < 0 as hodnotou 0 ve vSech ostatnich bodech roviny. Ovéite.
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| Ovérte si to nékde beze svédka. I

Tato funkce ma v (0,0) derivace ve vSech smérech.

Na diagondlach vSak nenf spojitd (kromé pocatku).

Vhodnou definici (misto xy) 1ze nalézt spojitou
funkci s nezdménnymi derivacemi.

6. Funkce majici hodnotu 0 v poéatku a hodnoty x2y/ (x4 + 4/2) jinde, byla pouzita jako piiklad na nespojitost v

pocatku, prestoZe existuji stejné limity, bliZite-1i se po pfimkéach.

Tato funkce ma derivace v pocatku ve vSech smé-
rech.

Zkoumejte chovani na osach kvadranta. I
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file:afvp.nespojitost

| Jsou to absolutni nezbedy. I
Konec prikladu 1.
Otazky 1:
1. Kde musi byt minimédlné definovéna funkce f, aby formdlné méla smysl definice f5,?
2. Ukazte, Ze ziskdte ekvivalentni pojem diferencidlu, jestlize v jeho definici zaménite |(h, k)|o(h, k) vyrazem
hip(h, k) + k7(h, k).
3. Ovéite ndsledujici vzorecky pro parcidlni derivace 2.Fadu slozené funkce f(x,y) kde z = g(u,v),y = h(u,v)
a derivace jsou zaménné:

fuu = fa:r%% + 2f:r:yguhu + fyth% + frGuu + fyh(“”/) )
Juw = frzGuge + f.’I?’y (.(J’u,h’z) + Gv h’u,) + fyyhu hy + fzguv + fyh(UU) s
fov = fllqz + 2f:1:y,(]v hy + fyy} 7% + fzGov + fy} L(’U”U) .

| To je teda husty. I

.. 52 52 . L . . .
4. Uved’te Laplaceovu rovnici % (z,y)+ 5?;”(7‘ y) = 0 pomoci poldrnich soufadnic x = ucos v,y = usinv.

(Vysledkem je fuu + fou/u? + fu/r = 0.)

| Nezndm nikoho, kdo to dd napoprvé. I

18



| BTW. Neznam nikoho, kdo to d4 napodruhé. I

5. Ukaite, Ze mé-li f v bodé& (xg, yg) diferencidl, jdou s jeho pomoci spocitat smérové derivace.

Mam dobrou radu: Napfed si nachystejte ten vzo-
recek.

Konec otazek 1.

Cviceni 1: Pfiklad. Spoététe v bodé€ (a, 1) parcidlni derivaci f, pro funkci

flz,y) =2+ (y — 1) arcsin f .
Y

ReSeni. Musime uvazovat pouze nezdpornd a.
Navic diky funci arkussinus musi byt a < 1.
V bodé a = 1 nebo a = 0 pijde o jednostrannou derivaci.

Pfimym vypoctem dostaneme

Jolwy) =14 1/2 (y— 1)

f F

Pro a € (0,1) ptjde o jednostranné derivace, spocteme je pomoci véty o jednostranné derivaci jako limity
derivaci.

Ted’ védzné. Funkce je na fezu y = 1 rovna z,
tedy parcidlni derivace podle x je rovna 1. Sorry.
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| Pristé si budu davat pozor. I
Piiklad. Spoctéte f(0,0) a fy(0,0) pro funkci

f(z,y) = Jzy .

Reseni. Na oséch jde o nulovou funkci.

Tedy jsou v pocatku nulové i parcidlni derivace podle obou proménnych.

| Podivdme se na graf: I
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Na ose prvniho kvadrantu zy je funkce rovna

3 P
V2, tedy o dotyku nenf ani fedi.

% | Ta plachta je tim vétrem moc zvednuta. Je to tak. I
Piiklad. Spoctéte f(0,0) a fy(0,0) pro funkci

f(:U,y) - m

ResSeni. Na osdch jde o linedrni funkci a parcidlni derivace jsou obé jednicky.

¥

| Podivame se na graf: I
—

Jeste jednou s kandidatem na teCnou rovinu.
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Pfiklad. Zkoumejte v okoli pocatku

Reseni. V poldrnich soutfadnicich se jednd o funkci

1
e 2.

Jde tedy v podstaté o funkci jedné proménné v
roviné xz, kterd rotuje okolo osy z.

Jde o pekny poharek (podstava je tecnd rovina):

Piiklad. Ovéite zdménnost fy = fy. pro funkce

2

U tohoto prikladu se zapotime :-)
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-
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5 Y 93 In () 49 ¥y

x x

fy je )
22Y ylIn (x)

fya je

2 2
2¥ 3 In (z Y
21» Yy n(’) 2[ Yy

T €T

| Je to prostinké. Diky :-( I

| TéZko na cvicisti, lehko u pisemky. I

Piiklad. Dokazte, Ze je-li funkce f(x,y) spojitd v R pro kazdé pevné y € R a fy je omezend v R?, pak je f
spojitd v R?.

Regeni. Odhadujeme pomoci trojihelnihové nerovnosti
[f(@,y) = fzo,wo)| < |f(z,y) = fz,90)| + [/ (2, 90) = f(z0,90)] -
Prvni ¢len na pravé strané odhadneme pomoci Lagrangeovy véty
|f(@,y) = f2,90) < [ fy(z, )] - |y —yol < K - |y —wo)l-

Tedy na malém okoli je tento vyraz maly.

Druhy ¢len je na malém okoli bodu (g, yg) maly.
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| Ted’ si vezmene ¢ a ¢ a dikaz dokoncéime. I

| Ted’ si vezmu ¢ a ¢ a dikaz dokon¢im. I

9% . 5%u . 5%u
0x2  Oy?2 = 022

Pfiklad. Spoctéte

pro funkci
1
u(z,y,2) = — .
Va?+y? 4 22
Resen.

| Nebyt téch zlomkd a odmocnin, Sel bych do toho. I

UkézZe se, Ze jsme naSli jiné pojmenovani nuly.
O.K.
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| Tedy uvedena funkce fesi Laplaceovu rovnici. I

Priklad. Spoctéte derivaci libovolné funkce v libovolném sméru.

Reseni. Napfiklad derivace f(x,y) = x + 2y ve sméru v = (3, 4) je rovna

—_

2.

ot w

4
5

Ty konstanty se zdaji v porddku, aZ na tu pétku

=(

Konec cviceni 1.

Z mnoha piikladl implicitn€ zadanych kfivek vite, Ze Casto (skoro vzdy) je mozné takovou kiivku povazZovat
za graf funkce na néjakych jejich ¢astech, napf. u kruZnice.

| Kdy tomu tak je, vysvétluje ndsledujici tvrzeni: I

VETA. Necht' funkce f dvou proménnych je definovéna v okoli bodu (z0,y0) a plati:
e f(zo,y0) =0,
e f md v okoli bodu (xg, yg) spojité parcidlni derivace az do fadu n > 1,
Y
. ﬁ(-l‘m Yo) # 0.
Pak existuje interval U = I x .J okolo bodu (g, 30) a jedind funkce ¢ definovand na I tak, Ze

1. ¢(zo) = yo,
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[\)

f(x,¢(x)) = 0pro vechnaz € I
3. ¢ mé na [ spojité derivace az do fadu n

4. derivace funkce ¢ je rovna

Diikaz. Necht' I = [z — r, 20 + 7] X [yo — S, yo + $] je interval, na kterém jsou splnény predpoklady véty
a plati tam g—i(m, y) > 0 (pfipad < 0 je obdobny). Funkce f(zg,y) je rostouci na [yg — s, yo + s] v bodé
yo md hodnotu 0, takZe f(xg,yo — s) < 0a f(zg,yo + s) > 0. ProtoZe f je spojitd na I, miZzeme zmensit
rtak, ze f(x,yo —s) < 0a f(z,yo+ s) > 0 pro kazdé x € [xg — r, zg + r]. Pro kazdé takové = musi tedy
existovat jediné y € (yg — s,y0 + s) tak, Ze f(x,y) = 0. Toto y se oznali p(x).

Uvédomte si, Ze uvedeny postup zarucuje spoji-
tost g na (zg — r, g + 7).

Zbyvd dokazat tvrzeni o derivaci funkce . Ze spojitosti f, fy na I plyne existence diferencidlu funkce f.
Piislusny vztah lze napsat ve tvaru

fn,y)—f,y) = fo(z,y) (o1 —2)+ fy(z,9) (y1 —y) + (@1 —2)Y(z1 =2, 91 —y) + (Y1 —Y) T (21— 2,91~ Y) ,

kde funkce ), 7 maji limitu 0 v bodé (0,0). Necht’ nyni y; = ¢(x1),y = (). Potom je leva stran rovnost
rovna 0 a dpravou (pro x # x1) se dostane

plz1) —o(@) __ fylz, o) = Plz1 — .41 — y)

T -7 fo(z,0(x) = 7(z1 — 2,91 —y)

9 (2,0(x))

Prava strana md pro x1 — « limitu —
By (@p(2))

, a tedy existuje i limita levé strany, coZ je ¢’ ().

Q|
=l

Odtud jiz plyne (indukci) existence a spojitost
derivace az do fadu n funkce (.
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Kdo si promysli vétu o implicitnich funkcich, tak

si v§imne, Ze jsme schopni v daném bod¢ spocitat
derivaci neznamé funkce (. To je prece kouzelné.

Napiiklad pro funkci f(z,y) = 22 + 3> — 1 do-
staneme 22 + p?(x) = 0, coZ z&erstva zderivu-
jeme. Pokud zndme = = 0, »(0) = 1, spocteme
©'(0) = 0a¢”(0) = —1/2. Tak derivujeme,
kolikrat chceme.

Nebo musime :-( I

Zatimco implicitni funkce dvou proménnych se prevede po Castech na funkce jedné proménné, implicitni
funkce tf proménnych (j. f(z,y,z) = 0) se pfevede na funkce dvou proménnych a tam se vyskytuji
parcidlni derivace. Proto je tento piipad explicitn€ uveden (uz bez dikazu):

VETA. Necht' funkce f tii proménnych je definovéna v okoli bodu (xq, yo, z9) a plati:

f (0,90, 20) =0,

f ma v okoli bodu (xq, 39, z9) spojité parcidlni derivace az do fadu n > 1,

5¢

%(.1,‘0, Y0,20) # 0.

Pak existuje interval U = I x J x K okolo bodu (xg, yo, 20) a jediné funkce o definovand na I x J tak, Ze
- ¢(z0,Y0) = 20,

. flz,y,¢(x,y)) = 0 pro vSechna (x,y) € I x J

. pmdna I x J spojité parcidlni derivace aZ do fadu n
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4. parcidlni derivace funkce ¢ jsou rovny

Q
S
QQ
N S~
—
N
8 3
=
S
PN
]
<
=
N

Pozndmky 2:

dy -

Uvedené véty o implicitnich funkcich se pouzivaji v piipadech, kdy ze zadani rovnice f(z,y) = 0 nebo
f(z,y,z) = 0 nelze jednu proménnou vypocitat pomoci zbyvajicich.
Presto 1ze napsat derivace této zavislosti jedné proménné na zbyvajicich proménnych (i kdyz v implicitnim
tvaru) a Ize tedy napf. zkoumat prabeh funkce nebo najit jeji extrémy.

| V tom je ta sila. Derivujeme nezndmou funkci. I

| R4d objevuji Nezndmé . .. I

Za predpokladi véty o implicitnich funkcich 1ze derivace poéitat formdlné z rovnosti f(x,y) = 0 podle
vzorce o slozené funkci; y se povazuje za funkci  a derivuje se funkce f(z,y(z)):

fe(z,y) + fy(z,y)y' =0.

| Ted’ se ukdze, kdo umi opravdu derivovat . .. I

Pfi druhé derivaci implicitné zadané funkce je mozné bud’ derivovat vzorec pro prvni derivaci, nebo je
mozné derivovat dvakrat danou funkci dvou proménnych, tj. jesté jednou derivovat predchozi rovnost pro

y' (viz Priklady).

V bodech, kde je parcidlni derivace podle zavisle proménné rovna nule, nelze vétu pouZzit.
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V okoli téchto bodi mame obvykle vice moznosti, jak definovat jednoznac¢nou funkci, jejiz graf bude na
kiivce lezet.

Napf. u kruznice to jsou body, kde je te¢na rovnobé€Znd s osou ¥, na lemniskaté (osmicka) to je stfed, kde
se protinaji dvé casti grafu.

V prvnim piipadé Ize zaménit osy a v té€chto bodech pak Ize najit funkci © = 1 (y), kterd v okoli daného
bodu je jednoznacnym feSenim rovnice f(z,y) = 0 (protoZe parcidlni derivace podle x je nenulova).

Ve druhém piipadé to nejde (protoZe obé parcidlni derivace jsou v pocatku rovny 0) a musi se volit jiné
metody.

| Nebo to prosté a jednoduse nejde. I

Konec poznamek 2.
Priklady 2:
1. Ovéite u lemniskaty (22 + 4?)? + a®(y? — 22) = 0, Ze v bodech (+a, 0) je parcidlni derivace podle y

rovna 0 a parcidlni derivace podle x nenulova, kdezto v pocatku jsou obé parcidlni derivace nulové.

2 =a’cos 2¢

Pfesto se i v tomto specidlnim piipadé daji obé
vétve kiizici se v pocatku popsat dvéma funk-
cemi majici spojité derivace (pomoci vyfeseni
dvou kvadratickych rovnic).

2. Na pomoc lze v nékterych ptipadech vzit parametrické vyjadieni kiivky x = ¢(t),y = ¥(t).
Je nutné najit intervaly pro parametr ¢, ve kterych je jedna z funkei ¢, 1) prosta.

Pak je y = 1) ™" (x)) nebo z = p(¥ 1 (y)).
Najdéte takové oteviené intervaly pro lemniskatu danou rovnostmi

t(t? +1) t(t? — 1)
= 2 y=2— te (-0, :
T YT A (=00, F00)
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| Ziskané intervaly by mély pokryvat celé R. I

3. U funkci i proménnych x = ¢(u,v),y = ¥(u,v),z = 7(u,v) (jednd-li se o plochu) je nutné umét na
néjakych mnozinach jednoznacné vypocitat u, v napf. z prvnich dvou rovnic a dosadit do tfeti rovnosti.

Najdéte takové co nejvétsi mnoziny pro kulovou plochu danou rovnostmi

x =sinucosv, y=sinusinv, z=cosu, ué€l[0,7],v¢€]|0,2n].

4. U implicitng zadané funkce = — y3 = 0 je parcidlni derivace podle y rovna 0, ale presto funkce ¢ existuje
na celém R.

Podminka o nenulovosti parcidlni derivace ve
vété o implicitnich funkcich tedy neni nutnd, je
pouze postacujici.

5. Spottéte parcidlni derivace 2.fadu pro kardioidu (22 + 32 — 2az)? = 4a?(2? + y?).
6. Vypottéte druhé derivace funkce y(z) zadané implicitné rovnici z4y3 — zy® + 2/y = 0.

Konec prikladi 2.

Cviceni 2: Pfiklad. Rovinny mravenec se pohybuje po kfivce
@it — (24312 +4).
Jakou rychlosti se vzdaluje od pocatku vt = 1?
Reseni. Vzdélenost bodu (z, ) od po&itku oznaéime f(z,y) = \/x2 + y2.
Zkoumdme tedy v bodé ¢t = 1 vyraz

df(p(t)  0f du  Of dy

dt  Ox dt Oy dt-

Zde pro prehlednost pouzivame pomocné funkce x:(t) = 24 3t a y(t) = t2 + 4, kterymi popisujeme slozky
zobrazeni .

Vypocet diva v/50/2.
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Vzdy musime poscitat viechny piirastky zdvise-

jici na t. Zde f zavisela na x a y. Ty zase na t.
S¢ita se vhodna kombinace téchto velicin.

¥
i

| Ani nechci pfemyslet, jak to nakreslit ;-) I

Priklad. Spoctéte pomoci véty o implicitnich funkcich v bodé x = 1 derivaci funkce y = y(z) definované
implicitnim vztahem

y2 —x=0.
Reseni. Oznatime f(z,y) = y? — . V bodé (z,y) = (1, 1) ovéfime pfedpoklad % =2y #0.

Tedy na okoli U bodu x = 1 existuje funkce y = ¢ (z) vyhovujici ¢(1) = 1, f(z, p(x)) = 0.

Budeme misto y = ¢(x) pét strunéji y = y(x).

Hlavnim nastrojem je rovnost f(z,y(z)) = 0 na U. V naem piipadé y(x) — 2 = 0.

Tyto rovnost mtizeme do nekonecna derivovat a
budeme zase dostavat rovnosti.
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Po prvnim derivovanim dostaneme
2y(x)y (z) —1=0.

Po dosazeni z = 1 ay(1) = 1 do rovnice dostaneme (1) = 1/2.

Podobné jde derivovat dal (i v jinych bodech) a

zjistit naptiklad konkavitu zkoumané funkce.

Vsimnéme si, Ze v bodé (0, 0) nesla véta pouzit
pro nesplnéni predpokladu o f, # 0. Nicméné
v okoli bodu 2z = 0 funkce y = y(x) existuje.
Naopak pro f(z,y) = y> — x takova funkce ne-
existuje.

Priklad. Zjistéte pomoci véty o implicitnich funkcich, zda bod (0, 0) je kritickym bodem pro funkci z =
z(x,y) zadané implicitnim vztahem

172+1/2+22:1.

Reseni. Polozime f(z,v,z) = 2> + y? + 22 — 1. Bod (0,0, 1) je nulovym bodem funkce f.

Navic f, = 2z, Tedy f.(0,0,1) = 2 # 0. Tedy diky spojitosti vS§ech potfebnych derivaci existuje na okolf
U bodu (0, 0) funkce z = z(z,y) vyhovujici na U vztahu

f(‘E y,2(z,y)) =0.

Tedy v dané situaci na U plati
22+ 7+ 22 (2,y) =0.

| To je ta slavnd identita. I
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| Budeme tuto identitu derivovat podle x a y. I

Dostaneme dvé rovnice

22 + 0 + 22(, y) - = 0
z+0+22(z,y) - —5-
0z(w

0+2g/+22(.77,y)~L’y) = 0.
dy

Tedy v bodé z = 0,y = 0 a 2(0,0) = 1 dostaneme

0z(x,y)
ox =0
0z(z,y)
2~ 0.
dy

| Tedy se jednd o kriticky bod. I

| To bylo jednoduché. A je to tak vzdy. I

Dals{ derivace vySSich fadu dostaneme opét derivovanim dvou ziskanych identit. Se znalosti bodu (z, y),
jeho funkéni hodnoty, parcidlnich derivaci prvniho fadu spocitime parcidlni derivace druhého fadu. A tak
dal.
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| Taky bych Sel radsi dal ... I

Priklad. Zjistéte v okoli bodu (x,y,z) = (1,1, 1) derivace z, a y, feSeni z = z(x), y = y(z) soustavy
dvou rovnic s parametrem x:

r+y+zex = 3

r—xy+z =

Reseni. Spocteme

O(z+y+zz—3) I(z+y+zx—3)
J= oy 0z
— | O(z—zy+z—1) O(z—zytz—1)
oy 0z
Tedy
o 1 T o 2
J—'I 1’—1—#1/7&0.

Pouzijeme vétu o implicitnich funkcich a dostaneme okoli U bodu # = 1 na kterém jeou definovany funkce
y=y(x)az=2().
Dosadime dvé identity na U:

x+y(x) + z(z)x 3

x—ay(z)+z2(x) = 1.

Zderivujeme identity podle z

1+ (@) + (@) + 2(5) =
1—y(x) — zyz () + 22(z) =

Dosadime x = 1, y(1) = 1 a 2(1) = 1 a ze soustavy dvou rovnic spocitdme y. (1) a z»(1).
Spoéteme y, (1) = —1 a z,(1) = —1.

| BTW feseni je moZno spocitat: I

—2r+22-1 —2x+22+43
2= ¢ Y = p
2+ 1 2+ 1

Z toho jdou ty derivace ovéfit.
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2 (@ (@, 2(2)) = (

Podivame se na obrazek

Vlastné to bylo tak. Prvni rovnice urcila jednu
plochu, druhd rovnice druhou plochu a tyto plo-
chy se protinaly ve kiivce:

—2r+22+3 —2zx+4+22-1
x2 + 1 ’ x2+1

Je docela sympatické, Ze y, (1) < 01 z,(1) < 0.
Tedy zkoumand kfivka se pfibliZuje ose x.

Podobné bychom fesili soustavu n rovnic o m
nezndmych a n — m parametrech.
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KaZdou identitu bychom derivovali podle vSech
parametrti. Ziskdme n(n—m) rovnic, z nichZ vy-
feSime vSechny parcidlni derivace pro n nezné-
mych podle n — m parametrd.

Prosil bych o pozornost. Umim jenom kvadra-
tické rovnice.

Piiklad. Plochy z(z,y) = 0 a z(z,y) = y(y> — x) se v okoli po&atku protinaji v trojzubci. Jaky m4 tento
trojzubec vztah k vété o implicitnich funkcich?

Regeni. Plochy se protinaji na ose x a parabole 32 — z = 0.

Pocétek je bodem, v jehoZ zddném okoli U neni mozné urcit jednu funkci y = y(z), jejiz graf by v U
pokryl vSechny spolecné body obou zadanych ploch.

V jeho okoli nejde pouZzit véta o implicitnich funkcich. Opravdu

a(y® — )

5 (0,0)=0.

Obrézek obou ploch:

Tedy se ani nedivim. I
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Podobna situace nastdvd u kruZnice na levém a
pravém kraji, protoZe tam nejde kruZnici lokalné
pokryt jednim grafem.

Neplatte lidickové. Casto jde trochu otogit sou-
fadnicové osy a najednou to pujde.

Smér os nemd zpravidla fyzikdlni smysl, kdeZto
samotny problém zpravidla ano.

Konec cviceni 2.

Existuje jesté€ jedno dilezité pouziti diferencidld, a to je obdoba Taylorovych polynomt a pfislusnych apro-
ximaci:

VETA. Mai-li f spojité parcidlni derivace az do ¥adu n + 1 v intervalu I okolo bodu (a,b), pak pro
(x,y) € I plati

" )g‘j) a,b B
faw) = 3D ) - P

J=0

(n+1)
- 157(((0 oar) n+1
- (n+1)! |(z,y) — (a,b)]

kde f,s(,'j) je j-td derivace f ve sméru (x,y) — (a,b) a (¢, d) je bod lezici na tse¢ce mezi body (a, b) a (x,y).

Dukaz. Dikaz snadno vyplyne z Taylorovy véty pro jednu proménnou. Sta{ zvolit
g(t) = fla+t(x —a),b+t(y—a)), te]0,1],

a funkci g rozvinout v bodé ¢ = 0 do bodu ¢ = 1 podle Taylorovy véty. <
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Stejné jako u funkci jedné proménné se polynom
na pravé stran€ nazyva Tayloriv polynom funkce
f vbodé (a,b) fadu nejvyse n, a posledni ¢len na
pravé stran¢ se nazyva zbytek.

Vzorec z Taylorovy véty lze psat v ndsledujicim
tvaru:

n 8 b
fla+h,b+k) :Z )f(a )+
7=0
(h + k@)”+1f(c, d)
(n+1)! ’

kde
9 . a I/ o Oif
_ J Y A —
(hoz + kg, ) 1(a:0) = zZ:o ( ) Daidyi— (a,0).

Jesteé jedna moznost zapisu pomoci diferencidlu:

- n+1
o hbrn) =3 A O

Jj=0

kde dje diferencidl proménnych h, k.

Specidlnim pfipadem Taylorovy véty (pro n = 0)
je véta o stiedni hodnot€ pro funkce vice promén-
nych.

VETA. Necht f mé spojité parcidlni derivace prvniho fadu v intervalu I okolo bodu (a,b). Pak pro
(z,y) € I existuje bod (¢, d) lezici mezi body (a,b) a (z,y) takovy, Ze
af

flx,y) — f(a,b) = T(('.d) (r—a)+ #(( d)-(y—>).
0a Ay
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Hlavnim néstrojem pii zkoumani funkei vice pro-
ménnych je rozum.

Cviceni 2-5: Priklad. Zkontrolujte pouZiti Taylorovy véty na funkce vice proménnych.
Reseni. Dostaneme podle obecného vzorecku

) (0 b
T(f(z,y),z =a,y =b,n)= M

V konkrétnich piikladech dostaneme napriklad
T (sin (:L‘Q +g/2) [x = O,y:()],(i) =22 +q% - 1/6.7:6 — 1/27;2.’174 — 1/2;/4:102 — 1/61}6
T(Q:L'zfxyny761773y+5,[1':1,y
T (2:172 —:r,y—y2 —6x—3y+5x=1y= —2],2) =
=5—(y+2? - (@ -1)(y+2)+2 (x —1)?
T(:L'3+y3+2373:£yz,[w:1,y:1,z:1],1> =0

T(m3+y3+23—3.1:yz,[m:1,1/:1.,2—1],2> =

=3(@-12-3@-1)@y-1)-3@E-1)(@=-1)+
+3W-12+30:-12-3@Ey-1)(z—-1)
T@%[x=1Ly=1,2)=z+(z—-1)(y—1)

T fe=lLy=13)=2+@-1)(y-1)+1/2(y—1) (x—1)>

T (e*cos(y),[r=0,y=0],2) =1+z— 1/2y2 + 1/2.7:2

T (e® cos (y),[r =0,y =0],4) =
=1+z-— 1/2y2 + 1/2£L'2 — 1/2:L'y2 + 1/6;(:3 +
+1/24 2% +1/24y* — 1/4 22>
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Jak se dalo ¢ekat, ale pocitat bych to zadarmo ne-

chtél.

Konec cviceni 2-5.

U funkci jedné proménné znaci derivace geometricky smérnici teny ke grafu funkce v daném bodé¢.

TotéZ samoziejmé plati pro parcidlni derivace
funkce vice proménnych.

Tyto tecny urcuji nadrovinu te¢nou ke grafu funkce — u funkce dvou proménnych se tedy jednd o te¢nou
rovinu k plose.

Tento geometricky vyznam mda smysl jen za
predpokladu spojitosti parcidlnich derivaci:

Ma-li f v bodé (z, yo) spojité parcidlni derivace, 1ze rovinu danou rovnici

(2 = a0, 90)) = (& = 20) 5 (a0, 90) + (0 = w0) 5 (0,0

chépat jako te¢nou rovinu grafu funkce f.

Te¢nd rovina je tedy ddna bodem dotyku (o, yo, f (0, yo)) a vektory (1,0, % (z0,¥0)), (0,1, % (20,90))-
Tecny grafu f v libovolném sméru leZi v tecné roviné.

z
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Vzorce pro teny a te¢né roviny kfivek a ploch pouZit i pro kfivky a plochy zadané implicitné nebo para-
metricky.

Pozor na to. Musime se polehnout na spravné né-
vyky!

DokaZte jednotlivé ddle uvedené vzorecky pro
te¢nou rovinu pouZitim pravé uvedenych vzorct
pro derivace implicitnich funkei:

1. Te¢na kiivky zadané implicitné rovnici f(z,y) = 0 je ve svém bodé& (zq, yo), kde %5 # 0, dana vektorem

(— %1];’ %) a jeji normdla vektorem (7, 87;) Tato te¢na ma tedy rovnici

(x — o) fz(z0,y0) + (¥ — o) fy(zo,y0) = 0.

| Vyzkousejte na kruzZnici a uvéfite. I

2. Te€nd rovina plochy zadané implicitné rovnici f(z,y, 2)=0 je ve svém bodé (xq, yo, 20), kde % # 0,

déna vektory (,g%, 0, %), (0,7%7 %) jeji normdla vektorem (%, %, %)

Tato tecnd rovina ma tedy rovnici

(z — o) fz (0,0, 20) + (¥ — y0) fy(20, Y0, 20) + (2 — 20) f=(x0, Y0, 20) = 0.

3. Te¢na kiivky zadané parametricky rovnicemi z = ¢(t),y = ¥(t), z = 7(t) je ve svém bodé (zg, yo, 20),
pro t = tg, ddna vektorem (¢’ (to), v’ (to), 7’ (t0))-
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of 0 v (Of Of 0 ST Y IRID
Vektor (a—i, 6—5), pOpF. (a—g{, 6—57 a—z),Je dalezity
a ma své vlastni oznaceni: ~

DEFINICE. Gradient funkce f(z1, ..., ) v bodé (a1, ..., an) je vektor
gradf = (f-’El (alv ey an)v AR fxn (a’la ] an)) N

Jde o velice uzitecny pojem, o cemz se jesté pre-
svédcime.

Gradient je smér nejvétsiho ristu funkce. Podle
néj leze i beruska.

Pro kfivku f(z,y) = 0 nebo plochu f(z,y,2) =
0 je grad f smér normély v daném bodé¢.
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Gradient nékdy koukd tam, nékdy jinam. J4 se v
tom nevyznam.

gradbez proménné Ize chipat jako operdtor (%, %) a potom je grad f hodnotou operétoru v bodé f (nebo
vysledek vynasobeni vektoru gradskaldarem f).

Parciélni derivace funkce f ve sméru (u, v) je v ptipadé€ spojitych parcidlnich derivaci tedy rovna skaldrnimu
soudinu gradf - (u,v).

Operator gradje linedrni a na sou€inech se chovd obdobné, jako derivace:

grad(f + g) = gradf + gradg, grad(fg) = fgradg + ggradf.

Jde o formdlni vypolty. Jde o uziteCnd pravi-
dla, ale hlavni vyhoda je v uvolnéni operatoru od
funkce.

Pro funkci f popisujici tlak vzduchu je jeji gra-
dient smér, odkud fouka vitr.
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gradient
tlaku

A

A podle gradientu najdu kamna ;-)

Skaldrn{ soucin grad- gradse znaci jako A, coZ je Laplacetiv operator:

0% 0%f

A=tz

Tento operator popisuje napiiklad rozlozeni tep-
loty v rovnovdzném stavu.

Pozndmky 3:
1 Tecny a te¢né roviny.
Ve vSech uvedenych piipadech maji vhodny geometricky vyznam ty situace, kde piislusné parcidlni deri-
vace jsou spojité (popf. existuje diferencidl).
DalSim omezenim muze byt bod dotyku. VEétSinou to byva vnitini bod defini¢niho oboru. Na hranici nemusi
byt geometrickd interpretace vhodna.
Je uveden vzorec pro tecnu ke kiivce v prostoru zadané parametricky. Ziejmé se dostane vzorec pro rovin-
nou kiivku, kdyz se vynecha tfeti proménna.
Jsou mozné dalsi piipady definice kiivek, napt. jako prunik dvou ploch. I v té€chto piipadech existuji vzorce
2 Gradient.

Musfi se davat pozor na rozdilné geometrické vyznamy gradientu u funkce vice proménnych z = f(z,y) a
implicitné zadané funkce f(x,y) = 0.
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V prvnim pifipadé se jednd o smér nejvétsiho
rastu nebo spadu plochy, ve druhém o smér nor-
maly k plose.

Gradient se také nékdy znacf symbolem V (Cti nabla).
Pak V-V = A.

| Na techto hracickdch je cosi pivabného. I

Existuje vyzna¢nd tfida tzv. harmonickych funkci, cozZ jsou funkce f(x,y), pro které je A f = 0 v kazdém
bodé¢ jejich defini¢niho oboru. PouZivaji se v teorii potencidlu.

Konec pozndmek 3.
Priklady 3:

1. Ukazte na piikladé, Ze se teCnd rovina u kiivé plochy miZe s plochou protinat napf. v né€kolika pfimkach
(v okoli te¢ného bodu).

2. Pro funkci z = 22 4 y? se md najit v bodé (1, 1) smér nejvétiiho ristu. Vypolte se gradient (2z, 2y),
ktery ma v daném bodé hodnotu (2, 2), takZze smér nejvétsiho ristu je (1/v/2,1/v/2).

| Déva to mimo toho sméru i smysl? I

Konec piiklada 3.

Otazky 3:
1. Odtvodnéte, 7e gradf ukazuje smér nejvétsiho rastu funkce f.
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Pouzijte toho, Ze skaldrni soucin dvou vektorl
ma nejveétsi nebo nejmensi hodnotu pro linedrné
zavislé vektory.

| Fiha. I

2. Lezi-li kiivka C' popsand parametricky (x = ¢(t),y = ¥(t),z = 7(t)) v plose f(z,y,z) = 0, je
F(o(t),1(t), 7(t)) = 0 pro vSechna piipustnd ¢ a tedy i derivace této funkce jediné proménné je 0.

Vypoétem této derivace ukaZte, Ze vektor grad f je kolmy na plochu f(z,y,2) = 0.

U funkci vice proménnych si musime zvyknout
na fadu véci.

Radgji své zvyky zménim. Bojim, bojim.

3. Kazdy graf funkce z = f(x,y) je plocha popsand implicitné vyrazem z — f(z,y) = 0.

Pouzijte této interpretace k vyjadieni normdly grafu funkce z = f(x,y).
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A pak si to néjakou dobu pamatujte . ..

...aZ to uz nepujde zapomenout.

4. Necht’ je plocha déna parametricky rovnostmi z = ¢(u,v),y = ¥(u,v),z = 7(u,v) a (xg, Yo, 20) je
bod leZici na této ploSe (urceny parametry ug, vg).
Tec¢nd rovina v tomto bodé ma pak rovnici, kterd je nejlépe popsdna determinatem (derivace se berou v bodé
(ug,vo)):

rT—x0 Y—Yo Z— 20

Ovéite tuto skutecnost na kulové plose zadané
parametricky (sférické soutadnice).

Nevim jak vy, ale ja si myslim, Ze zde strasi.
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| Ne, to jsou jenom dobra kouzla. Klidek. I

Cviceni 3: Priklad. Zkoumejte, v jakych bodech ma figurka snéhuldka te¢nou rovinu a jde pohladit.

Konec otazek 3.

Reseni. PopiSeme se jednotlivé ¢asti povrchu snéhuldka pomoci grafti funkei dvou proménnych a miizeme

zkoumat spojitost parcidlnich derivaci.
Pokud bude potieba, sné¢huldka na chvilku poloZime, abychom popsali v§echny ¢dsti jeho povrchu pomoci

funkce dvou proménnych.

| Moc se mi ho hladit nechce. Vypada jako umély. I

Nejradsi bych ho pohladil na $picce nosu, ale to

se asi nesmi.

Konec cviceni 3.
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