FUNKCE VICE PROMENNYCH

V redlnych situacich zaviseji déje obvykle na vice proménnych nez jen na jedné (napf.
na teplot€ 1 na tlaku), zavislost na jedné proménné je spise vyjimkou.
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OBECNOSTI

Reélnd funkce vice proménnych je zobrazeni definované na néjaké podmnoZiné (na
svém defini¢nim oboru) euklidovského prostoru R" (pro n > 1) s hodnotami v R.

Protoze body R" jsou n-tice redlnych ¢&isel (1, o, ..., x,), byva takovato funkce f
¢asto znacena jako f(x1,xo, ..., x,), cOZ vysvétluje termin vice proménnych.

Naopak, funkce jedné redlné proménné s hodnotami v néjakém euklidovském pro-
storu je zobrazeni f : R — R" a je to vlastné n—tice (fi, fo, ..., f) redlnych funkci
jedné realné proménné (f; je sloZeni f s projekci R" na k—tou slozku, tj. fy(x) je k-ta
soufadnice bodu f(x)) — ovéfte si to.

Zobrazeni f : R¥ — R” je tedy n—tice redlnych funkci k—proménnych. Kazdé takové
zobrazeni se nazyva funkce vice proménnych, pokud k > 1. Je-li n = 1, jedna se o
redlnou funkci.
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KONVERGENCE V RY

Pfed zkouméanim funkci jedné proménné bylo nutné vysvétlit vlastnosti redlné primky.

Ze stejného divodu nésleduje popis nékterych vlastnosti roviny a prostoru, které bu-
dou v nasledujicim textu Casto pouzivany.

Vzpomerite si z geometrie na pojem vzdalenosti bodu p od bodu ¢ znaceny [p — g|:

p—al =1 — @)+ (P2 — )2

(?ro body P, g budou Casto Cisla py, po, resp. qi, ¢o, atd., znaCit prisluSn€ souradnice | v ipim pvp
teChtO bOdu.) obecnosti

konvergence
kompaktnost
vlastnosti

> konvergence

(ql’ C]2) vlastnosti funkce
skladéani funkci
spojitost
charakterizace spo-
jitosti

spojitost souctu,...
spojitost sloZzeni

- Bolzanova véta
(p ,» P. ) Weierstrassova véta
"2 .
limita funkce
vlastnosti limity

funkce
o o . . . . P . . . plocha implicitné
Vzhledem k tomu, Ze nekteré pojmy pro R" jsou jen formalni modifikaci obdobnych — plocha paramerriciy
. o . v /s 1Y v/ pe cylndaricke Ssourad-
pojmu z R, nebudou k nim uz uvadény dalsi poznadmky. s

sférické souradnice
Nejdrive je vhodné urcit vlastnosti podmnoZin roviny. Uvédomte si, Ze na rozdil od Foznimky
primky, kde jsou zdkladnim kamenem usecky (tj. intervaly), je riznorodost obdobnych  Piiklady
mnozin v roviné velka (kruhy, elipsy, Ctverce, kosodélniky,...). Otdzky
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1. Mnozina A v R? se nazyvd omezend, jestlize existuje n € N tak, Ze |a| < n pro
kazdé a € A.

2. Interval J v R? je soudin intervalt v R, tj. J = I; x I, kde I, I, jsou intervaly v R.

Tento interval J se nazyva otevieny (nebo uzavieny), jestlize jsou oba intervaly [, I»
oteviené (resp. uzaviené).

3. Mnozina U v roviné je okoli bodu p, jestlize existuje otevieny interval J tak, ze
peJCU.
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4. Posloupnost {p,,} bodl v roviné konverguje k bodu p, jestlize kazdé okoli bodu p
obsahuje skoro vSechna p,,.

D-4«°° p,

5. PodmnoZzina A roviny se nazyva uzaviend, jestlize limity posloupnosti z A lezi v A.
Omezend uzaviend mnoZzina se nazyva kompaktni.
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Q-

PodmnoZina A roviny se nazyva oteviend, jestlize Zddnd posloupnost z doplnku
mnoZiny A nekonverguje k bodu v A. (Tj. doplnék mnoziny A je uzaviend mno-
Zina.)

6. Bod p je hromadnym bodem mnoziny A, jestlize kazdé okoli bodu P obsahuje neko-
necné mnoho bodid A. Hranice oteviené mnoZiny A je mnoZina vSech hromadnych
bodii A nelezicich v A.

Mnozina, kterd vznikne z néjaké oteviené mnoziny pridanim Casti jeji hranice, se
bude nazyvat polooteviena.

POZOROVANI.
1. Mnozina A je uzaviend, pravé kdyz obsahuje vSechny své hromadné body.

2. Mnozina A je otevienad, jestlize s kazdym jejim bodem p leZi v A i néjaky otevieny
interval obsahujici p (tj. A je okolim kazdého svého bodu)

3. Mnozina je omezena, jestliZe je obsazena v néjaké kouli se sttedem v pocatku.
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Pro konvergenci v R",n > 1, plati obdobn¢ véty s obdobnymi dikazy jako pro kon-
vergenci na primce, krom@& nekterych vet obsahujici nerovnosti.

Prostor R" bude bran jako linedrni prostor nad télesem R (souciny a podily boda v R”
nebudou pouzivany).

Plati

° 0 jednoznacnosti limit, limité konstantni posloupnosti a limité podpo-
sloupnosti;

° kromé 5.tvrzeni o supremu a infimu;

° pomoci Bolzanovy—Cauchyovy vlastnosti posloupnosti.

° a nasobku konstantou.

° : Z.kazdé omezené posloupnosti v R" Ize vybrat pod-

posloupnost konvergujici v R".
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VLASTNOSTI FUNKCI V RY

Casto se i u funkei vice proménnych, napt. f (x,y), pouzivéa jedna proménna, kterd se
bude znacit velkym pismenem kvuli odliSeni. TakZe pro f(z,y) je f(P) hodnota funkce
f vbodé P = (x,y). Je mozné si body P predstavovat jako vektory.

DEFINICE. Funkce vice proménnych, kterda mé jednobodovy obor hodnot, se nazyva
konstantni (tedy f(P) = f(Q) pro vSechna P, Q) € D(f))).

_ .Cl}ga}fem konstantni funkce dvou proménnych je rovina rovnob€zna s rovinou x, ¥y nebo | prcprr.rve
Jeji cast. obecnosti

konvergence
kompaktnost
AZ vlastnosti
konvergence
vlastnosti funkce
skladdni funkci
spojitost
. f (x,y) chgrakyerizace Spo-
Jitosti
spojitost souctu,...
spojitost sloZen{
Bolzanova véta
e Y Weierstrassova véta
(x % ) limita funkce
vlastnosti limity

funkce
/ X plocha implicitné
plocha parametricky

cylindrické  soufad-
nice
sférické souradnice
P v P o , o Z c osy 0 _og 037 c Pozndmk
Funkce f vice proménnych se nazyva sudd (resp. lichd), jestlize jeji definiéni obor je 125456749

symetricky kolem O (tj. P € D(f) pravé kdyz —P € D(f)) a f(—P) = f(P) (resp. T55% ..o

f(=P) = —f(P)) pro vSechna P € D(f). Odzky .,
Graf sudé funkce dvou proménnych je symetricky podle osy z. Cuceni
Uceni
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Graf liché funkce je symetricky podle pocatku.

Funkce f vice proménnych je omezend (resp. shora omezend nebo zdola omezend),
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jestlize jeji obor hodnot ma uvedenou vlastnost, tj. existuje Cislo k tak, ze | f(P)| < k
(resp. f(P) < k,nebo f(P) > k) pro vSechna P € D(f).

DEFINICE. Jsou-li f,g funkce dvou proménnych, znac¢i max{f, g}, min{f, g}, f +
g, f - g, f/g funkce, které maji za hodnotu v bod¢ P postupné

max{ f(P), g(P)}, min{ f(P),g(P)}, f(P) + g(P), f(P) - g(P), f(P)/g(P) .

SloZeni f o g zobrazeni g z podmnoziny R” do R* a zobrazeni f z podmnoziny R* do
R™ je zobrazeni z podmnoziny R" do R kterd ma v bodé P € R" hodnotu f(g(P)).

SPOJITOST

DEFINICE. Necht f je funkce vice proménnych, P € D( f), a pro jakoukoli posloup-
nost { P, } z D(f) konvergujici k P necht’ lim f(P,) = f(P). Pak se iikd, Ze f je spojita
v bodé P a tento bod se nazyva bodem spojitosti funkce f.

Je-li f spojitd v kazdém bodé mnoziny A, iika se, Ze f je spojitd na mnozine A.

Je-1i f spojitd v kazdém bod¢ svého defini¢niho oboru, fiké se, Ze f je spojita.

VETA. N asledujici podminky jsou ekvivalentni pro funkci f vice proménnych a bod A
jejiho definiCniho oboru:

1. Funkce f je spojitd v bod¢ A.

2. Pro kazdé okoli U bodu f(A) existuje okoli V' bodu A takové, ze f(x) € U jakmile
r e VND(f).
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I dlikaz nésledujiciho tvrzenti je stejny jako dikaz pro jednu promén-
nou, protoze se vlastné pouziva jen tvrzeni o souctu, soucinu a podilu limit posloupnosti

v R.

Definuje-li se polynom dvou proménnych z, v jako funkce vznikla pouzitim konecné
mnoha uvedenych aritmetickych operaci na funkce f(z,y) = z a g(z,y) = y, jsou
polynomy spojité funkce na R?.

Raciondlni funkce dvou proménnych jsou podily polynomt dvou proménnych a jsou
tedy spojité na svém defini¢nim oboru.

Jsou-li napt. g1, g» funkce dvou proménnych spojité v bodé€ (z,y) a f je funkce dvou
proménnych spojitd v bode€ (g1(z,y), g2(x, y)), je funkce fo(gy, g2) spojitd v bode€ (x, y).
Je-1i f spojita funkce vice proménnych, je i | f| spojita funkce.
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Diikaz. Usecka spojujici body P a @ leZi celd v I a d4 se popsat jako mnoZina {(1 —
t)P 4+ tQ;t € [0,1]}. Funkce ¢ : [0,1] — R definovana jako g(t) = f((1 — t)P + tQ)
je spojita funkce jedné proménné (ukazte to) a podle existuje ¢ tak, ze
g(t) = 0. Tedy existuje R € I s hodnotou f(R) = 0.

Dukaz. Necht' f je spojitd funkce definovana na kompaktni mnoziné A C R" a {x,}
je posloupnost v obraze f(A) konvergujici v R*. Pro kazdé n € N existuje P, € A tak,
ze f(P,) = x,. Podle existuje (protoZze A je omezena)
konvergentni podposloupnost { P} s limitou P. ProtoZe A je uzaviena, je P € A. Ze
spojitosti f vyplyva, Ze body f(F;, ) konverguji k f(P). Limita posloupnosti {z,} tedy
lezi v f(A), z CehoZ vyplyva, ze f(A) je uzaviena i omezena.
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LIMITA

DEFINICE. Necht C' je hromadny bod defini¢niho oboru funkce f.
Rikdme, Ze limita funkce f v bod& C se rovnd A
(znacen{ ]limcf(P) = A, nebo f(P) — Apro P — (), jestlize lim f(P,) = A pro

kazdou prostou posloupnost { P,} C D(f)} konvergujici k C.

Pro limity funkci vice proménnych plati obdobna tvrzeni, jako pro limity funkce jedné
proménné.

VETA.

1. Necht’ C' € D(f) je hromadnym bodem D( f). Funkce f je spojitd v bodé C' prave

kdyz lim f(P)= f(C).

2. Funkce ma v daném bod¢ nejvyse jednu limitu.

3. Je ekvivalentni pro funkci f, hromadny bod C' defini¢niho oboru f a bod A:
@ lim f(P) = 4;

(b) Pro kazdé okoli U bodu A existuje okoli V' bodu C' takové, ze f(P) € U jakmile
PeVnND(f),P#C.

(c) Pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové, ze |f(P)— A| < e jakmile P € D(f),0 <
|P—C| <.

4. Necht' C' je hromadny bod defini¢niho oboru funkce

f + g. Pak plati (piSe se lim misto ]lin#):
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f(P)+ g(P)) =lim f(P) + lim g(P), pokud ma prava strana smysl;
(b) im(f(P) - g(P)) = lim f(P) - lim g(P), pokud ma prava strana smysl;

(c) lim g gj)) ii g g]]j)), pokud ma prava strana smysl;

5. Necht g je funkce z R"” do R¥, f zIR¥ do R™ a C' je hromadny bod defini¢niho oboru
funkce f o g. Jestlize B = limp_,c g(P), pak limp_c(f o g)(P) = limg_p f(Q),

pokud ma prava strana smysl a g nenabyva hodnoty B na néjakém okoli bodu C,
kromé€, mozna, bodu C.

6. Necht' f, g jsou funkce vice proménnych definované na mnoziné A a C' bud’ hro-
madny bod A.
(a) Jestlize ]__l)ir% f(P) < ]limc g(P), pak existuje okoli U bodu C takové, ze f(P) <
g(P) provsechna P e UNA,P # C.

(b) Jestlize existuje okoli U bodu C' takové, ze f(P) < g(P) pro vSechna P €

UNA,P#C,pak ]limc f(P) < ;imc g(P) (pokud obé limity existuji).

DUSLEDEK.

1. Necht’ funkce f, g, h jsou funkce vice proménnych definované na mnoziné A, C je
hromadny bod A, U okoli C'apro P € ANU,P # Cje f(P) < g(P) < h(P).
Jestlize existuji Jlir% f(P), Jlimc h(P) arovnaji se, pak existuje i ]__l)imo g(P) arovnd se
obéma zbyvajicim.




2. Necht’ ]limc f(P) = 0 a funkce g je omezend na néjakém okoli bodu C'. Pak plati
rovnost Ilin% f(P)g(P)=0.

Pozndmky 2 Pfiklady 2 Otazky 2

CvicCeni 2




Kfivky v roviné byly popsany rtiznym zpusobem (implicitné, parametricky, pomoci
polarnich souradnic) a Casto to byly mnoziny, které nebyly grafem zadné funkce.

DEFINICE. Necht A je polooteviend mnoZina v R? a f je spojitd funkce na A.
Rovnice
f(z,y,2) =0 pro(z,y,2) € A,

popisuje implicitné plochu P = {(z,y, 2); f(z,y, z) = 0} v trojrozmérném prostoru.

V definici popsand mnoZina P byla nazvéana plochou. Stejné jako kfivka v roviné miiZze
byt degenerovana, tj. bod (nebo naopak vyplni napt. cely ¢tverec), milize i tato mnoZina
P byt bodem nebo krivkou nebo i t€lesem. V praxi pouzivanych pripadech se vSak jedna
o ,,pravé" plochy.
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Kftivka v prostoru se pomoci implicitniho zadani popisuje jako prinik dvou implicitné
d

zadanych ploch.



Stejné jako v pripadé€ kiivek v roviné, byva i v prostoru prace s parametrickym popi-
sem ktivek a ploch jednodussi.

DEFINICE. Necht ¢, 1, 7 jsou spojité funkce na intervalu I C R.

Rovnice
z=¢(t), y=9¢(F), z=r7() protel
popisuji parametricky kiivku {(¢(t), ¥ (t), 7(t));t € I} v trojrozmérném prostoru.
Plati zde stejna pozndamka, jako u implicitné zadanych ploch, Ze vysledkem miiZe byt
1 degenerovana plocha, nebo naopak téleso.
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Necht” A je polooteviend mnoZina v roviné a (¢, ¥, 7 jsou spojité funkce na A.

Rovnice

T = p(u,v),

popisuji parametricky plochu {(¢(u, v), ¥ (u,v), 7(u,v)); (u,v) € A} v trojrozmérném

prostoru.

Napf. rovnice

y = P(u,v),

2z =7(u,v)

pro (u,v) € A

r=x9+at,y=yo+bt,z =z +ct,t € (—00,+00)

popisuje pfimku prochézejici bodem (xg, vo, 20) @ majici smér vektoru (a, b, c).
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Rovnice
= To+ a1u + av,y = Yo+ bru + bov, z = 2y + cru + v

pro u, v € (—o0o, +00), popisuje rovinu prochazejici bodem (xg, Yo, z9) a rovnobéznou s
vektory
(Cll, b17 Cl)7 (0/2, b27 62)-

Svét parametrd pii parametrizovani roviny
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Svét obrazii pfi parametrizovani roviny

Svét parametrd u Sroubovnice
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Svét obrazi u Sroubovnice

Popsani mnoziny pomoci cylindrickych souradnic
Povrch vélce (kolmého na rovinu xy) o stredu v pocatku a poloméru r bez podstav se
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parametricky popise jako
r=rcosu,y=rsinu,z=v, ué€l0,2n),veEIl,
kde I je néjaky interval v R.

V rovinach rovnobéznych s rovinou xy jsou tedy pouZzity polarni souradnice k popisu
praniku této roviny s plochou.

DEFINICE. Cylindrické (valcové) souradnice bodu (z, ¥, z) jsou
(1, «v, 2), kde (7, «) jsou polarni soufadnice bodu (z, ):

r=+r2+y:a= arctgg(+7r), =z
7

T =rcosa,y =rsna,z=z.

MnoZina je popséana cylindrickymi soufadnicemi zadanim funkce z(r, a) (nebo r(c, 2)).
(Uvédomte si, pro¢ je v popisu thlu « v zavorce (+).)

Napt. plast’ kuZele s vrcholem v pocatku je dan rovnici z = r pro a € [0,27),1 €
[0, 1].
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Povrch koule o poloméru a a stredu v pocatku se parametricky popiSe jako
r=rcosfcosa,y=rcosfBsina,z=rsinf, a€l0,2nr),pe|-n/2,7/2,r=a.

Podobnym zpusoben se urcuji zemépisné souradnice:
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apadni délka

x=rcosfBcosa,y =rcosBsina, z =rsinp

r=+/22 + 2 + 2, a = arctg > (+), B = arctg
b

()]



Napt. koule o poloméru a a sttedu v pocitku je zaddna rovnici r = a pro a €
[07 27T>7 ﬁ < [_71-/27 7T/2]
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