OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Diferencidlni rovnice patii mezi nejuzivanéjsi ndstroje matematiky v aplikacich. Jsou to rovnice, kde nezndmou
je funkce a rovnice obsahuje i derivace této funkce. Lze oCekavat, Ze pro ziskani feSeni je potfeba umét integrovat.

Teorie diferencidlnich rovnice je velmi obsahla a sloZitd. Tato kapitola slouZi jen k povrchni orientaci v této
teorii a neni minéna jako pfesny matematicky vyklad. Na nékterych mistech bude nutné pouZit pojmy z teorie
funkci vice proménnych, ktera je obsaZena v dalsich kapitolach.

My

Pokud nékterd partie matematiky potési tplné
kazdého, tak jsou to diferencidlni rovnice.

Jsem pro kazdou Spatnost.

Nékteré matematické dlohy jdou priblizné spocitat selskym rozumem.

Napiiklad objem télesa se zjisti ponofenim télesa
do vody.

Zjistit vysledek nékterych déju, které probihaji
v Case, neni nékdy pomoci selského rozumu
mozZné.




Dovedete napiiklad selskym rozumem zjistit, jak
vzpominaji Zraloci na prvni svétovou valku?

Dam se poddat.

Diferencidlni rovnice to dovedou zjistit, dokonce
se to dd i pekné nakreslit. Je to v poho.

Zékladni rozdé€leni diferencidlnich rovnic je na rovnice :
- parcidlni (ty pouzivaji parcidlni derivace funkci vice proménnych),
- obycejné (ty pouzivaji derivace funkci jedné proménné).

Parcidlni diferencidlni rovnice se v této Casti probirat nebudou, a proto se bude v dal$im pfivlastek ,obycejné"
vynechdvat nebo se bude nazev obycejné diferencidlni rovnice zkracovat na o.d.r..

Obycejné diferencidlni rovnice jsou obycejné
velmi hezké :-)

Necht’ F' je funkce n + 2 proménnych, n € N, a y je funkci . Pak rovnici

F(x’ y? y/7 "'7y(n)) = O



nazyvame obycejnou diferencidlni rovnici n-tého fadu.

Resenim této rovnice na intervalu I je funkce y = y(z), kterd vyhovuje dané rovnici na intervalu I (a tedy ma

na I derivace az do fadu n).
Prosté se do rovnice dosadi v kazdém bodé¢ x také
hodnoty y(x), ¥'(x) a podobné a musime dostat
nulu.

| BTW. Nejde tu nulu dostat jednoduseji? I

DIFERENCIALNI ROVNICE 1.RADU

Diferencidlni rovnice 1.fadu se uvadi ve tvaru obecném, t.j. F(z,y,y’) = 0,

nebo ve tvaru vyfeseném pro ¢/, §. v' = f(z,y).

| Ja mam radéji oba. I

| Svatd prostoto :-) I

Nejjednodussi diferencidlni rovnici je rovnice ¢ = 0. Jejim feSenim jsou konstantni funkce.



Pokud bychom k diferencidlnim rovnicim pristu-
povali takto, tak by nds nebavily. Mus{ se na to jit
s chuti.

Predstavme si, Ze na mofi v kazdém bodé (x,y)
zndme smér f(x,y), kterym se pohybuje voda.
Mime urcit, kam dopluje trose¢nikova ldhev.

Smér mofskych proudti urcuje, kam bude plout ldhev.

Zda se, ze se né€co zaCind dit. Asi se bude
hledat funkce y(x) spliiujici rovnici y/(x) =

J(z,y(z)).

Neékdy jde o deterministickou zaleZitost. Sorry.



Neékdy zalezi taky na ndhodé. Sorry.

Budeme zkoumat, pro které funkce f popisujici proudéni morskych proudi dostaneme feSeni a zda bude jed-
noznacéné urceno.

Je velmi dualezité védét, zda ma rovnice feSeni
a zda je jediné. Pro diferencidlni rovnice 1.fadu
je takovym zdkladnim tvrzenim ndsledujici véta
(viz kapitoly 17 a 18 pro spojitost a parcialni de-
rivace funkce vice proménnych).

VETA. Existence a jednoznacnost feSeni 1. Necht' funkce f(z, y) je spojitd v okoli bodu (g, 30 ). Pak existuje
v okoli bodu x( feSeni rovnic
y' = f(z,y), wlzo) =wo-
of

Je-li navic i dfu (x,y) spojitd v okoli bodu (zq, yo), pak je toto FeSeni jediné.

Diikaz. Nazna¢ime diikaz pro predpoklad spojitosti % (z,y) (viz Pozndmky pro postup bez tohoto pfedpokladu).

Reseni obou rovnic 3 = f(x,y), y(zo) = yo dohromady je ekvivalentni feseni integralni rovnice

y(@) = 90 + / " flay(e)) dx
=



na n¢jakém okoli bodu xq (dokazte).

| To je fundamentalni skok! I

Doufam, Ze pidjde rozdélit do kroku a kracka ...

Diikaz té ekvivalence spociva v derivovani rovnosti s integrdlem (tim dostaneme prvni z rovnic). Dosazenim
r = zg dostaneme druhou.

Obricend implikace je snadnd (jde o integrdl z derivace).

% | Integrovani se n¢kdy hodi. I

Nasledujici posloupnost funkci existuje na néjakém okoli bodu zq:

Yo(*) =vo, wyn(T) =0 +/ f(z,yp—1(x))dx pron € N.
)

PouZitim véty o stfedni hodnoté se dostane odhad

[Yn+1(2) = yn(2)]

/x: %(xvy(cx))‘\yn(w) —Yn-1(2)]dx <

Kmax |yn(z) — yn—1(2)||z — 20| <

IN

IN

K™ — o[ max |y1 () — yol -

Lze nyni zvolit takové malé okoli bodu z, Ze K|z — xg| < 1/2 pro z z tohoto okoli.

V tomto okoli tedy bude pro kazdé x posloupnost {y, (z)} cauchyovskd a bude konvergovat k n&jakému bodu,
ktery se oznadi y(x).



Pomoci véty o pfehozeni limity a integrdlu z kapitoly 26 se ukdze, Ze funkce y fe$i uvedenou integralni rovnici.

Pro jednoznaénost viz Otdzky.

Dukaz neni jednoduchy. Ddva v§ak moznost se-
strojit pfiblizné feseni.

| Ani jsem si nev§iml. Ale hodi se to. I

Uvedené tvrzeni ma lokdlni charakter, protoZe
néco tvrdi o feSeni pouze v néjakém okolf bodu,
a to okoli miZe byt i velmi malé.

Jak se ziskaji feSeni na vétsich intervalech je vy-
svétleno v Pozndmbkdch.

0.D.R. SE SEPAROVANYMI PROMENNYMI

Rovnice
y' = g(x)h(y)

se nazyva rovnice se separovanymi proménnymi, protoZe se proménné x, y daji od sebe oddélit.



1 d Y
Napise-li se ¢ ve tvaru d—f{, pak se pfevodem y na levou stranu a x na pravou stranu dostane rovnost

dy
h(y)

Jestlize se nyni formdlné pfidd pfed obé strany integrdl, dostane se rovnost mnoZiny primitivnich funkci na

intervalech, kde existuji:
dy /
—— = | g(z)dx,
/ h(y) (@)

coz je feSeni dané rovnice v implicitnim tvaru na onéch intervalech.

=g(z)dx proh(y) #0.

Ovérite snadno zderivovanim. Dékuji.

Nemusi byt vZdy mozné napsat feSeni v explicit-
nim tvaru y = y(x). Pozor na to!

Jedina dal3i feseni zadané rovnice ' = g(z)h(y) jsou vSechny kofeny rovnice h(y) = 0, tj. jestlize h(yg) = 0,
pak konstantni funkce y = yg je feSeni dané rovnice.

| Na to se ¢asto zapomina :-( I

Jestlize H (y), G(z) jsou primitivni funkce k 1/h(y), g(x) resp., na intervalu I, pak pro kazdé redlné &islo C'
je funkce y = y(x) zadand implicitnim zdpisem H (y) = G(z) + C (pokud existuje) feSenim dané rovnice na
intervalu /.



Zde se bude bojovat o inverzni funkci k H. Pokud
existuje, je hotovo.

Je to tzv. obecné FeSeni rovnice. Tzv. partikuldrni
FeSeni prochdzejici bodem (xq, yg) se ziskd vyfe-
Senim rovnice H(yo) = G(xg) + C pro nezna-
mou C.

Tedy v celku jde o postup:

y(z) = H YG(z) + O) .

s pfiddnim konstantnich feSen{ (kofend rovnice h(y) = 0).

To neni mozZné zkazit. VEfim na St'astnou

hvézdu.




Greenhorni zakopnou na té integraci, ostatni na
inverznfi funkci.

Véta o existenci feSeni ikd, Ze feSeni dané rovnice v néjakém bodé€ (xq,yo) existuje, pokud je g spojitd v
néjakém okoli bodu zq a h spojitd v né€jakém okoli bodu yq. Pfedchozi postup ukazuje, Ze feSeni miize existovat i
v jinych piipadech.

Tedy dovedeme tesit SPOUSTU diferencidlnich
rovnic.

Uvedend véta ddle fikd, Ze je-li navic i/ na spojitd v okoli yo (nebo je h lipschitzovskd), prochdzi bodem
(0, o) jediné feSeni.

Na to pozor. Ovéfeni pfedpokladu pro jednoznac-
nost feSeni mize nékoho stat Zivot!

Mysli asi toho trosecnika . ..
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Neni zpravidla uz tak jednoduché ziskat jedno-

znacnost piimo z popsanych feseni.

| Na jednoznacnost prosté bacha. I

Nesmime zapomenout na to, Ze diferencidlni rovnice a jejich feSeni byly po dlouhou dobu zdrojem rozvoje
matematické analyzy.

Regily se zdkladni dlohy z mechaniky, fyziky, chemie a ostatnich véd.
To soustfedilo na jejich feSeni mnoho vyznamnych matematiku.
Tim se objevilo spousta rtiznych trikti na spousta riznych typd rovnic.

My jsme jiz vidéli trik na separovane rovnice.
Z dalSich zndmych postupd uvedeme pouze né-
které.

0.D.R. S HOMOGENNI FUNKCI

Funkce f(z,y) dvou proménnych se nazyvad homogenni, jestlize pro libovolné nenulové redlné Cislo ¢ plati
fltz,ty) = f(z,y) v celém definiénim oboru funkce f.

Speciélné tedy plati f(z,y) = f(1,y/x) pro x # 0.

To Ize vyuZzit pro nésledujici typ diferencidlnich
rovnic.
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V rovnici y' = f(z,y), kde funkce f je homogenni, lze substituci nové zdvisle proménné u(x) = y(x)/x (a
tedy v/ = v’z + u) prejit na rovnici se separovanymi proménnymi:

u'r+u=f(l,u).

Po vyfeseni této rovnice je nutné se vrétit k pivodni zavisle proménné y(z).

To je dalsi zasadni trik. Kdykoliv mizeme zada-
nou ulohu pfetvofit pomoci substituce.

Ziskand feseni jsou na intervalech neobsahujicich 0. Pokud se jednd napf. o intervaly (—1,0) a (0, 1) a pdvodn{
rovnice mé smysl pro né&jaky bod (0, yg), je nutné hledat feSeni y i v bodé = = 0 tak, aby y(0) = yg. Znamend to
posunout feSeni na obou intervalech tak, aby se jejich jednostranné limity v bodé O rovnaly ¢islu yg (za podminek
existencni véty to musi jit). Pfipomina to lepeni primitivnich funkci. Toto lepeni se pouzivd i v jinych situacich,

2 s

napft. pri hledani feSeni rovnic se separovanymi proménnymi.

LINEARNI O.D.R. 1.RADU

Rovnice y' + p(z)y = q(z) se nazyva linedrn.
Diivodem pro tento nazev je skutecnost, Ze leva strana je linedarni vzhledem k proménné y (viz Pozndmky).

Disledkem je vlastnost, Ze je-li ¢ = 0, pak linedrni kombinace nékolika feSeni této rovnice je zase jejim
feSenim — ovérte.

Na linedrni O.D.R. 1. fddu existuje Gplny navod.
Proto se ho nauc¢ime.

Rovnice s nulovou pravou stranou se ¢asto nazyva homogenni a s nenulovou pravou stranou pak nehomogenni.

Postupti na ziskani feSeni rovnice 3’ + p(z)y = q(x) je nékolik, napi. takovéto titkrokové feseni (provedeme
nejdiive form4lné):

1. krok. Nejdiive se vyfesi rovnice s nulovou pravou stranou (tj. ' +p(x)y = 0), coZ je rovnice se separovanymi
proménnymi. Dostaneme vysledek (podrobnosti proved’te sami):

y(z) = Ke™ Jp@)dx

2. krok. Toto feSeni y(z) se dosadi do piivodni rovnice y' + p(z)y = q(x) a predpokldddme, Ze K je funkei .
Po dpravé dostaneme rovnici pro K:

K' = q(a:)efp(””) dx
Vyfesime integrac{

K(z) = /q(ac)efp(x)dx dx +C,
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kde C je libovolnd konstanta.

3. krok. Obecnym feSenim plivodni rovnice ¥’ + p(z)y = q(x) je tedy
y(z) = K(z)e~ [p(z)dx _ e~ Jp(z)dx /q(m)efp(x) dx gy + Ce™ Jp(z)dx ,

kde C je libovolnd konstanta.

Uvedeny postup (zdmény konstanty K za funkci K (z)) se nazyvé variace konstant a je vyhodny hlavné pro
linedrni rovnice vyS$siho fadu.

n

Jde vlastné o "uhodnuti"tvaru feseni. VyfeSime nejdfive podobnou dlohu (homogenni rovnici) k zadané dloze
(nehomogenni rovnici). Pak podle vysledku té podobné dlohy ve tvaru y(z) = K - yp,(x) zkusime hledat feSeni
nehomogenni rovnice ve tvaru y(z) = K(z) - yp ().

z

Takové "hadani"tvaru feSenf je dovolend ¢innost.

Jde vlastné v diisledku o substituci. Misto rovnice
pro y dostaneme rovnici pro K. Promyslete si to.

Pfi dobré substituci se tloha zjednodusi. Napfi-
klad my jsme dostali pro K jednoduchou homo-
genn{ separovanou ...

13



Formalni zapis tohoto feSeni nevyZzaduje soustie-
déni. Pozor na to.

z. 2z ¥

Uvedeny postup ddv4 feSeni na intervalu I, pokud maji funkce p a qef P na tomto intervalu primitivni funkce.
V tomto piipadé md rovnice v kazdém bodé (xg, yp), kde z¢ € I, jediné feSeni (protoZe existuje jedind konstanta

C ftesici danou pocéteéni podminku y(xg) = yo). Véta o existenci a jednoznacnosti (pro spojité p, ¢) pro linedrn{
rovnice tedy vyplyva z uvedeného postupu.

Z tvaru feSeni je snadno vidét, Ze pro libovolné xg € I a libovolné Cislo yg existuje konstanta C' tak, Ze
y(x0) = yo.

To je v souladu s vétou o existenci feseni.

ProtoZe v tomto piipadé je g—g(:v, y) = —p(z) spojitd funkce na I, feSeni existuji jedind, coZ je snadno vidét i
z uvedeného obecného feseni.

Takovato diskuse se musi u kazdého feseni dife-
rencidlni rovnice provést. Jinak nevime, zda jsme
opravdu tlohu vyfresili.

Vsimnéte si, Ze uvedené obecné feseni rovnice v’ + p(z)y = q(x) je souctem obecného feSeni homogenni

rovnice
Cyp(z) = Ce™ JP@dx

a jednoho partikularniho feSenf rovnice nehomogenni.

yolx) = e~ Jp(@)dx /q(x)efp(m)dxdx.

To si dobfe promyslete a nezapoméiite. Dik.
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Reseni homogenni rovnice tam funguje jako ta-

kové smeti. Tedy y = yg + Cyy,. Tedy staci najit
dvé vhodn4 feSeni.

Obecné feseni rovnice s nulovou pravou stranou je libovolny ndsobek (Cislem) jednoho nenulového partikular-
niho feSenf této rovnice.

Uvédomte si také to, Ze je-li partikularni feSeni
homogenni rovnice nenulové v jednom bod¢ in-
tervalu, je nenulové v kazdém bod¢ intervalu.

Obecné feste diferencidlni rovnice v bdélém
stavu.

Pozndmky 1:
S velmi jednoduchou diferencidlni rovnici jste se setkali pfi hleddn{ integrélu:

Y = fx).

Tedy jsou diferencidlni rovnice alespon tak té¢zké
jako integrovani . ..

[P

Existuji diferencidlni rovnice, které nemaj
0) bez volnych konstant.

idné feSeni (napt. y'241 = 0) nebo maji jediné fedenf (napf. 32 +y° =

15



Takové rovnice se nedaji (opravdu?) zvladnout
ani pomoci vét.

Véta o existenci. Prvni ¢dst véty o existenci (bez jednoznacnosti) Ize dokdzat stejnym zptisobem, jako byla doka-
zana existence primitivni funkce ke spojité funkci. Jen misto funkce f jedné proménné je f funkci dvou promén-
nych.

Ziskand lomend ¢dra md v bod€ lomu (z;,y;) jednostranné derivace rovné f(x;,y;) nebo f(x;_1,y;_1), resp.
(doprava od z(). To je tzv. Peanova metoda, kterd naznacuje i moZnost nalezeni pfiblizného feSeni.

v ¥z

V dalsi ¢asti tvrzeni (jednoznacnost) byl potfeba odhad

@) — ()| < g—jw y(eo) |19 (@) — gn1(@)] < Klyn(2) — yn1(2),

pro ktery neni nutnd existence parcidlni derivace g—]yc(bL y), ale staCi tzv. lipschitzovskd vlastnost [ ve druhé
proménné:

[f(z,y) — f(z,2)] < Kly — 2|
pro vSechna z z néjakého okoli zq a y, z z néjakého okoli yq.

Maximaélni FeSeni. Ziskané lokdln{ feSeni na okoli (zg — a, zg + b) bodu zq 1ze prodluzovat dile pouzitim véty o
existenci na body xzg — a, xg + b.

Je nutné pouzit vétu o jednoznacnosti — pro¢?

Tento postup prodluZovani skonci, jakmile jeden
z krajnich bodd (z,y) dojde na hranici oblasti,
kde f spliiuje podminky véty.

Reseni rovnice, které nejde prodlouZit, se nazyva maximalni.

Presnéjsi matematicky popis existence maximalniho feSeni prochdzejictho danym bodem je nésledujici (zjednodu-
Sime si popis predpokladem jednoznacnosti feseni). Necht’ GG je rovinnd oblast (tj. oteviend souvisld mnoZina) a
rovnice A= f(x,y) md v kazdém bodé¢ oblasti jediné fesen{ (ve smyslu véty o existenci a jednoznac¢nosti). Zvoli se
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(z0,y0) € G avezmou se vSechny intervaly I v R obsahujici bod xq takové, Ze na I existuje feSeni y(x) rovnice s
vlastnosti y(xg) = yo, (z,y(z)) € G pro kazdé x € I. Mezi t€mito intervaly existuje nejvétsi (jejich sjednocent)

N

a k nému piislusné feseni je maximalni.

Obecné a partikularni FeSeni. Z véty o existenci je vidét, Ze feSen{ bude prochdzet kazdym bodem oblasti, kde f
spliiuje predpoklady véty. Neni-li specifikovan bod, kterym feSeni prochazi, nazyva se feSeni obecné — volnost pro
dalsi specifikaci byva vyjadiena volitelnou konstantou.

Z. 7 X2

Po zadani ¢isla za tuto konstantu se ziska tzv. feSeni partikularni.

Smérové pole. Nakresli-li se grafy feSeni pro rizné volby konstant v obecném feSeni, dostane se soubor kiivek
(nékdy nazyvané integrdlni kiivky dané diferencidlni rovnice).

Tecny k témto kiivkam udavaji tzv. smerové pole . Najit feSeni znamend najit kiivku, kterd ma v kazdém svém
bodé¢ tecnu, jejiz smér splyva se smérovym polem.

Smérové pole se zndzorfiuje pomoci vektori v mnoha bodech dané oblasti. Vektor v bod& (zg,yp) md smér
(1, f(z0,y0)), jeho velikost je ddna ntak, aby se vektory navzdjem neprotinaly a souCasné graficky naznacily
prubéh feseni.

Smérové pole rovnice 3y’ = zy:

Smérové pole a integralni kiivky rovnice 3’

TY:

Smérové pole rovnice y' = y cotg(z):

Smérové pole a integrdlni kiivky rovnice y' = y cotg(z):

PozniamKy Kk riznym typuim rovnic.
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Nékdy se rovnice y' = f(x,y) daji pfevést na rovnice s homogenni funkci na pravé strané substituci y = 2%
(ovérte, kdy je to mozné).

Nékteré rovnice se pfevedou na rovnice s homogenni funkci na pravé strané posunutim proménnych o konstanty
(proved'te pro rovnici ¢/ (ax + by + ¢) = cx + dy + e).

Znéte-1i jedno partikuldrni feSeni v linedrni nehomogenni rovnice, substituce y = z + u prevede danou nehomo-
genni rovnici na homogenni (s proménnou z).

Oznadi-li se L(y) = v + py, pak L je linedrni zobrazeni mnoZiny funkci majicich derivaci na n&jakém intervalu [
do mnoZziny vSech funkei na tomto intervalu.

Konec pozndmek 1.

Priklady 1:
V nasledujicich prikladech se pokuste nakreslit i smérova pole rovnic.
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Takové obrazky daji globalni pohled na feSeny
problém.

Taky se jimi daji odhalit chyby. Napfiklad se fe-

Seni skoro nikdy nekfizi.
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1. Vyieste dvé rovnice se separovanymi proménnymi ¢’y +x = 0ay = VY. Nejdiive najdéte obecné feSeni a
potom feseni vyhovujici poCate¢ni podmince y(0) = 1.

Ovéite vétu o existenci a jednoznacnosti na
téchto dvou rovnicich. Zv1asté u druhé rovnice
je tfeba davat velky pozor pfi feseni.

2. Vyfeste rovnici 42 — x(z + y)y’ = 0 (s homogenni funkci). Nejdiive obecné, pak pro potiteéni podminku
y(1) =0.
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Ovérte vétu o existenci a jednoznacnosti pro tuto

rovnici na co nejvétsich intervalech.

3. Vyfeste nasledujici linedrni rovnice

Y 4ay=2x, y+y=e, xy —3y=2>

Obecna feseni v téchto ptipadech jsou definovana na R.

4. Sestavte diferencidlni rovnici popisujici rozpad radioaktivni litky s polo¢asem rozpadu ¢,. Rovnice bude popi-
sovat hmotnost m v zavislosti na Case t, jestlize na zac¢atku méla latka hmotnost my.

Derivace m/ (tj. zm&na hmotnosti podle Casu) je tedy pfimo imérna hmotnosti: m’ = km. Rovnost m(0) = myq
udava pocateéni podminku. Ze znalosti poloCasu rozpadu naleznéte konstantu &k a vyfeste vzniklou diferencidlni
rovnici.

5. Najdéte vztah pro tzv. neprerusené (nebo spojité) irokovani. Je-li r ro¢ni tirok a P mnozZstvi uloZenych penéz na
tento drok, pak P je funkci ¢asu ¢ a derivace P’ je rovna r P (ovéite). Dostdvite opét diferencidlni rovnici s danou
pocatecni podminkou — vyfeste.

Konec piiklada 1.

Otazky 1:
1. Dokazte jednoznacnost feSeni ve vété o existenci. Vezméte dvé feSeni y(x), z(x) prochédzejici danym bodem,
kterd se nerovnaji na Zidném okoli bodu x a zkoumejte rozdil |y(x) — z(z)| opét pomoci véty o stfedni hodnoté
nebo lipschitzovské vlastnosti /. Pouzitim maxima M tohoto rozdilu na intervalu [z, 2:9 + | dostanete nerovnost
M < MeK, kde K je konstanta z diikazu o existenci. Z toho jiZ vyplyne spor pro M # 0.

2. Ukazte, Ze tzv. Bernoulliovy rovnice
y' +p(x)y = q(z)y®,

kde a € R,a # 0, 1, se daji pfevést na linearni rovnice pomoci nové proménné z = 31 =9,

U nékterych rovnic se po dlouhém hledani do-
staneme k dobrému ndpadu, podobné pred ndmi
Bernoulli.

3. Mé-li funkce f(x,y) m4 parcidlni derivace v né&jaké oblasti, pak rovnice tvaru
of of af af
% + 0—; A= 0, psno vtinou ve tvaru a—u]; dx + 0—5 dy =0,

se nazyvaji exaktni rovnice. UkaZte, Ze jejim feSenim jsou implicitni funkce f(z,y) = C.
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Pozor na ten zépis, jde naptl o rovnici a napil o
jakési parcialni derivovani.

Parcidlni derivovani se bude zkoumat v kapitole
o funkcich vice proménnych. Klidek.

Dokazte, ze rovnice M (x,y) dx + N(z,y) dy = 0 je exaktni pravé kdyz % = %—g v dané oblasti (pfedpoklad:

vSechny parcidlni derivace 1.fadu jsou spojité a dand oblast ,nema diry"). Pfi ditkazu nutnosti podminky naleznete
i zpusob feseni (tj., nalezeni funkce f).

Nékdy lze nalézt tzv. integracni faktor g(x,y) takovy, Ze po vyndsobeni rovnice M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0

timto faktorem se dostane exaktni rovnice, a ta piivodni exaktni nebyla. Lze ukazat, Ze pokud ma pavodni rovnice
obecné feSeni, integracni faktor existuje.

O co jde se uvidi az po spocteni prvniho prikladu.
LET’S GO :-)

4. UkaZte, 7e pro homogenni linedrn{ rovnici 4’ +p(x)y = 0 je eJ P(#) dx jnteoraéni faktor z predchoziho odstavee.
p g Yy +px)y J g p
Najdéte timto zptisobem feseni homogenni linedrn{ rovnice.

5. Je-li ddna v roving soustava kiivek, fika se, ze kiivka C je ortogondlni k této soustavé, jestlize v kazdém pruse-

Ciku kiivky C' s kiivkou soustavy jsou na sebe teCny obou kiivek v tomto bodé kolmé.
Najdéte viechny ortogondlni k¥ivky k soustavé grafa funkei y = az?,a € R.
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Konec otazek 1.

Cviceni 1:

Piiklad. Spoctéte diferencidlni rovnici
y' =2yl

a nakreslete integralni kiivky.

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. Postupujeme podle metody nejprve pro y > 0
dy
— =2/y.

Pro y # 0 piSeme

1
——dy =1 dx
2y

1
dy=[14d
[ 1o

Vy=x—-C.

Zde metoda v podstaté konc¢i. Vypocitat y z to-
hoto implicitniho tvaru musime sami.

Budeme dikladné zkoumat kdy a kde je mozné rovnici

Vy=xz-C
vypocitat.

Upravime vztah ,/y = x—C naintervalu 2 > C' (pozor, vpravo je a musi byt nezdporné ¢islo!) a dostaneme
y=(z-0C)>*.
Podobné pro y < 0 dostaneme na intervalu z < D

y=—(z—D)*.
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Navic samozfejmé mdme trividlni feSeni. Celkové dostaneme maximalni feSeni jako kombinaci feSeni na
vhodnych intervalech. Zvolme —oco < D < C' < 400. Pak dostaneme maximaln{ feSeni ve tvaru (ovéite)

—(z—D)? proz<D,
pro D<xz<C,
pro z < D .

Vsimnéme si, Ze to dava i trivialni feSeni.

Integrélni kiivky jsou na obrdzku

W)
@

Vsimnéme si, Ze vSechna feSeni jsou neklesajici
funkce.

Alespori tohle jsem védél hned na zacétku ;-)

Piiklad. Spoctéte diferencidlni rovnici



a nakreslete integralni kiivky.

Resent. Jde o rovnici v separovaném tvaru. Postupujeme podle metody nejprve pro |y| < 1

N

dzr

PiSeme

5 dy =1 dx

1
V1i—y

dx

. 1 .
—dy= | 1
/ V1—y2 ! /

arcsiny =x — C'.

Zde metoda v podstaté kon¢i. Vypocitat y z to-
hoto implicitniho tvaru musime sami.

| Asi to budeme sinovat . .. I

Upravime vztah arcsiny = x — C na intervalu —7/2 < © — C < 7/2 (pozor, vpravo musi byt funkéni
hodnota arkussinu!) a dostaneme

y =sin(z — C).
Navic samozfejmé mame trividln{ feSeni +1. Celkové dostaneme maximadln{ feSeni jako kombinaci feSeni

na vhodnych intervalech. Zvolme —oo < C' < 4o0. Pak dostaneme maximalni feSeni ve tvaru

-1 pro © < C —1/2,
y(z) = ¢sin(z —C) pro C—7m/2<x<C+m/2,
1 pro z > C+m/2.
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Vsimnéme si, Ze to dava i ob€ trivialni feseni.

Integralni kiivky jsou na obrdzku

26

Z téch sinusovek jsou tam jenom pilky, tak se to
nekfizi. O.K.

Vsimnéme si také, Ze vSechna feseni jsou nekle-
sajici funkce.

Alespori tohle jsem védél hned na zacétku ;-)




Kdo se splete pfi pocitani inverzni funkce, tomu

se mohou feSeni kiiZit a vypadd smésné.

Pfiklad. Spoctéte diferencidlni rovnici
y' = 2xy
a nakreslete smérové pole a integralni kiivky.

ResSeni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. Postupujeme podle metody

dy
= =2y .
dx Y
Pro y # 0 piSeme
1
- dy = 2zdx

Y

q .
/ —dy = / 2zdr
J Yy .

log |y| = 2 +C.

Zde metoda v podstaté kon¢i. Vypocitat y z to-

hoto implicitniho tvaru musime sami.

Upravime pomoci exponencidly vztah

log|y| = 2” +C

27



a dostaneme
ly| = exp 2 +C.

Z praktického hlediska vysledek vyjadiime ve tvaru odpovidajici linearité¢ daného problému
y=+Kexp 22

s vhodnou konstantou X = ¢, Ta konstanta K je kladnd, pro y > 0 uvaZujeme v rovnosti misto +
znaménko +, pro y < 0 uvaZujeme v rovnosti misto = znaménko —. Pro y = 0 mdme trividlni feSeni
y(x) =0.
Celkové tedy lze psat feseni ve tvaru

y = M exp 22 ,

kde M je libovolné redlné ¢islo.

Tento trik se pouziva Casto!

Smeérové pole a integralni kiivky jsou na obrdzku
Piiklad. Spoctéte diferencidlni rovnici
y — 2wy = -2z

a nakreslete integralni kfivky.
Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. ReS$ime nejdiiv homogenni rovnici a dostaneme podle pfedcho-

ziho piikladu feSeni homogenni rovnice je ve tvaru
Cyn(x) = Cexpa?,

kde C je libovolné realné cislo.

Dal postupujeme netodou variace konstant, tedy hleddme feSeni ve tvaru

y(z) = C(z) exp 22

pro vhodnou funkci C'.

TakZe nam ta konstanta "obzivne".
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Dosadime tento tvar do rovnice ¢/ — 2zy = —2x (pfedpokldddme pfitom, Ze C' m4 vlastni derivaci) a
dostaneme

(C(m) exp x2)/ — 22C(z) expa?® = -2z .

Po dpravé tedy
C'(x) = =2z exp(—z?) .

Zintegrovanim spocteme
C(z) = exp(—2?) + K .

Jako partikularni feseni tedy midzZeme vzit libovolné takovéto feseni. Polozime tedy napiiklad pro K = 0
yo(x) = C(x)(expa® +0) = 1.

Obecné feseni je tedy
y(x) = yo(x) + Cyp(z) = 1+ Cexpa®.
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Obrézek integralnich kiivek vznikne modifikaci
ktivek z predchoziho piikladu.

Bylo to néjaké jednoduché. Doufim, Ze taky
budu takovy st’astlivec.

Variace konstant je vlastné ve své druhé fazi sub-
stituce. Misto y hledame C'.

vy

VZDY vyjde jednodusi rovnice. Bude ve tvaru
C'(x) = ¢(x) pro vhodnou ¢. Pijde tedy (snad)
integrovat.

Piiklad. Spoététe kiivky kolmé ke kiivkam v systému 22 4+ y? = cz, kde ¢ je parametr.

Reseni. Pokud dand kiivka vyhovuje v bodé vztahu

W _ fayy),

dx
vyhovuje v tomtéZ bodé kiivka k ni kolmd vztahu

dy 1

dx = flay)’
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coz vidime z obrazku.

smérnice -1/f(x,y) \
\

v

smérnice f (x, y)

Vezmene systém kiivek 22 + 32 = cx a zjistime, jaké diferencidlni rovnici vyhovuje.

Tento postup vyZaduje pozornost. Chceme najit

diferencidlni rovnici, tedy se musime zbavit toho
parametru c.

Zderivujeme rovnici systému kiivek a dostaneme
20 +2yy =c.
Dosadime za konstantu ¢ z rovnice systému a dostaneme

di
2:L'y—y = y2 — 2.
dx

Kiivky kolmé k zadanému systému vyhovujici tedy vztahu
dx

—2zy— =y* —x

2
dy ’

Vyfesime tuto diferencialni rovnici a dostaneme implicitnim zpisobem zadany systém kiivek 22 412 = cy.
Obrazek kfivek a jejich "kolmic":

vy

Piiklad. Banka vyhlasila, Ze bude poskytovat 100 % rocni drok. Pokud vlozi§ do banky jednu zlatku, do-

2%

stane§ za rok dvé& zlatky. Zenuska hned rozhodla, Ze posle svého muZitka do banky po pil roce, nech4 jej

vyzvednout jeden a pul zlatku a hned ji tam zase na ptl roku vlozi. Tak misto dvou zlatek dostane

(D=1
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Pak ji napadlo, Ze by tam mohl muZicek jit jesté Castéji. Nakonec tam stdl muZicek od rdna do vecera,
vkladal a vybiral a bankéf rozhodl, Ze s tim néco udéla. Jak to dopadlo?

Reseni. BankéF si fekl, Ze oznali x(t) stav muzickovych penéz v Case ¢, pficemz 2(0) = 1 zlatka. Pak si
uvédomil, Ze se vlastné penize pribézné samy mnoZi a Ze ¢im je jich vic, tim vic jich pribyva.
Tak si napsal rovnici
dzx(t
0 _ 0.
dt
¢imz zachytil pfirtistek penéz dxz(t) za Cas dt.

Tato rovnice ddvd feSeni z(t) = ef, tedy dal po roce muzickovi (Zenuice) misto dvou zlatek neuvfitelnych
e zlatek.

Tak ZzenuSka dosahla, Ze banka misto 100% ddvala péknych 172%.

Takovd Zenuska se prosté nedd vyvazit zlatem . ..

Priklad. Zjistéte zakon radioaktivniho rozpadu.

2y,

Regeni. V atmosféie se vlivem kosmického zafeni vytvéii radioaktivni izotop uhliku C''4. Tento izotop je
nestdly a rozpada se s poloCasem rozpadu 5568 + 30 roku. Tak se v atmosféfe vytvaii i rozpada a ustdlila
se jeho rovnovéha.

sv 2

nismu jeho mnoZstvi na jisté rovnovazné hladin€. Pokud organismus neZije, nastava proces poklesu hladiny
C14, protoZe neni doplitovan.
Rovnice popisujici mnozstvi C'* v Ease ¢ vypada
dx(t)
dt

= ka(t),

kde k je zaporna konstanta.

Reseni z(t) = x(0)e** pouzijeme pro zjidténi stati fosilii. Zndme-li mnozstvi C''* ve fosilii nyni a umime-li
odhadnout mnozstvi C''* v Ease t = 0, zjistime dobu, po kterou probihalo odbourdvani C''* v organizmu.
Naptiklad z(5568) = 2(0)/2, tak ur¢ime konstantu & (souvisi s "polo¢asem rozpadu").

Takto se napiiklad zjistila doba, kdy lidstvo osid-
lilo Ameriku nebo kdy se stavél Stonehenge.

Priklad. Po zapadu slunce prestali namornici veslovat. Je brzdéna pouze tfenim, nefouka vitr. Za 10 sekund
doplula 30 metra, za dalSich 10 sekund doplula jesté 15 metrd. Kde se zastavi?
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Reseni. Ozna¢ime si m hmotnost lodi s ndkladem, v(t) jeji rychlost v &ase ¢ a necht’ kladnd konstanta

odpovida tieni, které pro malé rychlosti (snad) zdvisi linedrné na rychlosti.
Pak J
v
ma(t) =m— = —kv
®) dt
vyjadiuje, Ze tfeci sila pisobi na té€leso a brzdi jej (a(t) je zrychleni a zdporné znaménko vypovidd o sméru
sily proti pohybu).
Tedy
dv
dt

= —mkv

mad feSeni v(t) = v(o)efmkt'

Vzhledem k tomu, Ze je rychlost v(t) derivaci dréhy s(¢), tedy ds/dt = v, miZeme integrovanim rychlosti
ziskat drahu

t
s(t) = /0 o(r) dr = =2 (1 — "™kt |

Vidime, ze

Vime, Ze s(10) = 30 a s(20) = 45.
S témito informacemi vytla¢ime ze vzorecku pro s(oo) nezadouci konstanty a dostaneme

302

S0 =G0 15~

60,

tedy lod’ dopluje jesté 15 metrt, celkem bez pohonu 60 metrd.

| Zase ta mild exponencidlni funkce . .. I

Priklad. Rust populace P zavisi na piimo jeji velikosti. Na druhé strané je zpomalovan problémy s do-
statkem potravin. Pokud je maximalni velikost populace rovna M, pak faktor M — P brzdi pfirozeny rist
populace. Reste tedy tlohu
dpP
dt
Této rovnici se fika logistickd rovnice.

kP(M —P), P(0)=F.

Regeni. Rozkladem na parcialni zlomky nebo substituci p = 1 / P dostaneme feSent

L N
P_M+(P0 M)e

a populace se bude bliZzit M.
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|Azase... I

Piiklad. Na stole je Cerstvé upecend babovka, kdy se bude moci jist?
Reseni. Zdkon ochlazovani fikd, Ze rychlost, s jakou se téleso ochlazuje, je piimo umé&rnd rozdilu teplot.

Tedy teplota T'(t) v Case t vyhovuje rovnici

dT
== k(T -T*
dt ( )?

kde T™* je konstantni teplota okoli a k je konstanta.

Dosadime-li si (t) = T'(t) — T, dostaneme rovnici dz/dt = kx a obvyklé exponencidlni feSeni.

Pro vypocet potfebujeme néjaké udaje, napiiklad
za kolik minut se ochladi o kolik stuprit a jakou

teplotu méla na zacatku.

Podobné stanovuji kriminalisté dobu ¢inu . ..

Konec cviceni 1.

Uceni 1:

Mné se ta feSeni naschval protinaji. MdZu to tak

nechat?
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///////////

Pozor, kiizit se mohou jen "nefeseni", napiiklad
na kraji defini¢niho oboru:

Regeni

Konec uceni 1.

DIFFERENCIALNI ROVNICE 2. RADU

Podobné jako u rovnic 1. fadu se 1 dlferenmalm rovnice 2. fadu uvadéji v implicitnim tvaru F(z,y,y’,y") =
0 nebo ve tvaru vyfeseném pro y”, 4j. v = f(x,y,v').
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Opét je potieba zndt vétu o existenci a jednoznacnosti feSeni. V dalsi ¢asti bude ukazéano, Ze feSeni diferen-
cidlni rovnice 2. fddu je stejné jako feSeni urcité soustavy dvou diferencidlnich rovnic 1. ¥adu, a pro ty se
véta o existenci a jednoznacnosti feSeni dokazuje podobné jako pro jednu diferencidlni rovnici 1. fadu.

Tedy budeme mit podobné vysledky jako pro
rovnici 1. fadu.

VETA. Existence a jednozna¢nost ieSeni 2. Necht’ funkce f(x,y,y") je spojitd v okoli bodu (xq, ¥, y1)-
Pak existuje v okoli tohoto bodu feSeni rovnic

v' = (.9, y(xo) =wvo,y (w0) =y1.

Jsou-li navic i 2L (z, v, v/), %

oy (2,y, ") spojité v okoli bodu (z¢, 10, y1), pak je toto fedenf jediné.

Pozor. U rovnice 2. fddu musime mit dvé poca-
tecni podminky!!!

Opravdu. Z kazdého bodu kazdym smérem star-
tuje jedno feseni.

A tak se budou muset zakonité kiizit v kazdém
bodé.
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Z daného bodu danym smérem existuje feSeni.

37

A nebudou se muset délat ty obrazky :-)

Taky si uvédomime, Ze se zpravidla jednd o mo-
delovani néjaké redlné situace. Proto kiivky po-
pisujici redlné fesSeni nemusi byt grafy funkci.

To bylo ostatné i u toho trose¢nika. Lahev mohla
plout pfimo na sever.




Neni problém v tom piipadé€ otocit soustavu sou-
fadnic.

Budeme nejprve zkoumat jednodussi typy rov-
nic.

| ProtoZe ty alespon jdou spocitat. I

Pripad y" = f(x)

Dvoji integraci se dostane

y:/(/f(:v)dx)dx+01x+02~

Ve vysledku jsou dvé volitelné konstanty, které se uré{ z pocdtecnich podminek y(zo) = vo,y'(z0) = y1
pro feseni.

Je-li f spojita na intervalu I, dvoji integraci lze provést a pro libovolnd Cisla yg, y; se daji najit jedina
C1, Cy tak, Ze vysledné feSeni y(x) spliiuje pocateéni podminky (ovéite).
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| To je v souladu s vétou o existenci. I

Po vyndsobeni rovnice faktorem 2y’ bude lev4 strana tvaru 2y'y"” a tato funkce promé&nné x ma za primitivni
funkci 32 proménné . Prava strana je tvaru 2f(y)y’ a tato funkce proménné x md za primitivni funkci
2F () proménné z, kde F je primitivni k f. To znamend, Ze y'?> = 2F (y) + C1.

Pripad y' = f(y)

Tim se dostala diferencidlni rovnice prvniho fadu (v implicitnim tvaru) se separovanymi proménnymi.
Uvedeny postup vyZaduje opatrnost. Jednak se nédsobilo 2y a tedy se mohla ztratit konstantni feSeni y = 1

pro f(yg) = 0. Déle je nutné se omezit jen na takové y a C1, Ze 2F(y) + C1 > 0.
Pripad y" = f(y)
Substituci zdvisle proménné z(x) = y/(x) se pfevede rovnice na rovnici 1.f. 2/ = f(z), jejimZ feSenim je

_ dz
) )

x =F(z)+C.

Nynf je nutné za z dosadit zpatky 3’ a vyfesit diferencilni rovnici 1.¥adu = = F(y') + C, coZ nemusf byt
jednoduché.

Protoze se délilo funkci f, jsou dal$imi feSenimi ptivodni rovnice i linedrni funkce y = ax + b, kde a jsou
kofeny rovnice f(t) = 0.

V predchozich ptipadech jsme vlastné snizovali
fad rovnice vhodnou substituci. To 1ze provéstiu
nasledujicich dvou piipadu.

Pripad ' = f(z,v)
Substituci zdvisle proménné z(x) = y/(x) se pfevede rovnice na rovnici 1.f.

7 = f(z,2).

vvvvv

y:/z(x)dx+02.

V obecném feseni pro z vyjde konstanta C7.
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Vzhledem k tomu, Ze tam y chybélo, to bylo

jasné.

Pripad 4" = f(y,v')

Dosazenim nové funkce p vztahem 3y’ = p(y) se opét sniZ{ ¥ad rovnice, protoze vy’ = p/(y)y’ = p'p a tedy
dostaneme rovnici
p'p=fy,p).

Po vyfeseni této rovnice se musi vyfesit i rovnice y' = p(y).

Nejde vibec o jednoduché véci. Pozor prfi fe-
Seni!!!

LINEARNI O.D.R. 2.RADU

Rovnice
' +ai(@)y + ao(z)y = (@)
se nazyva linedrni.
Stejné jako u linedrnich rovnic 1. fadu je divodem pro tento nazev skuteCnost, Ze leva strana je linedrni
vzhledem k proménné y.

Diusledkem je opét vlastnost, Ze je-li ¢ = 0, pak
linearni kombinace nékolika feSeni této rovnice
je zase jejim feSenim — ovéite.

Véta o existenci se na tento pripad aplikuje snadno: Jsou-li funkce aq, a1, q spojité na intervalu I, prochdzi
kazdym bodem (xq,yo,y1) € I x R X R prdvé jedno Fesent linedrni diferencidlni rovnice 3" + a1 (z)y’ +
ag(x)y = q(x) spliujict rovnosti y(xo) = yo,y'(z0) = y1.
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Neni vZdy mozné nalézt feSeni linedrni diferen-
cidlni rovnice faddu aspon dva. Ale vZdy lze fe-
Seni nalézt pro homogenni rovnice s konstant-
nimi koeficienty ag, ay.

Pozor! Tento postup se musi umét i o pulnoci.

Necht koeficienty ag, aj v rovnici 4" + a1y’ + agy = 0 jsou konstantni a A1, Ay jsou kofeny tzv. charak-

teristické rovnice A2 + a1 A + ag = 0.

Pak existuji dvé linedrné nezdvisld feSeni y1, yo rovnice i’ + a1y’ + agy = 0 tvaru

. eMT el pokud A1, Ao jsou rizné redlné koreny;

. zeM® eMT pokud Aq, A2 jsou stejné kofeny;

. e sin(fx), e** cos(Sx), pokud A1, Az jsou komplexni

kofeny tvaru o + fSi.

Obecné feseni dané rovnice je pak tvaru Cy1 + Coys (viz Otdzky).
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Dostali jsme dplné fesent :-)

V podstaté se jednd o trivialitu. Hleddme feSeni
ve tvaru e)‘z, dosadime do rovnice a najdeme
moznd A. Pii tom se objevi ta charakteristicka
rovnice.



TakZe se zacalo hadanim. Pak se pocitalo. Nékdy
to byva obracené.

Na nehomogenni rovnici ptijdeme zase s variaci
konstant:

Zname-li dvé linedrné nezdvisld feSeni y1, yo rovnice bez pravé strany, ziskdme feSeni rovnice s pravou
stranou variaci konstant, tj. feSeni je tvaru C1(z)y; + Ca(z)ye, kde C1, Co jsou feSeni soustavy

C{yl + Céyg =0
Ciyi +Coyy =4

(viz Otdzky pro vysvétleni).

Ve specidlnich pfipadech pravé strany lze parti-
kularni feSeni rovnice uhodnout:

Je-li pravd strana q(z) tvaru Py (x)e®" sin(bx) (nebo cos misto sin), kde Py, je polynom stupné k, je parti-
kuldrni feSeni tvaru
2" (Qp(x)e sin(bx) + Ri(x)e*” cos(bx)),

kde Q, Ry jsou polynomy stupné k a
1. » =0, jestlize a + bi neni kofenem charakteristické rovnice;
2. r =1, jestlize a + bi je jednoduchym kofenem charakteristické rovnice;

3. r = 2, jestlize a + bi je dvojndsobnym kofenem charakteristické rovnice (pak b = 0).

Dosadi-li se tento obecny tvar feSeni s zatim nezndmymi koeficienty v polynomech )y, Ry do pivodni
rovnice, daji se tyto koeficienty vypocitat porovnanim koeficientd u stejnych mocnin.
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S obecnou rovnici druhého fadu si neporadime.

Nicméné je tu jeden hezky trik:

Zname-li jedno feSeni u(x) linedrn{ rovnice y” + a1(z)y’ + ap(z)y = 0, substituci y = u - z dostaneme
rovnici
w2 + 2/ (20 + ayu) = q,

u které Ize dalif substituci w = 2’ sniZit ¥ad a vyfesit.

Da se ukazat, Ze to, co bylo nyni zji§téno pro li-
nedrni rovnice s konstantnimi koeficienty, plati i
pro obecnéjsi pripad:

VETA. Necht je ddna rovnice 4 + a1 (2)y' +ag(z)y = ¢(x), kde funkce ag, a1, ¢ jsou spojité na intervalu
I.

1. Obecné feseni rovnice je souctem obecného feSeni homogenni rovnice i + a1 (2)y’' + ag(x)y = 0 a jednoho
feSeni nehomogenni rovnice.

2. Obecné feSeni homogenni rovnice je linedrni kombinaci dvou linedrné nezavislych feSenti, tj. tvaru
Y, Y
Cry1 + Cay2,

kde y1, y2 jsou linedrné nezavisla (pro («, 8) # (0,0) neni ay (z) + By2(x) = 0 v zddném (ekv., asponr v
jednom) bodé ).

3. Dvé feSeni y1, y2 rovnice bez pravé strany jsou linedrné nezdvisla pravé kdyz tzv. Wronského determinant

yi1(x)  y2(x)
yi(z)  yy(x)

je nenulovy alespoil v jednom bodé = € I (pak je nenulovy na celém 7).

43



S tim Wronského determinantem se dobfe pocita.
Zkuste si to.

Linedarni rovnice vysSiho fddu se pocitaji ob-
dobné jako pro tad 2.

Coz je podobné fddu 1. O.K.

Pozndmky 2:
1. Nelinearni diferencidlni rovnice 2. a vys§ich fadu jsou obvykle velmi t€zké k feSeni a vétSinou se fesi
priblizné.
K feSeni Ize pouZit i vyjadieni funkci pomoci nekonecnych fad (napf. mocninnych nebo Fourierovych).
Jeden takovy piiklad je uveden v Otdzkdch.
K feseni slouZzi i jiné metody, jako pfevadéni na integralni rovnice, feSeni pomoci integralnich transformaci
(napt. Laplaceova, Fourierova), aj.

2. Na tvar feSeni linearnich rovnic vyssich fadt nez 1 s konstantnimi koeficienty se da pfijit dsudkem, Ze
budou podobn4 jako feseni linearnich rovnic 1.fadu, a tedy tvaru e
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Dosadi-li se tato moZnost feSeni do rovnice, snadno je videt, Ze e bude feSenfm rovnice pokud bude A
feSenim uvedené charakteristické rovnice. Proved’te podrobnosti.

Neni nad Sesty smysl.

3. Je-li prava strana linedrni diferencidlni rovnice tvaru g; + go, lze vyuzit linearity levé strany a zjistit
partikularni feSeni pro kazdou funkci zv1ast'.

Je-li L(y) = g1(2) + g2(x) ay;,i = 1,2, jsou FeSeni rovnic L(y) = g;(x), pak y1 + yo je FeSenim pivodni
rovnice.

Pii feSeni neni dobré michat jablka a hrusky.

Konec poznamek 2.
Priklady 2:
1. Vyfeste nésledujici rovnice sniZzenim fadu vhodnou substituci:
xy//+y/:x2, y//+y:O
2. Vyieste rovnici 3/ — 2y + y = 0 sniZenim f4du, znate-li jedno feSeni y = %,
3. Vyfeste nasledujici nehomogenni rovnice jak metodou variace konstant tak metodou neurcitych koefici-
entd:

' +2) —3y=6, 3 —6y+9y=e>*, y' —y=uzcosze®.

3. Je-1i hmotna Castice upevnéna na péru, které volné visi z néjakého bodu a natahnete-li péro, zacne Cdstice
kmitat. Pribéh tohoto kmitani se snadno popiSe diferencidlni rovnici.
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m

tazovy diagram /K\

10 5

E( E ] 10 15
modra - poloha
zelena - rychlost

seda - zrychleni

o

n

Podle Newtonova zdkona je sila rovna sou¢inu hmotnosti a zrychleni. Zrychleni je druhd derivace drghy
podle Casu, hmotnost m je konstantn{ a sila bude nepfimo dmérnd hmotnosti a imérnd dréze, a bude pisobit
proti sméru pohybu. Tim se dostane rovnice my” = —ky/m, coz po tpravé dava v + a?y = 0.

Tato rovnice ma feSeni y = C1 sin(at) + Co cos(at) — pro pocate¢ni podminky y(0) = xq,y'(0) = 0 se
dostane y = xq cos(at) (tzv. volné harmonické kmity).

Jestlize se vezme v tivahu i tfeni, které je nepiimo umérné hmotnosti a pfimo imérné rychlosti a piisobi proti
sméru pohybu, dostdva se rovnice 3" + 2by’ + a?y = 0 s feSenim pfi stejnych pocateénich podminkéch
y = z0e % cos(v a2 — b2t) (tzv. tlumené kmity).

Je mozné, Ze na hmotny bod plsobi jesté néjakd rusivd periodickd sila c¢sin(wt), kterd se stdvd pravou
stranou nehomogenni linedrni rovnice " + 2by’ + a’y = c¢sin(wt). Zkuste tuto rovnici vytesit.

Konec prikladu 2.

Otazky 2:
1.a. Dokazte, Ze v textu uvedena feseni y1, yo linearni rovnice s konstantnimi koeficienty pro kofeny A1, A2
charakteristické rovnice jsou opravdu linedrné nezavisla.

K tomu miiZete pouZit bud’ definici linearni nezavislosti nebo tvrzeni 3 (to ma piimy dikaz — proved’te jej),
tj. musi byt nenulovy determinant matice
yr Y2
/ /
Y1 Yo

aspoil v jednom bodé (ekvivalentné, ve v§ech bodech).

Linearni rovnice vedou na tlohy a tématikou z
linedrni algebry.

b. Ukazte, ze pro kazdy bod (zg, yo, 20) € R3 existuji konstanty C'1, Co takové, Ze feseni y = C1y1 + Caya
(kde y1, yo jsou predchozi linedrné& nezavisla feseni) spliiuje poétecni podminky y(zo) = vo, ¥ (7o) = 20.
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Uvédomte si, Ze z toho jiz vyplyva, ze C1y; +
Cays je opravdu obecné feseni dané rovnice.

2. Provéite, Ze na rovnice urcujici partikuldrni feSeni nehomogennf linedrni rovnice pomoci variace konstant
se prijde ndsledujicim zptisobem.

Jako u linedrnich rovnic 1.f¥ddu lze oCekdvat, Ze partikuldrni feSeni bude tvaru y = Cq(x)y; + Ca(x)ya,
kde y1, y2 jsou linedrné nezdvisla feSeni piislu§né homogenni rovnice.

Dosadite-li toto o¢ekévané feseni do dané rovnice i/ + a1 (2)y’ +ag(x)y = ¢(z), dostanete rovnost (berete
uz v tvahu, Ze y1, y2 jsou feSeni homogenni rovnice)

(Clyr + Coya) + (Cruh + Cayy) + a1(Clyr + Coya) = q(x) .
ProtoZe jsou dvé nezndmé a je k dispozici jen jedna rovnost, je mozné si zvolit vhodné druhou rovnost,

napf. Cjy1 + Chys = 0, takZe pak zbude jako dal3f rovnost jen Cjy} + Chyh = g(x). To jsou rovnosti
uvedené v textu.

To byla stéZejni myslenka. Dosazenim do rov-
nice dostaneme jednu rovnici pro dvé nezndmé.

Volbou druhé rovnice dostaneme rovnice pro C]
a C%, které jdou vyfesit.

K dspésnému feseni ndm pomohlo, Ze jsme do-
stali rovnici jen s C’-¢kama. C'-Cka vypadla diky
tomu, Ze y1,y2 jsou feSeni homogenni rovnice,
C"-Eka jsme si sami vyhodili zvolenou rovnici.
O.K.

3. Ukazte, 7e substituce nezavisle proménné = = e prevede rovnici v/ 22 +py'z+qy = f(x) (tzv. Eulerova
rovnice) na linedrni rovnici §j + ay + by = g(t), kde teCky nad y zna¢f derivaci podle ¢ na rozdil od arek
znacicich derivaci podle x.
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Ta rovnice vypada,jako by se nékdo nudil. Nebo
Ze by y(m) g byla ndhoda?

4. Reste diferencidlni rovnici y” + 22y = 0 pomoci fad.

Predpoklddejte, Ze feSeni y lze v n&jakém intervalu vyjadfit mocninnou fadou ) G° anz”. ProtoZe y' =
> nan 2™ 1 a podobné pro 3"/, dosazenim do diferencidlni rovnice a porovnanim koeficienti u stejnych
mocnin z' se ziska rekurentni vzorec pro a,.

Najdéte tento rekurentni vzorec a spoctéte prvnich 8 koeficientl (prvni dva budou volitelné).

Pouzivame informace o derivovani mocninné
fady z kapitoly 25, je to tak?

Konec otazek 2.

Cviceni 2:
Piiklad. Spoctéte feSeni rovnice
y' — 4y +4y=0.
Regeni. Re§ime charakteristickou rovnici
M _4x+4=0.
Dostaneme \; = 2, Ao = 2. Tedy obecné feSeni zadané rovnice je ve tvaru

y(z) = C1e* + Come®™ .

Nuda.

48



Piiklad. Spoctéte feSeni rovnice
Y +2y —3y=6.

Reseni. ReSime charakteristickou rovnici

M 12X -3=0.

Dostaneme A\; = —3, A2 = 1. Tedy obecné feSeni homogenni rovnice je ve tvaru
y(z) = Cre™3% + Che” .

Oznacime y; (z) = e 3%, ya(z) = e”.

Ziejmée jde o linedrné nezavisla feseni. To se zjisti pomoci Wronského determinantu

6—393

_36—350 P

Y1y
T

= 4e7 3% £ 0.

Hledame feSeni zadané nehomogenni rovnice ve tvaru y(z) = Cq(z)e 3% 4 Cy(z)e®.
Dosadime toto o¢ekédvané feseni do dané rovnice " + 2y’ — 3y = 6.

Za tim dcelem si spocitdme
Y (x) = =3C1(x)e 3% + Cy(2)e® + O (x)e 3% + Ch(z)e” .

Zde pfi potitdni druhé derivace dostaneme urcité C a CY, coZ je nemilé. Zachrani nds moZnost zvolit
jednu pomocnou rovnici. Tedy poloZime

Cl(2)e " + Ch(x)e® = 0.
Tim se vyhneme t¢ém CY a C4. S touto pomocnou rovnici spo&itdme y” (z) lehce
Y (x) = 9C (x)e 3% 4 Co(z)e® + —3C (x)e 3% 4 Ch(x)e® .
Dosadime nyni do rovnice pfipravené vztahy. Dostaneme po upravé

—3C1e73% 4 Ch(x)e® =6 .

Spolu s pomocnou rovnici budeme tedy fesit soustavu

O (x)e™3% 4 Ch(x)e”

—3C1e73% 4 Ch(x)e® = 6
s nezndmymi C} a CY.
Spocteme
3
Cl(z) = —=Ze*
2
3
Cé () = iex
Spocteme primitivni funkce
1 3x
Ci(z) = Z¢ H K
3
Oa(z) = -5+ kK

Pak
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Misto variace konstant jsme mohli vyuzit specidlniho tvaru pravé strany. Tedy mtizeme hledat partikularni

feSeni ve tvaru

Dostali jsme tedy obecné feSeni zadané rovnice.
Je tam obsaZeno partikuldrni feSeni yo(z) = 2
a linearni kombinace dvou linedrné nezavislych
feSeni homogenni rovnice.

pro vhodnou konstantu A.

Tim lehce spocteme ygo(z) = 2.

Yo(x) = A

Kdybychom pocitali modifikovany priklad s jinou pravou stranou, mtizeme hledat feseni ve tvaru

prava strana

‘LE,QT
x2e2®
€I
ze”

z2e®

x cos(5x)e2®

tvar feSeni

ax
aex
(az + b)e?®
(az? + bx + c)e®
azxe”
(ax + b)xe®
(az® + bx + c)ze®
(ax + b) cos(5x)e?* + (ax + b) sin(5x)e?®

Pokud je vpravo polynom, ma feseni také poly-
nom stejného nebo nizsiho stupné.

Pokud je vpravo exponencidla, ma fesenf také ta-
kovou exponencidlu.
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Pokud je vpravo sinus nebo kosinus, ma feseni
obecné sinus i kosinus.

Pravidla se tvir¢im zptisobem kombinuji.

Tedy dostanem tvar feSeni jako linedrni kombi-
naci polynomtl, exponencidl, sind a kosing.

Diky linedrni nezavislosti takovych vyrazi dove-
deme prislusné koeficienty spocitat.

Podle poctu nezndmych koeficienti musime sestavit ptislu$ny pocet rovnic. To pijde diky tomu, Ze funkce
vystupujici v rovnici jsou linedrné nezavislé.
Tedy napfiklad z rovnice

asinx + bxe” + (:COS(S.?:)(TM +dx® =0

spocitame diky linearni nezavislosti zicastnénych funkci vysledek a =b=c=d = 0.
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Tedy z jedné rovnice o 4 neznamych spocteme
vsechny. O.K.

Pfiklad. Dvé télesa o hmotnosti m1, mo ve vzdalenosti r se pfitahuji vzdjemné gravitacni silou

mimo9

Fy=G 2

7
kde G = 6,67 - 1011 Nm2/kg2. Zkoumejte volny pad télesa pritahovaného gravitacni silou Zeme.

Reseni. Budeme zkoumat padajici téleso. Oznacime z(t) drdhu volného pddu bez tfeni a vidime, Ze pouZiti

A’z

gravitacni sily mg udéli télesu zrychleni a = )

d’x
mg:F:ma,:mW;.
Pouzili jsme druhy pohybovy zdkon: sila = hmotnost * zrychleni.

Tedy dostaneme diferencidlni rovnici
d?x

e =Y

Reseni rovnice jsou funkce
1
x(t) = th2 + vt + x0

kde x( a vg uddvaji pocatecni polohu a rychlost.
Pokud zapocitame navic silu tfeni, dostaneme diferencialn{ rovnici

d%x dx

— =g—c— .

a2 ~ 9 “at
Pro nulové pocatecni podminky funkce dostaneme

o(t) = 52 = 91— e,

T dt ¢

coz potvrzuje znamy fakt, Ze rychlost pfi volném padu se tfenim neroste nade vSechny meze.

rychlost

bez tfeni

se tienim i

bez tfeni

se trenim

Piiklad. Zkoumejte kmitani zdvaZzi zavéSeného na pruZiné.

Reseni. Pruzina v klidovém stavu ma délku /. Po zavéSeni zavazi o hmotnosti m se prodlouzi o délku d.
Rovnovidha nastane, pokud bude gravitacni sila mg rovna sile pruziny, kterou je imérna prodlouzeni.
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fazovy diagram

-1 5 z ] 10 15
modra - poloha
zelena - rychlost

seda - zrychleni

Tedy plati rovnovazny stav kd = mg s vhodnou konstantou k. Pokud zavazi popotdhneme jesté o x dold,
prodlouzi se na celkovou délku [ + d 4 x. Nyni na zdvazi ptisobf sila

mg — k(d+x) = —kx .
Tato sila uvadi po uvolnéni zdvazi do pohybu se zrychlenim 2", tedy musime vyfesit rovnici

me’ +kx=0.

Pokud chceme jesté uvazovat tieni, bude rovnice s casovou proménnou ¢ vypadat

ma” (t) +ra’ (t) + kx(t) = 0.
Jedna se o volné tlumené kmity pruziny. Pokud tuto pruZinu drzime v ruce a zaéneme ji ovliviiovat vnéjsi
silou F(t), bude mit tloha jes§té pravou stranu

ma” (t) + ra’ (t) + kx(t) = F(t) .

Rovnice
2" (t) + w?x(t) = 0

vede na feSeni 2:(¢) = a cos(t) + bsin(¢) s vhodnymi konstantami a, b.

wevs

2" (t) + w2z(t) = F(t) .

voevs

Pokud je vnéjsi sila periodickd, napiiklad
F(t) = Acoswot + Bsinwgt
aw # wo, lze najit feSeni ve tvaru

x(t) = acoswot + bcoswot .
Rovnice
2" (t) + w?a(t) = (W3 — w?) coswot
s po&dte¢nimi podminkami x(0) = z/(0) = 0 ma feseni

. woptw, . wp—w
z(t) = coswt — coswpt = 2sin 02 t sin —2 t.
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Pokud bude frekvence w struny na kytare blizko
frekvence wq ladicky, bude jeden sinus mit malou
frekvenci wp — w a uslySime znatelné pulsy v sile
zvuku.

Rovnice
2 (t) + wzm(t) = Aw? cos wt

m4 feSen{ !
2(t) = zAw t sinwt .
2
Reseni v sobé kumuluje vnéjsi impuls a rozkmita se nade vSechna ocekavani.
x  vychylka
/%‘i\ &%

t cas

Postavime-li mobilni telefon na pruznou pod-
lozku a ta se prohne o 2 milimetry, pfi jakém vy-
zvanécim ténu zacne mobil tancovat?

Zpravidla se nelze vyhnout tlumeni zpisobenému tfenim. V rovnici
ma” (t) + 2’ (t) + kx(t) = 0
mizeme dostat pfi silném tfeni napiiklad feSeni
92t _

e

a pruzina neosciluje.
Pii slabém tfeni napiiklad feseni
e “cost

a pruzina se bude uklidiiovat do nekone¢na kmitanim.

Pii tfeni "tak akorat"(jedna specidlni hodnota) bude naptiklad fesenim
e 1 41).

Konec cviceni 2.

54



Uceni 2:

Specidlni tipravy se NEPOVOLUIJI.

To "dé ypsilon"se nekrati. I kdyZ je libovolné
malé, nedovolujte si k nému nic osklivého.

i
Y
;
Y

Konec uceni 2.

SOUSTAVY DIFERENCIALNICH ROVNIC

Podobné jako u jediné diferencidlni rovnice se i soustavy diferencidlnich rovnic daji uvést bud’ v implicit-
nim tvaru nebo ve tvaru rozfeSeném pro derivace funkci.

Soustavy Ize obvykle substitucemi prevést na soustavy 1.fadu (tj. vyskytuji se v nich jen derivace 1.fadu —
viz Otdzky).
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Soustavy diferencidlnich rovnic jsou dileZité v
mnoha aplikacich.

Pfikladem soustavy miZe byt soustava zachycujici pocet utoénikd x(t) a poCet obrdnct y(t) v Case ¢ ne-
smyslné valky:

Pt = —2y(t)
yt) = —a(t).

, Cara zivota

=63 oo

utocnici

V daném okamZziku presné vime, jak se bude
vilka bezprostfedné vyvijet. ReSenim soustavy
zjistime dplnou budoucnost.

Zase budeme z lokdlni informace pocitat glo-
balni.

Postupy budou vysvétleny na soustavé 1.fddu dvou rovnic o dvou nezndmych y, z proménné x.

Obecny tvar takové soustavy vyresené vzhledem k derivacim je
/
vy = filz,y,2)

Z/ = f2($7y72)7

kde f1, f2 jsou funkce 3 proménnych.
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Soustava popisuje dvé veliciny, jejichZ vyvoj je
ovliviiovan vzdjemnou interakci.

Piislusna existencni véta pro uvedenou soustavu
vypada nésledovné:

VETA. Existence a jednoznacnost FeSeni 3. Necht' funkce f1(x,y, 2), fo(z,y, 2) a jejich prvni parcidlni
derivace podle y a z jsou spojité v oblasti G. Pak pro kazdy bod (x 1/( 20) € (’ existuje jediné feSeni
soustavy rovnic

fi(z,y,2)
7= folw,y,2),
spliiujici poéate¢ni podminky y(zg) = yo, 2(xg) = 20.

Diikaz. se skoro nelisi od dikazu existence a jednoznacnosti pro jednu diferenciélni rovnici 1.Fadu. Rozdily
jsou jen formalni dané jinou situaci. Proved’te dikaz sami.

Kazdou diferencidlni rovnici 2.fddu 3y = f(x,y,y’) lze prevést pomoci nové zdvisle proménné z = 3 na
soustavu 1.fadu, kterd ma stejna feSeni pro y:

/

Za ur€itych dosti obecnych piedpokladi 1ze i ob-
rdcené soustavu, napt. dvou rovnic 1.fadu, pre-
vést na jednu diferencidlni rovnici 2.fadu.
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LINEARNI SOUSTAVY

Linearni soustava diferencidlnich rovnic je tvaru
/

Yy = ay+bztyg

!/

Z = cy+dz+h,
kde a, b, c,d, g, h jsou funkce proménné x definované na intervalu .
Tvrzeni o existenci a feSeni pro tento ptipad fika:

VETA. Necht v uvedené linedrni soustavé diferencidlnich rovnic jsou funkce a, b, c,d, g, h spojité na
intervalu I Pak pro kazdé xg € I,yp, 29 € R existuje pravé jedno feseni y, z soustavy, které je definované
na celém I a pro n&jz plati y(zg) = yo, 2(xg) = 20.

Linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty lze vzdy fesit. Podobné je tomu u linearni sou-
stavy. Necht jsou tedy funkce a, b, ¢, d konstantni.

To délame pro jednoduchost. Realita se musi pfi-
zpusobit. Zatim.

Dalsim predpokladem je nenulovy determinant soustavy ad — bc (rozvaZzte, co nastane, je-li tento determi-
nant nulovy).

Z posledniho pfedpokladu plyne, Ze lze vypocitat v okoli daného bodu zg € I napf. z z prvni rovnice a
dosadit do druhé rovnice:

2= —ay—g)/b,7 = (" —ay)/b atudizy” — ¢ (a+ d) — y(bc — ad) = bh — dg..

Vysledkem je tedy linedrni diferencidlni rovnice 2.fddu. Jejim vyfeSenim se dostane feSen{ y ptivodni sou-
stavy a dosazenim do z = (' — ay — g)/b se dostane fesen{ 2.

Prevod soustav na jednu rovnici a naopak je uZi-
tecnd. Staci budovat teorii jenom pro jeden pri-
pad.

Tedy stac{ umét jen jedno. Jenom co si teda vy-
brat ...
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| Existuji 1 jiné postupy. I

Napf. 1ze feSeni (y, z) brét jako vektor Y, koeficienty jako matici A, takZe soustavu lze pfepsat do tvaru
Y =AY + G,

kde G je vektor (g, h). Pro podrobnosti, jak ddle postupovat, viz Piklady.

Maticovy a vektorovy zdapis je formalni zjedno-
dusenf zdpisu. Podstata zistane stejnd.

Pozndmky 3:
V systému dvou diferencidlnich rovnic 2’ = f(t,z,y),y = g(t,z,y) lze chdpat ¢ jako parametr a feSeni
x(t),y(t) jako parametrické vyjadieni kiivky.

~ e s e&n oo
T
N

ato¢nici

Grafickym feSenim jsou tedy kfivky v roving, partikuldrnim fesSenim je ktivka prochdzejici danym bodem.
Tento pohled bude podrobnéji probran v dalsi casti té€to kapitoly.

Lisky a kralici.

Znamym pifkladem sestaveni soustavy diferencidlnich rovnic je souziti lisek a krdlikti na néjaké nekonecné
louce, kde je neomezené mnoZstvi jetele pro kraliky. Necht' z(¢) udéva pocet kralikl v ¢ase ¢ a y(t) znaci
pocet lisek.

@ stabilni centrum
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Protoze krélici maji dost potravy, jejich ¢asovy piirtistek je pfimo imérny poctu kralikt. Ale lisky kraliky
poZiraji tim vice, ¢im vice je nejen liSek ale i kralikd. Tim se dostane vztah 2’ = ax — by pro n&jaka
kladna ¢isla a, b.

Podobné je to s prirtistkem lisek: ¢im vice je lisek, tim je jejich pfirdstek mensi (protoze maji méné potravy),
ale &im vice je kralikd, tim je pfirtstek lisek vice. Vysledny vztah je iy’ = —cy + dxy pro né&jaka kladna
¢isla ¢, d.

Uvedenou soustavu nelze vyfeSit pomoci elementdrnich funkci. Nicméné lze pocitatem nakreslit grafy
funkei x a y. Oba grafy jsou podobné sinusoidim navzdjem vuci sobé posunuté.

o

Konec pozndmek 3.

Priklady 3:
1. Vyfeste homogenni soustavu
/
= —Ty+=z
2 = —2y—5z
2. Vyfeste nehomogenni soustavu
y' = z+cosz
y = 1—y.

3. Reseni homogenni linedrni soustavy Y/ = AY + G (v maticovém tvaru) s konstantnimi koeficienty se
hledd ve tvaru Y = Be??, kde B je vektor (tzv. vlastni vektor piislusny k vlastnimu &islu \).

Dosazenim do soustavy se ziskd rovnost A\B = AB neboli (A — A\I)B = 0, kde I je diagondlni matice s
jednickami v diagonale.

Aby posledni rovnost méla netrividlni feSeni B, musi byt determinant soustavy roven 0 — dostane se presné
charakteristicka rovnice linedrn{ diferencialni rovnice 2.fadu pfislusné k dané soustavé.

Necht’ A1, A2 jsou kofeny charakteristické rovnice.

Pokud A\ # A9 a By, By jsou piisluind feSenf rovnic \;B = AB, pak Y = ¢1B1eM® + c9Bye™2” je
obecné feSeni dané soustavy rovnic (¢; jsou redlné konstanty).

Jsou-li kofeny komplexni a =+ ib, 1ze snadno prevést ziskané komplexn{ feSen{ na redlné stejnym zptisobem,
jako tomu bylo u linedrnich diferencidlnich rovnic. Dostane se obecné feSeni ve tvaru

Y = e*(Bjy(cy cos(bx) + cgsin(bx)) + Ba(cg cos(bx) — ¢ sin(bx))) , .

Pokud A\; = Mo, dostane se jediny vlastni vektor B a musi se najit dalsi vektory By, Bs tak, ze (B; +
Bg;v)e)‘ll’ je feseni soustavy. Pak je obecné feSeni tvaru

Y = 6)\1‘%(613 + CQ(Bl + Bgl’)) .
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Pouzijte tuto metodu na predchozi priklad 1.

Konec piiklada 3.
Otazky 3:
1. Preved’te rovnici 4 + a1 (x)y’ + ag(2)y = ¢(x) na soustavu
! ay+bz+g
7 = ey+dz+h.

2. Diferencialni rovnici F(z,y',y", ..., y(")) = 0 Ize prevést na soustavu n diferencidlnich rovnic 1.fadu
substitucemi y1 = ¥, y2 = ¢, ..., Yn = y(n_l). Napiste vyslednou soustavu rovnic.

3. Uvazte, kdy lze soustavu

Yy - fl (*T Y, Z)
2= falz,y,2)
prevést na jednu diferencidlni rovnici 2.fadu. MiZete predpokladat existence prvnich parcidlnich derivaci
funkei f1, fo v okoli bodu, ve kterém feSeni hledate.
Konec otdzek 3.
Cviceni 3:
Piiklad. Jak vzpominaji Zraloci na 1. svétovou vélku?
Regeni. Sestavime soustavu rovnic popisujici soupefeni dvou populaci rybiek a Zralokd.
Rybicky jsou x a zZraloci y. Podobné jako u lisek a kréalikd sepiSeme soustavu diferencidlnich rovnic

dx

7 = % by
d
d—‘z = —cy+dxy.

Staciondrni feSeni je (c¢/d, a/b) je stabilni centrum.

@ stabilni centrum

zraloci

A Rt

Kdyz se k soustavé dravec-koftist prida vnéjsi vliv, naptiklad rybolov v mofi, projevi se to na pravé strané
Cleny —ex, —ey. Tim v podstaté modifikujeme konstanty a a c. Posune se tim hodnota stabilniho feSeni ve
prospéch jedné (¢i?) strany.

Nové centrum bude ((¢+¢€)/d, (a —¢€)/b), tedy oproti pfedchozimu stavu (¢/d, a/b) je v novém rovnovaz-
ném stavu vice rybicek a méné Zraloku.
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Rybafi za 1. svétové vdlky nemohli ve Stfedozemnim mofi lovit, tak tam vzhostl pocet Zralokt a poklesl
stav rybicek.

Jak tedy vzpominaji Zraloci na 1. svétovou valku.
Se smiSenymi pocity. Bylo jich spousta, ale méli
hlad.

Pfiklad. Do boje jdou dvé armady (napiiklad mikroorganismu). Jejich poCty v ase ¢ oznalime =(t) a y(t).
Ubytek jedné armady je pifmo imérny velikosti druhé. Tady plati vztahy

dx dy

— =—ky, — = —kx

dt Yod ‘
s vhodnou konstantou k (pfedpoklddame stejné Sikovné armady). Jak bude probihat boj?

Reseni. Vyndsobime prvni rovnici = a druhou rovnici y a odecteme:

dr  di d(z? — y?
L S P Cintn )

Ta Y dt -

2

Vidime tedy feseni 22 — y? = ¢ pro vhodnou konstantu c.

Tedy pokud byly armady veliké z a yg, plati na konci vélky v ¢ase 71" rovnost

x5 — v = o(1)* —y(T)* = =(T)?,

x(T) = \/ZL‘%*’y%.

Pokud silnd armdda z bojuje postupné se dvéma armadami x a y, zlstane

tedy zbyde armada x o velikosti

2(T) =/28 — 23—} .

V roce 1805 v bitvé u Trafalgaru admiral Nelson
rozdélil lod’stvo silnéjsiho protivnika na dvé po-
loviny a bojoval nejprve s jednou a pak s druhou
polovinou. Vyhral. Mohl to udélat 1épe?

Piiklad. Budeme se zabyvat neStovicemi, coZ je vysoce nakazlivd nemoc. Pokud ji v§ak nékdo nepodlehne,
ziskd natrvalo imunitu proti dal§Simu nakaZeni.” UvaZujeme pouze populaci narozenou v Case ¢t = 0 a jeji

dalsi vyvoj. Ozna¢me x(t) populaci v Case ¢ a y(t) tu Cdst populace, kterd jesté neméla nemoc. Z divodu
nakazeni se y zmenSuje rychlosti ay, kde a je koeficient nakazent, celkova populace z se z divodu nemoci
zmensuje rychlosti aby, kde b je koeficient imrtnosti na nemoc.
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Z divodu nesouvisejicich s nemoci se z i y zmensuji s rychlosti d(t) zdvisejici na Case ¢ (roky). Sestavte
soustavu popisujici tuto situaci a vyfeste ji.

Reseni. Rovnice popisujici tyto zavislosti vypadaji

dx dy
— = —aby —d(t)x, — = —ay —d(t)y .
g = oy —dt)r, - = —ay —d(t)y
Prvni rovnici vyndsobime y a druhou x a odecteme. Pak
d d .
y—df - l—df = —aby® + azxy .

Vynasobime integraénim faktorem 1/y2 a dostaneme

i L ——ab—i—az
dt \y n y

Tedy pro pomér z = z/y dostaneme

dz

o =—ab+az, 2(0) =1

Cili pro odhad konstant & = b = 1/8 dostaneme
hodnotu z(20) pfiblizné rovnu 11. Tedy pouze asi
9% dvacetiletych jesté neprodélalo nemoc.

Piiklad. Pfeved’te jednu linedrni rovnici vyssiho fadu na soustavu linedrnich rovnic prvniho fadu. Reseni.

Soustava
2y = filt,x, ... 2p)
x,2 = fa(t,x1,29,...,2p)
‘/I:;L - f7L(t,IL1 T2, ..., L7L)

je Sikovny zdpis mnoha problémd.

Na tento zdpis se da prevést problém
2™ = flt,z, 2 ... ,Jg(”_l))

obsahujici pouze jednu nezndmou funkci pomoci pfevodniho vztahu

ri=x, x0=2a, ..., Ty = 21 .
ktery vede k zdpisu
Ty = ao
/
Tp = f(t7$1 x2, aln)



Priklad. Soustavu rovnic

preved’te na jednu rovnici.

Formalnim vypoctem
(D—1z=y & Dy=6z = D(D—-1)z=Dy=6z = (D*—~D—6)z=0

ziskame rovnou reSeni.

Takovyto formalismus je jisté v poradku. Je-

nom tak jednodussi formou zapisujeme derivo-
véani rovnic formdlnim ndsobenim operdtorem D.

Préce s maticemi pfi feSeni diferencidlnich rovnic
vede na fadu zajimavych postupti. Napiiklad 1ze
definovat exponencidla od matice.

Soustavu

/ o
r1 =ai1r] +ajers + f1
/
Ty = a171 + azr + fo

1ze psat maticovym a vektorovym zdpisem
X'=AX +F

nebo téZ ve tvaru TX = F,kde TX = X' — AX.

Soustava
X' = AX, X(0)=1,

kde I je jednotkova matice, ma reseni
X(t) = e,

kde pouZivame operatorovy pocet A — e“* (popiipadé definujeme e pomoci konvergentni fady I+ A /114
AZ/21 4.0,

Piiklad. Necht' je dvojice pruzin se zdvazimi z rovnovaznych pozic vychylena tak, Ze horni zavazi o hmot-
nosti m1 je vychyleno o x a dolni zavazi o hmotnosti ms je vychyleno o y smérem dold. ReSte soustavu

miz” = ko(y — ) — kyx, moy” = ko(y — )
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popisujici chovani systému.

Reseni. Po dosazen{ z prvni do druhé dostaneme pro y rovnici
(D* + (a+ b+ ¢)D? + ab)y = 0

pro vhodné konstanty.

Charakteristickd rovnice ma jednoduché komplexni kofeny, proto je feSeni y 1 = ve tvaru
c1 coswit + cosinwit + c3 coswat + ¢4 sinwat .

Zde w1 a wa jsou prirozené frekvence systému.

Proto se to chova tak chaoticky.

Konec cviceni 3.

Uceni 3:

J4 se bojim o krali¢ky. Regit tu soustavu nebudu.

Konec uceni 3.

STABILITA RESENI
UvaZujme opét situaci utocnikd a obranct. Podle pocateénich podminek bud’ zvitézi ito¢nici, nebo obranci.

, Cara zivota

-6 35 s oo

atoénici

Existuje linie, kterd odd€luje pociteni podminky zarucujici preZiti jedné skupiny.

V libovolném okoli bodu na ¢are Zivota jsou pocatecni podminky vhodné pro obé skupiny.

Pokud by vélku podital pocita¢ a trochu zaokrouhloval pfi vypoctech, tak si nemiizeme byt jisti, zda l1ze
véFit vypoltim a na i vitézstvi vsadit.

Pokud soustava ma chovani takové, Ze globdlni chovani jejiho feSeni je nezdvislé na pocate¢nich podmin-
kach, mame pocit stability.
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Politicka stabilita je tedy zavisld na chovani.

Neni vZdy moZné najit pfesné feSeni diferencidlni rovnice pro dané pocatecni podminky a je vhodné védét,
zda feSeni, které jen malo nespliiuje pocatecni podminky v bodé xqg se madlo lisi od spravného feSeni na
celém intervalu.

DEFINICE. Reseni 7 rovnice 3y’ = f(x,y, /'), spliujici potateéni podminky 7(z0) = yo,7 (o) = y1 se
nazyva stabilni, jestlize pro kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé feSen{ y Z podminky

ly(wo) — yol < 6,y (w0) — y1| <6

vyplyva
ly(x) — ()| < e, |y (z) — 7 ()| < e pro kazdé = > zq .

JestliZe plati navic
. N / = _
Jim [y(z) =g(z)[ = lim |y'(z) =7 ()] =0,

nazyva se () asymptoticky stabilni.

Takto znazornime stabilitu feSeni:

+e

B g = o»

*o
Takto znazornime asymptoticky stabilni feSent:

asymptoticka stabilita

—_—

X,

0

Podobné se definuje stabilita feseni soustavy diferencidlnich rovnic. Necht' je ddna soustava

yl = fl('T;va)
/

z = fg(x,y,z),

kde f1, f2 jsou spojité funkce na intervalu I x J x K, a jsou ddny pocateéni podminky y(xo) = yo, 2(zo) =
zoproxg € I,yg € J,20 € K.

DEFINICE. Reseni 7, Z uvedené soustavy, které spliiuje uvedené pocateéni podminky, se nazyva stabilni,
jestlize pro kazdé £ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé feSeni y, z soustavy plati

ly(zo) — ol < 9, |2(x0) — 20| < d = |y(z) —y(z)| <e,|z(x) —Z(x)| < e prokazdé x > zg.
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L.

[\

J.

1.

Pokud navic
resp. Tim_[y(x) ~ g()| = lim_|2(x) — 2(2)| =0,

nazyva se feSeni y, z asymptoticky stabilni.

Nekdy se jesté definuje striktné stabilni feSeni, coZ je feSeni, které je soucasné stabilni a asymptoticky
stabilni. Pokud neni feSen{ ani stabilni ani asymptoticky stabilni, nazyva se nestabilni.

Nasledujici obrdzek zndzorfiuje stability nulového feSeni homogenni linedrni soustavy dvou rovnic.

stabilni

nestabilni

asymptoticky
stabilni

Existuji dosti obecné podminky urcujici stabilitu feSeni diferencidlnich rovnic.

Pro nazornost bude ukazan piipad homogenni linearni diferencidlni rovnice 2.fadu s konstantnimi koefici-
enty a jeho nulového feseni. Nulového feSeni proto, Ze je to tzv. kriticky nebo singularni bod (viz Pozndmky).
V tomto piipadé€ je asymptoticky stabilni nulové feSeni i stabilni.

Je dobré si vSimnout, Ze odectenim vhodné linedrni funkce (jaké?) se pfevede vySetfovani stability libovol-
ného feseni na vySetfovan{ stability nulového feseni.

VETA. Nulové feSeni rovnice y” + py’ + qy = 0, (p, q

m

R), je

asymptoticky stabilni pravé kdyZp > 0a g > 0;

. stabilni a neni asymptoticky stabilni pravé kdyZp =0aq > 0;

nestabilni pravé kdyZ bud’ p < Onebop > 0a g < 0.

Diikaz 1ze provést vyfeSenim rovnice (proved’te).

Nézorné lze pojem stability ukdzat na feSeni homogenni linedrni soustavy diferencidlnich rovnic s konstant-
nimi koeficienty

/

T = ar+by

y = cr+dy,

kde fesen{ x, y jsou funkce proménné ¢ (napf. chdpané jako Cas) a davaji parametrické vyjadreni kiivky v
roving. Predpokldda se, Ze determinant soustavy ad — bc je nenulovy. Soustavy, které neobsahuji explicitné
nezavisle proménnou, se nazyvaji autonomni a maji specifické vlastnosti.

Bod (0,0) v roving je kriticky bod uvedené soustavy a jeho stabilita je dand predchozi vétou, kde p =
—(a+d),q =ad— be.

Pomoci kofenti A1, Ay charakteristické rovnice A?> — A(a 4 d) + (ad — bc) = 0 lze rovn&Z charakterizovat
stabilitu nulového feSeni a Ize ji jeSté ddle rozd€lit na zajimavé pripady:

Jsou-li oba kofeny redlné, pak je nulové feSeni bud’ uzel maji-li oba kofeny stejné znaménko (asymptoticky
stabilni pro plus a nestabilni pro minus) nebo sedlo maji-li opacnd znaménka (nestabilni).

2. Jsou-li oba kofeny komplexné sdruzené, pak je nulové feseni bud’ stred, jsou-li kofeny ryze imagindrni nebo

ohnisko spirdly bud’ konvergujici k O (je-li redlnd ¢ast kofent zapornd) nebo vzdalujici se od O (je-li redlna
c¢ast kofent kladna) — v tomto poslednim pripade je O nestabilni.

67



NESTABILN{ STABILNI ~ ASYMPTOTICKY

STABILN{
uzel%k

. s S
spirala spirala \x//

®

NESTABILN{

sedlo %\J‘I’f\f

Poznamky 4:
Kritické body diferencialnich rovnic se 1épe vysvétluji na soustavach rovnic. Jak uz bylo naznaceno v
predchozim textu, je lépe brat funkce x, y jako funkce parametru ¢ (¢asu) a predstavovat si tuto dvojici jako
parametrické vyjadieni kfivky v roviné.

Necht’ je ddna tzv. autonomni soustava (funkce na pravych stranich nezdvisi na Case)
/
= f(z,y)
/
y = glx,y),

kde f, g jsou spojité funkce v roviné a maji tam spojité parcidlni derivace prvniho radu.

KaZzdym bodem roviny prochdzi feSenf této soustavy, které se neméni s "Casem".

Fyzikaln€ si lze tento stav predstavit jako prou-
déni castic v roviné, pricemz smér a rychlost
proudéni v daném bodé nezavisi na Case.

Midze se stat, ze graf feSeni je jediny bod
(20, 90)( tj.. pro kazdé t je x(t) = wo,y(t) =
Y0)?

To nastane, jestlize f(xo,y0) = g(zo,y0) = 0. Takovému bodu v roviné se fika kriticky nebo stacionarni
bod dané soustavy (nékdy i singuldrni bod).

Kritické body jsou pak ty body, kde stoji ¢astice na misté. Proudéni okolo takovych bodt je velmi zajimavé
a popisuji jej pojmy stability.

Konec poznamek 4.

Priklady 4:
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1. Popiste stabilitu kritickych boda soustavy

¥ = “3xity

y = 2.

2. Popiste stabilitu kritickych bodt soustavy

V obou piipadech nakreslete prislusna vektorova
pole v okoli kritického bodu.

Konec priklada 4.

Otazky 4:
1. Ukazte, Ze kritické body diferencidlni rovnice popisujici pohyb hmotného bodu zavéseného na péru, jsou
krajni body pohybu bodu (tj. kdyZ je péro nejvice stlacené nebo nejvice natazené).
Narysujte vektorové pole feSeni piislusné soustavy rovnic (prvni souradnice je poloha bodu, druhd soufad-
nice je jeho rychlost v tomto bod¢).

Konec otazek 4.

CviCeni 4: Pfiklad. Uvazujme dva stity a jejich armddy « a y (pocty vojdkt x(t) a y(t) zdvisi na Case t). Pokud

oznacime A, B jejich vzdjemnou nedivéru, C, D ceny zbrani a E,F' spoleCenskou poptavku po zbrojent,
Ize zkoumat soustavu

dfl(:) = Ay(t) - Ca(t) + E
dyT(f) —  Ba(t) - Dy(t) + F .

| Je proces odzbrojovani stabilni? I

Priklad. Pridime-li samoomezujici ¢len do rovnice dravec-kofist, dostaneme soustavu

dx : = - +

d;; = kx — ax? bay = z(—k — ax + by)
i/ :

% = my—cry dyz =y(m —cx —dy).
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Zjistéte stabilitu feSeni.

Reseni. ReSeni je vZdy stabilni. RovnovaZny stav odpovida konstantdm

bm — dk am + ck
0=,y = — .
0 ad — be 40 ad + be

yo je vzdy kladné, ale xg mizZe byt nula. To vede

k vyhynut{ dravcti.

Dravci se radéji musi krotit, aby si nevyjedli
zdroje potravy.

koexistence @ stabilni uzel vyhynuti draved

Budeme fesit obecné nelinedrn{ dlohy, napiiklad

dx oo
— f(z,y)
dy

o g(z,y) .

Pravd strana urcuje, jak se pii daném stavu x(¢) a y(¢) bude ménit funkce x a y.
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Pokud jednu rovnici vydélime druhou, dostaneme

dﬁzf(Ty) nebo @:g(my)
dy  g(z,y)’ dr — f(z,y)’

Tedy ve fazové roviné (x,y) maji trajektorie v kazdém bod¢€ jasné definovanou smérnici, ¢imz se otevird

ndzornd moznost, jak se o feSeni hodné dozvédét pomoci trajektorii.
Piiklad. Zkoumejte soupefivé populace pomoci soustavy diferencidlnich rovnic. Reseni. Uvazujeme sou-
stavu rovnic popisujici soupefeni dvou populaci x a y

dx
e /f;L'—a:L'zfb:L'y:;L'(lffa:rfby)7
dt
d
d—zz = my—dy? — dey = y(m — cx — dy) .

Clen zy v rovnicich odpovida vzdjemné interakci obou populaci.

Vynulovanim jednotlivych Cinitell zjistime stacionarni body soustavy. Pro urCité parametry existuje stabilni
uzel dovolujici preziti obou populaci, jindy jediné stabilni feSeni vede k zaniku jedné populace. Ktivku
oddélujici oblasti vedouci k vyhynutf jedné populace budeme nazyvat separatrix.

Nékdy vyhynou jedni, jindy ti druzi ...

ad > be ad < be

koexistence vyhynuu témeF jisté

@ stabilni uzel @ scdlo separatrix

Pfiklad. Prikladem nelinedrni soustavy rovnic je soustava popisujici nelinedrn{ oscilator

a Y
d
d—i = k1—-a®)y—=x.

Zkoumejte pomoci pocitace fadzovou rovinu.

Reseni. Tato soustava ma (nejen diky obrazku) periodické feseni.
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Podobny charakter maji procesy v lidském téle.
Tvorba nékterych latek se spousti aZ pti indikaci jejich nedostatku. Tak v téle hladiny téchto latek periodicky

kolisaji.

Zasobu diivi na zimu si déldte az kdyZ minuld

zasoba dochazi.

Piiklad. U rovnice
W 4+ pu +qu=0
miZeme zkoumat fizovou rovinu, ve které budeme sledovat chovéni (u(t), v(t)), kde v(t) = u/(t).
K¥ivky ¢ +— (u(t),v(t)) budeme nazyvat trajektorie, graf trajektorie budeme nazyvat orbita. Zkoumejte
orbity
u” + qu=20.
Reseni. Rovnice popisuje periodické kmiténi.

Rovnici vyfesime a dostaneme kombinaci sint a kosint. Orbity jsou kruznice.

v rychlost
x vychylka
Piiklad. Zkoumejte chovani kyvadla.
Reseni. Netlumené kyvadlo popisuji rovnice
dx dy i
— =y, — = —ksinz.
at ~ Ut
Odvodime z nich, Ze
dy  ksinz
de Y

To po separaci proménnych vede na kfivky implicitné vyjadiené

1
§y2+ (k—kcosx)=F.

Zde y odpovida rychlosti a prvni s¢itanec odpo-
vida kinetické energii, druhy sc¢itanec potencidlni
energii a soucet celkové energii (konstanta neza-
visla na Case).
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Féazova rovina netlumeného kyvadla:

Tlumené kyvadlo je popsdno rovnici obsahujici clen —cy odpovidajici tfeni
dx dy

= —ksinz —cy .

Na obrazku vidime nestabilni sedla a stabilni
centrum spiral u tltumeného kyvadla.

® uzel

Konec cviceni 4.

Uceni 4:

Je-li politickd situace asymptoticky stabilni,

mohu misto idedlntho politika zvolit nékoho
skoro idedlniho?
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| Radéji bych obycejnou stabilitu. I

Konec uceni 4.
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