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OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE
'

Diferencidlni rovnice patii mezi nejuzivan€jsi nastroje matematiky v aplikacich. Jsou
to rovnice, kde neznamou je funkce a rovnice obsahuje 1 derivace této funkce. Lze oCe-
kavat, ze pro ziskani reSeni je potieba umét integrovat.
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OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE
'

Diferencidlni rovnice patii mezi nejuzivan€jsi nastroje matematiky v aplikacich. Jsou
to rovnice, kde neznamou je funkce a rovnice obsahuje 1 derivace této funkce. Lze oCe-
kavat, ze pro ziskani reSeni je potieba umét integrovat.

\

Teorie diferencidlnich rovnice je velmi obsahld a slozitd. Tato kapitola slouzi jen k
povrchni orientaci v této teorii a neni min€na jako pfesny matematicky vyklad. Na né-
kterych mistech bude nutné pouzit pojmy z teorie funkci vice proménnych, kterd je
obsazena v dalSich kapitolach.
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OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE
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Diferencidlni rovnice patii mezi nejuzivan€jsi nastroje matematiky v aplikacich. Jsou
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povrchni orientaci v této teorii a neni min€na jako pfesny matematicky vyklad. Na né-
kterych mistech bude nutné pouzit pojmy z teorie funkci vice proménnych, kterd je
obsazena v dalSich kapitolach.

\
Pokud nékterd partie ma-
tematiky potési uplné kaz-
dého, tak jsou to diferenci-
alni rovnice.
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Jsem pro kazdou Spatnost.




Nékteré matematické tlohy jdou priblizné spocitat selskym rozumem.

\




Nékteré matematické ulohy jdou priblizné spocitat selskym rozumem.

\

Napriklad objem télesa se
zjisti ponorenim t€lesa do
vody.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Nékteré matematické ulohy jdou priblizné spocitat selskym rozumem.

\

Napriklad objem télesa se
zjisti ponorenim t€lesa do
vody.
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Dovedete napriklad selskym
rozumem zjistit, jak vzpo-
minaji Zraloci na prvni své-
tovou valku?
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Dovedete napriklad selskym
rozumem zjistit, jak vzpo-
minaji Zraloci na prvni své-
tovou valku?

Déam se poddat.
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Dovedete napriklad selskym
rozumem zjistit, jak vzpo-
minaji Zraloci na prvni své-
tovou valku?

Déam se poddat.

Diferencialni rovnice to do-
vedou zjistit, dokonce se to

da i1 pékné nakreslit. Je to v
poho.
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Zékladni rozdé€leni diferencidlnich rovnic je na rovnice :
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Zéakladni rozd€leni diferencialnich rovnic je na rovnice :

\

- parcidlni (ty pouZzivaji parcidlni derivace funkci vice proménnych),

\/
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Zéakladni rozd€leni diferencialnich rovnic je na rovnice :

\

- parcidlni (ty pouZzivaji parcidlni derivace funkci vice proménnych),

\/

- obycejné (ty pouzivaji derivace funkci jedné promeénné).
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Zéakladni rozdé€leni diferencialnich rovnic je na rovnice :

\

- parcidlni (ty pouZzivaji parcidlni derivace funkci vice proménnych),

\

- obycejné (ty pouzivaji derivace funkci jedné promeénné).

\

Parcialni diferencialni rovnice se v této Casti probirat nebudou, a proto se bude v dal-
Sim privlastek ,,obyCejné" vynechdvat nebo se bude nazev obycejné diferencidlni rovnice
zkracovat na o.d.r..
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Zéakladni rozd€leni diferencialnich rovnic je na rovnice :

\

- parcidlni (ty pouZzivaji parcidlni derivace funkci vice proménnych),

\/

- obycejné (ty pouzivaji derivace funkci jedné promeénné).

\

Parcialni diferencialni rovnice se v této Casti probirat nebudou, a proto se bude v dal-
Sim privlastek ,,obyCejné" vynechdvat nebo se bude nazev obycejné diferencidlni rovnice
zkracovat na o.d.r..

\/

Obycejné diferencidlni rov-
nice jsou obycCejné velmi
hezké :-)
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Necht' F' je funkce n + 2 proménnych, n € N, a y je funkci z. Pak rovnici

F<w7 y? y/7 ) y(n)> — O
nazyvame obycejnou diferencialni rovnici n-t€ho radu.
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Necht' F' je funkce n + 2 proménnych, n € N, a y je funkci z. Pak rovnici

F(z,y,y,...,y") =0
nazyvame obycejnou diferencialni rovnici n-t€ho fadu.

'

Resenim této rovnice na intervalu I je funkce y = y(x), kterd vyhovuje dané rovnici
na intervalu / (a tedy ma na [ derivace az do fadu n).
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Necht' F' je funkce n + 2 proménnych, n € N, a y je funkci z. Pak rovnici

F(z,y,y,...,y") =0
nazyvame obycejnou diferencialni rovnici n-t€ho fadu.

'

Resenim této rovnice na intervalu I je funkce y = y(x), kterd vyhovuje dané rovnici
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Necht' F' je funkce n + 2 proménnych, n € N, a y je funkci z. Pak rovnici

F(z,y,y,...,y") =0
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'
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DIFERENCIALNI ROVNICE 1.RADU




DIFERENCIALNI ROVNICE 1.RADU
'

Diferencidlni rovnice 1.fadu se uvadi ve tvaru obecném, t.j. F'(z,y,y") =0,

\
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DIFERENCIALNI ROVNICE 1.RADU
'

Diferencidlni rovnice 1.fadu se uvadi ve tvaru obecném, t.j. F'(z,y,y") =0,

\

nebo ve tvaru vyfeSeném pro ¢/, tj. v’ = f(z,y).

\

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenn r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specidlni ptipady
linearni r.2
vlastnosti reSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



DIFERENCIALNI ROVNICE 1.RADU
'

Diferencidlni rovnice 1.fadu se uvadi ve tvaru obecném, t.j. F'(z,y,y") =0,
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nebo ve tvaru vyfeSeném pro ¢/, tj. v’ = f(z,y).
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DIFERENCIALNI ROVNICE 1.RADU
'

Diferencidlni rovnice 1.fadu se uvadi ve tvaru obecném, t.j. F'(z,y,y") =0,
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nebo ve tvaru vyfeSeném pro ¢/, tj. v’ = f(z,y).
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Svata prostoto :-)







Nejjednodussi diferencialni rovnici je rovnice y' = 0. Jejim feSenim jsou konstantni
funkce.

\




Nejjednodussi diferencialni rovnici je rovnice y' = 0. Jejim feSenim jsou konstantni
funkce.

\

Pokud bychom k diferenci-
alnim rovnicim pristupovali
takto, tak by nas nebavily.
Musi se na to jit s chuti.
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Predstavme si, Ze na mori v
kazdém bodé (x,y) zndme
smér f(x,y), kterym se po-
hybuje voda. Mame urcit,
kam dopluje trosecnikova
lahev.
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Predstavme si, Ze na mori v
kazdém bodé (x,y) zndme
smér f(x,y), kterym se po-
hybuje voda. Mame urcit,
kam dopluje trosecnikova
lahev.

Zda se, Ze se néco za-
¢ina dit. Asi se bude hledat
funkce y(x) spliujici rov-

nici y'(z) = f(x,y(x)).
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Smér motskych proudl urcuje, kam bude plout ldhev.

\




Smér motskych proudii urcuje, kam bude plout ldhev.
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Nékdy jde o deterministickou zaleZitost. Sorry.
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Nékdy jde o deterministickou zalezitost. Sorry.
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Nékdy zélezi taky na ndhod¢. Sorry.
\




Neékdy zalezi taky na nahodé€. Sorry.
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Budeme zkoumat, pro které funkce f popisujici proudéni morskych prouda dostaneme
reSeni a zda bude jednoznacné urceno.
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Budeme zkoumat, pro které funkce f popisujici proudéni morskych prouda dostaneme
reSeni a zda bude jednoznacné urceno.

\

Je velmi dulezité védét, zda
ma rovnice fteSeni a zda
je jediné. Pro diferencialni
rovnice [.fddu je takovym
zékladnim tvrzenim nasle-
dujici véta (viz kapitoly 17
a 18 pro spojitost a par-
cidlni derivace funkce vice
proménnych).
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Budeme zkoumat, pro které funkce f popisujici proudéni morskych prouda dostaneme
reSeni a zda bude jednoznacné urceno.

\

Je velmi dulezité védét, zda
ma rovnice feSeni a zda
je jedin€. Pro diferencialni
rovnice [.fddu je takovym
zékladnim tvrzenim nasle-
dujici véta (viz kapitoly 17
a 18 pro spojitost a par-
cidlni derivace funkce vice
proménnych).
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VETA. Existence a jednoznacnost FeSeni 1. Necht' funkce f(z, y) je spojitd v okoli

bodu (xg, 3). Pak existuje v okoli bodu z feseni rovnic
y' = flz,y), y(wo) =yo

Je-li navic i ;f( y) spojita v okoli bodu (¢, v), pak je toto feseni jediné.
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Dukaz. NaznacCime dikaz pro predpoklad spojitosti g—g(x, y) (viz Pozndmky pro postup
bez tohoto predpokladu).
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Dukaz. NaznacCime dikaz pro predpoklad spojitosti g—i(:c, y) (viz Pozndmky pro postup
bez tohoto predpokladu).

'

Reseni obou rovnic 4/ = f(z,y), w(xy) = yo dohromady je ekvivalentni feSeni
integralni rovnice

y(z) = yo + / f(z,y(z)) dx
na néjakém okoli bodu x( (dokazte).
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Doufam, Ze pujde rozdélit
do kroku a krucku . ..




Diikaz té ekvivalence spoc¢iva v derivovani rovnosti s integralem (tim dostaneme prvni
z rovnic). Dosazenim x = x; dostaneme druhou.
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Diikaz té ekvivalence spoc¢iva v derivovani rovnosti s integralem (tim dostaneme prvni
z rovnic). Dosazenim x = x; dostaneme druhou.

\

Obracena implikace je snadna (jde o integral z derivace).
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Diikaz té ekvivalence spoc¢iva v derivovani rovnosti s integralem (tim dostaneme prvni
z rovnic). Dosazenim x = x; dostaneme druhou.

\/

Obracena implikace je snadna (jde o integral z derivace).
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Nasledujici posloupnost funkci existuje na néjakém okoli bodu xy:

Yo(z) =%, Yn(x) = Yo +/ f(z,yp1(x))dx pron € N.




Nasledujici posloupnost funkci existuje na néjakém okoli bodu x:

Yo(T) = Yo, Yn(Z) = Yo +/ f(x,y,—1(x))dx pron € N.

\

Pouzitim véty o stredni hodnoté se dostane odhad

/x: g_g($,y(cm))‘|yn(x) — yn_1($)| dx <

K max |y, (z) — yn-1(2)||lz — 20| <

[Yns1(2) = yn(2)]

IA - IA

K|z — ao|" max{yr(2) — yo -
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Lze nyni zvolit takové malé okoli bodu x, Ze K|r — x| < 1/2 pro z z tohoto okoli.

\




Lze nyni zvolit takové malé okoli bodu x, Ze K|r — x| < 1/2 pro z z tohoto okoli.

\

V tomto okoli tedy bude pro kazdé = posloupnost {y,(x)} cauchyovska a bude kon-
vergovat k néjakému bodu, ktery se oznadi y(z).

\
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Lze nyni zvolit takové malé okoli bodu x, Ze K|r — x| < 1/2 pro z z tohoto okoli.

\

V tomto okoli tedy bude pro kazdé = posloupnost {y,(x)} cauchyovska a bude kon-
vergovat k néjakému bodu, ktery se oznadi y(z).

\

Pomoci z kapitoly 26 se ukdze, ze funkce y fesi
uvedenou integralni rovnici.
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Lze nyni zvolit takové malé okoli bodu x, Ze K|r — x| < 1/2 pro z z tohoto okoli.

\

V tomto okoli tedy bude pro kazdé = posloupnost {y,(x)} cauchyovska a bude kon-
vergovat k néjakému bodu, ktery se oznadi y(z).

\

Pomoci z kapitoly 26 se ukdze, ze funkce y fesi
uvedenou integralni rovnici.

\/

Pro jednoznacnost viz Otdzky.

LEKCE16-ODE
obyc.dif.r.
dif.r. 1.radu
# existencel
separace
proménnych
homogenn r.
linedrni r.1
dif.r. 2.radu
existence?2
specidlni ptipady
linearni 1.2
vlastnosti feSen{
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Dikaz neni jednoduchy.
Dava vSak moznost sestrojit
priblizné teSeni.
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Dikaz neni jednoduchy.
Dava vSak moznost sestrojit
priblizné teSeni.

Ani jsem si nevSiml. Ale
hodi se to.
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Uvedené tvrzeni ma lokalni
charakter, protoze néco tvrdi

o feSeni pouze v néjakém
okoli bodu, a to okoli miize
byt 1 velmi malé.
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Uvedené tvrzeni ma lokalni
charakter, protoze néco tvrdi

o feSeni pouze v néjakém
okoli bodu, a to okoli miZze
byt 1 velmi malé.

Jak se ziskaji feSeni na vét-
sich intervalech je vysvét-
leno v Pozndmkdch.
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0.D.R. SE SEPAROVANYMI PROMENNYMI
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0.D.R. SE SEPAROVANYMI PROMENNYMI
{

Rovnice .
y = g(x)h(y)
s€ nazyva rovnice se separovanymi proménnymi, protoze se promeénné x, y daji od sebe
oddélit.

\
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0.D.R. SE SEPAROVANYMI PROMENNYMI
{

Rovnice .
y = g(x)h(y)
s€ nazyva rovnice se separovanymi proménnymi, protoze se promeénné x, y daji od sebe
oddélit.

Napise-li se 3/ ve tvaru %, pak se prevodem y na levou stranu a x na pravou stranu
dostane rovnost

% —glz)dx  pro h(y) 0.
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y = g(x)h(y)
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oddélit.

Napise-li se 3/ ve tvaru dy pak se prevodem y na levou stranu a x na pravou stranu

dx?
dostane rovnost
dy

) g(z)dx  pro h(y) # 0.

\

Jestlize se nyni formalné prida pred obé€ strany integral, dostane se rovnost mnozZiny
primitivnich funkci na intervalech, kde existuji:

/%Z/g(l’)dx,

coZ je feSeni dané rovnice v implicitnim tvaru na onéch intervalech.
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Ovéfite snadno zderivova-
nim. Dékuji.




Nemusi byt vZzdy mozné na-
psat feSeni v explicitnim
tvaru y = y(x). Pozor na to!
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Nemusi byt vZzdy mozné na-
psat feSeni v explicitnim
tvaru y = y(x). Pozor na to!

\

Jedind dalsi fesen{ zadané rovnice ¢y’ = g(z)h(y) jsou vSechny kofeny rovnice h(y) =
0, tj. jestlize h(yy) = 0, pak konstantni funkce y = y, je feSeni dané rovnice.
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Jestlize H(y), G(x) jsou primitivni funkce k 1/h(y), g() resp., na intervalu [, pak pro
kazdé redlné ¢islo C' je funkce y = y(z) zadand implicitnim zdpisem H(y) = G(z) + C
(pokud existuje) reSenim dané rovnice na intervalu /.

\/
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Jestlize H(y), G(x) jsou primitivni funkce k 1/h(y), g(z )resp na intervalu /, pak pro
kazdé redlné Cislo C' je funkce y = y(x) zadand implicitnim zdpisem H (y) =

(pokud existuje) reSenim dané rovnice na intervalu /.

\/

G(z)+C

Zde se bude bojovat o in-

verzni funkci k H. Pokud
existuje, je hotovo.
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Tedy v celku jde o postup:
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Tedy v celku jde o postup:

 /

v = = ga)hiy)
|

dy
) g(z)dx pro h(y)#0
dy

/@ = /g(:l:) dx

\ /




Tedy v celku jde o postup:

 /
v = = ga)hiy)
Y _ yw)d h(y) # 0
@—g(m) x pro h(y) #
dy = T ) dX
/@—/g( )d
\ /
H(y) =G(x)+C




Tedy v celku jde o postup:

 /
v = = ga)hiy)
Y _ yw)d h(y) # 0
@—g(m) x pro h(y) #
dy = T ) dX
/@—/g( )d
\ /
H(y) =G(x)+C




s pridanim konstantnich feseni (kofenl rovnice h(y) = 0).




iljo nenl’ ,moiné zkgzit. Veé-
rim na st’astnou hvézdu.




To neni mozné zkazit. Vé-
fim na St astnou hvézdu.

Greenhorni zakopnou na té
integraci, ostatni na inverzni
funkeci.
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Véta o existenci feseni fikd, Ze feSeni dané rovnice v néjakém bod¢ (z, yg) existuje,
pokud je g spojitd v né¢jakém okoli bodu zy a h spojitd v néjakém okoli bodu . Pred-
chozi postup ukazuje, Ze feSeni mize existovat i v jinych pripadech.
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Véta o existenci feseni fikd, Ze feSeni dané rovnice v néjakém bod¢ (z, yg) existuje,
pokud je g spojitd v né¢jakém okoli bodu zy a h spojitd v néjakém okoli bodu . Pred-
chozi postup ukazuje, Ze feSeni mize existovat i v jinych pripadech.

\

Tedy  dovedeme  fteSit

SPOUSTU diferenciédlnich
rovnic.
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Uvedena véta dale fik4, Ze je-li navic A’ na spojita v okoli y, (nebo je h lipschitzovska),
prochdzi bodem (z, yo) jediné feseni.

\




Uvedena véta déle fika, Ze je-li navic A’ na spojita v okoli 3y (nebo je h lipschitzovskad),
prochazi bodem (z, y) jediné feSeni.

\/

Na to pozor. Ovéfeni pred-
pokladu pro jednoznaCnost
reSeni mize nékoho stat Zi-
vot!
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Uvedena véta déle fika, Ze je-li navic A’ na spojita v okoli 3y (nebo je h lipschitzovskad),
prochazi bodem (z, y) jediné feSeni.

\/

Na to pozor. Ovéfeni pred-
pokladu pro jednoznaCnost
reSeni mize nékoho stat Zi-
vot!
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Neni zpravidla uz tak jedno-
duché ziskat jednoznacCnost
pfimo z popsanych reSeni.
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Neni zpravidla uz tak jedno-
duché ziskat jednoznacCnost
pfimo z popsanych reSeni.

Na jednoznacnost prosté ba-
cha.
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Nesmime zapomenout na to, zZe diferencidlni rovnice a jejich feSeni byly po dlouhou
dobu zdrojem rozvoje matematické analyzy.
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Nesmime zapomenout na to, zZe diferencidlni rovnice a jejich feSeni byly po dlouhou
dobu zdrojem rozvoje matematické analyzy.

'

Resily se zdkladni dlohy z mechaniky, fyziky, chemie a ostatnich véd.

\
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Nesmime zapomenout na to, zZe diferencidlni rovnice a jejich feSeni byly po dlouhou
dobu zdrojem rozvoje matematické analyzy.

'

Resily se zdkladni dlohy z mechaniky, fyziky, chemie a ostatnich véd.

\

To sousttedilo na jejich feSeni mnoho vyznamnych matematikd.
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Nesmime zapomenout na to, zZe diferencidlni rovnice a jejich feSeni byly po dlouhou
dobu zdrojem rozvoje matematické analyzy.

'

Resily se zdkladni dlohy z mechaniky, fyziky, chemie a ostatnich véd.

\

To sousttedilo na jejich feSeni mnoho vyznamnych matematikd.

\

Tim se objevilo spousta rtiznych trikli na spousta rtiznych typi rovnic.

\/
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Nesmime zapomenout na to, zZe diferencidlni rovnice a jejich feSeni byly po dlouhou
dobu zdrojem rozvoje matematické analyzy.

'

Resily se zdkladni dlohy z mechaniky, fyziky, chemie a ostatnich véd.

\

To sousttedilo na jejich feSeni mnoho vyznamnych matematikf.

\

Tim se objevilo spousta rtiznych trikli na spousta rtiznych typi rovnic.

\/

My jsme jiz vidéli trik na se-
parovane rovnice. Z dalSich
znamych postupti uvedeme
pouze nékteré.
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0O.D.R. S HOMOGENNI FUNKCI




0O.D.R. S HOMOGENNI FUNKCI
{

Funkce f(x,y) dvou proménnych se nazyva homogenni, jestlize pro libovolné nenu-
lové realné Cislo ¢ plati f(tx,ty) = f(x,y) v celém defini¢nim oboru funkce f.

\/
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0O.D.R. S HOMOGENNI FUNKCI
{

Funkce f(x,y) dvou proménnych se nazyva homogenni, jestlize pro libovolné nenu-
lové realné Cislo ¢ plati f(tx,ty) = f(x,y) v celém defini¢nim oboru funkce f.

\/
Specidlné tedy plati f(z,y) = f(1,y/x) pro x # 0.

\
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0O.D.R. S HOMOGENNI FUNKCI
{

Funkce f(x,y) dvou proménnych se nazyva homogenni, jestlize pro libovolné nenu-
lové realné Cislo ¢ plati f(tx,ty) = f(x,y) v celém defini¢nim oboru funkce f.

\/
Specidlné tedy plati f(z,y) = f(1,y/x) pro x # 0.

\
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V rovnici ¥’ = f(x,y), kde funkce f je homogenni, 1ze substituci nové zavisle pro-
ménné u(x) = (:U) /x (atedy y' = w'x + w) pfejit na rovnici se separovanymi promeén-
nymi:

u'r+u=f(1,u).
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V rovnici ¥’ = f(x,y), kde funkce f je homogenni, 1ze substituci nové zavisle pro-
ménné u(x) = (:l:) /x (atedy y' = w'x + w) pfejit na rovnici se separovanymi promeén-
nymi:

u'r+u=f(1,u).

\/

Po vyfeseni této rovnice je nutné se vratit k pivodni zavisle proménné y(z).

\
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V rovnici ¥’ = f(x,y), kde funkce f je homogenni, 1ze substituci nové zavisle pro-
ménné u(x) = (:U) /x (atedy y' = w'x + w) pfejit na rovnici se separovanymi promeén-
nymi:

u'r+u=f(1,u).

\/

Po vyfeseni této rovnice je nutné se vratit k pivodni zavisle proménné y(z).

\

To je dalsi zdsadni trik. bt
Kdykoliv miiZzeme zadanou ditx. 1Fidu
ulohu pretvorit pomoci sub- separace
stituce. hemogennir.

linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2

specidlni ptipady
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Ziskana reSeni jsou na intervalech neobsahujicich 0. Pokud se jednd napf. o intervaly
(—1,0) a (0, 1) a pavodni rovnice ma smysl pro néjaky bod (0, 1), je nutné hledat feSeni
yivbodéz = 0tak, aby y(0) = yy. Znamena to posunout feSeni na obou intervalech tak,
aby se jejich jednostranné limity v bodé O rovnaly Cislu y, (za podminek existenCni véty
to musi jit). Pfipomind to lepeni primitivnich funkci. Toto lepeni se pouzivé i v jinych
situacich, napt. pfi hledani feSeni rovnic se separovanymi proménnymi.

=)
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LINEARNI O.D.R. 1.RADU




LINEARNI O.D.R. 1.RADU

Rovnice 4 + p(x)y = q(x) se nazyva linearni.

\




LINEARNI O.D.R. 1.RADU
{

Rovnice ' + p(x)y = q(x) se nazyva linearni.

\

Dilivodem pro tento ndzev je skute¢nost, Ze leva strana je linedrni vzhledem k pro-
ménné y (viz Pozndmky).

\
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LINEARNI O.D.R. 1.RADU
{

Rovnice ' + p(x)y = q(x) se nazyva linearni.

\

Dilivodem pro tento ndzev je skute¢nost, Ze leva strana je linedrni vzhledem k pro-
ménné y (viz Pozndmky).

\

Dusledkem je vlastnost, Ze je-li g = 0, pak linearni kombinace nékolika feseni této
rovnice je zase jejim feSenim — ovérte.

\
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LINEARNI O.D.R. 1.RADU
{

Rovnice ' + p(x)y = q(x) se nazyva linearni.

\

Dilivodem pro tento ndzev je skute¢nost, Ze leva strana je linedrni vzhledem k pro-
ménné y (viz Pozndmky).

\

Dusledkem je vlastnost, Ze je-li g = 0, pak linearni kombinace nékolika feseni této
rovnice je zase jejim feSenim — ovérte.

\

Na linearni O.D.R. 1. fadu
existuje uplny navod. Proto

se ho nauCime.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existence |
separace
proménnych
homogenn r.
linedrni r.1
dif.r. 2.radu
existence?2
specidlni ptipady
linearn{ r.2
vlastnosti feseni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



LINEARNI O.D.R. 1.RADU
{

Rovnice ' + p(x)y = q(x) se nazyva linearni.

\

Dilivodem pro tento ndzev je skute¢nost, Ze leva strana je linedrni vzhledem k pro-
ménné y (viz Pozndmky).

\

Dusledkem je vlastnost, Ze je-li ¢ = 0, pak linedrni kombinace nékolika feSeni t€to

rovinice j€ Zase jejim resenim — overte.
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Postupti na ziskani feseni rovnice ¢’ + p(z)y = ¢(x) je nékolik, napt. takovéto tiikro-
kové feseni (provedeme nejdiive formalné):

\
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Postupti na ziskani feseni rovnice ¢’ + p(z)y = ¢(x) je nékolik, napt. takovéto tiikro-
kové feSeni (provedeme nejdiive formalné):

\

1. krok. Nejdfive se vyfesi rovnice s nulovou pravou stranou (tj. v’ + p(z)y = 0), coz
je rovnice se separovanymi promennymi. Dostaneme vysledek (podrobnosti proved’te
sami):

y(x) = Ke Jplo)dx
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Postupti na ziskani feseni rovnice ¢’ + p(z)y = ¢(x) je nékolik, napt. takovéto tiikro-
kové feSeni (provedeme nejdiive formalné):

\

1. krok. Nejdfive se vyfesi rovnice s nulovou pravou stranou (tj. v’ + p(z)y = 0), coz
je rovnice se separovanymi promennymi. Dostaneme vysledek (podrobnosti proved’te
sami):

y(x) — Ke_ fp(l‘) dx

\

2. krok. Toto feseni y () se dosadi do piivodni rovnice 3’ + p(x)y = q(x) a predpokla-
dame, ze K je funkci x. Po upravé dostaneme rovnici pro K:

K = q<$)efp($)dx

VyreSime integraci

kde C je libovolna konstanta.

\/
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Postupti na ziskani feseni rovnice ¢’ + p(z)y = ¢(x) je nékolik, napt. takovéto tiikro-
kové feSeni (provedeme nejdiive formalné):

\

1. krok. Nejdfive se vyfesi rovnice s nulovou pravou stranou (tj. v’ + p(z)y = 0), coz
je rovnice se separovanymi promennymi. Dostaneme vysledek (podrobnosti proved’te
sami):

y(x) — Ke_ fp(l‘) dx

\

2. krok. Toto feseni y () se dosadi do piivodni rovnice 3’ + p(x)y = q(x) a predpokla-
dame, ze K je funkci x. Po upravé dostaneme rovnici pro K:

K = q<$)efp($)dx

VyreSime integraci

kde C je libovolna konstanta.

\
3. krok. Obecnym feSenim pivodni rovnice y' + p(x)y = q(z) je tedy

y(gj) — K(x)e_fp(x)dx — 6—fp(x)dx /q(x)efp(x)dx dx + Cfe—fp(x)dx7

kde C je libovolné konstanta.
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Uvedeny postup (zamény konstanty K za funkci K (z)) se nazyva variace konstant a
je vyhodny hlavné pro linedrni rovnice vyssiho rfadu.

\
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Uvedeny postup (zamény konstanty K za funkci K (z)) se nazyva variace konstant a
je vyhodny hlavné pro linedrni rovnice vyssiho rfadu.

\

Jde vlastn€ o "uhodnuti"tvaru feSeni. VyfeSime nejdiive podobnou ulohu (homogenni
rovnici) k zadané uloze (nehomogenni rovnici). Pak podle vysledku té podobné ulohy
ve tvaru y(z) = K - yu(x) zkusime hledat feSeni nehomogenni rovnice ve tvaru y(z) =

\/
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Uvedeny postup (zamény konstanty K za funkci K (z)) se nazyva variace konstant a
je vyhodny hlavné pro linedrni rovnice vyssiho rfadu.

\

Jde vlastn€ o "uhodnuti"tvaru feSeni. VyfeSime nejdiive podobnou ulohu (homogenni
rovnici) k zadané uloze (nehomogenni rovnici). Pak podle vysledku té podobné ulohy
ve tvaru y(z) = K - yu(x) zkusime hledat feSeni nehomogenni rovnice ve tvaru y(x) =

\/
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Uvedeny postup (zamény konstanty K za funkci K (z)) se nazyva variace konstant a
je vyhodny hlavné pro linedrni rovnice vyssiho rfadu.

\

Jde vlastn€ o "uhodnuti"tvaru feSeni. VyreSime nejdfive podobnou tlohu (homogenni
rovnici) k zadané uloze (nehomogenni rovnici). Pak podle vysledku té podobné ulohy

ve tvaru y(z) = K - yu(x) zkusime hledat feSeni nehomogenni rovnice ve tvaru y(x) =

\/
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P11 dobré substituci se uloha
zjednodusi. Napfiklad my

jsme dostali pro K jedno-

duchou homogenni separo-
vanou . ..
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P11 dobré substituci se uloha
zjednodusi. Napfiklad my

jsme dostali pro K jedno-

duchou homogenni separo-
vanou . ..

Formalni zapis tohoto reseni

nevyzaduje soustiedéni. Po-
Zor na to.
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Uvedeny postup dava feSeni na intervalu /, pokud maji funkce p a ge) P na tomto
intervalu primitivni funkce. V tomto pfipadé ma rovnice v kazdém bod¢ (xg, yy), kde
xo € I, jediné feSeni (protoze existuje jedind konstanta C' feSici danou pocatecni pod-
minku y(zy) = yo). Véta o existenci a jednoznacnosti (pro spojitd p,q) pro linearni
rovnice tedy vyplyva z uvedeného postupu.

\/
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Uvedeny postup dava feSeni na intervalu /, pokud maji funkce p a ge) P na tomto
intervalu primitivni funkce. V tomto pfipadé ma rovnice v kazdém bod¢ (xg, yy), kde
xo € I, jediné feSeni (protoze existuje jedind konstanta C' feSici danou pocatecni pod-
minku y(zy) = yo). Véta o existenci a jednoznacnosti (pro spojitd p,q) pro linearni
rovnice tedy vyplyva z uvedeného postupu.

\/

Z tvaru teSeni je snadno vidét, Ze pro libovolné zy € [ a libovolné Cislo y, existuje
konstanta C' tak, Ze y(xy) = yo.

\
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Uvedeny postup dava feSeni na intervalu /, pokud maji funkce p a ge) P na tomto
intervalu primitivni funkce. V tomto pfipadé ma rovnice v kazdém bod¢ (xg, yy), kde
xo € I, jediné feSeni (protoze existuje jedind konstanta C' feSici danou pocatecni pod-
minku y(zy) = yo). Véta o existenci a jednoznacnosti (pro spojitd p,q) pro linearni
rovnice tedy vyplyva z uvedeného postupu.

\/

Z tvaru teSeni je snadno vidét, Ze pro libovolné zy € [ a libovolné Cislo y, existuje
konstanta C' tak, Ze y(xy) = yo.

\

To je v souladu s

\
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Uvedeny postup dava feSeni na intervalu /, pokud maji funkce p a ge) P na tomto
intervalu primitivni funkce. V tomto pfipadé ma rovnice v kazdém bodé (x, yo), kde
xo € I, jediné feSeni (protoze existuje jedind konstanta C' feSici danou pocatecni pod-
minku y(zy) = yo). Véta o existenci a jednoznacnosti (pro spojitd p,q) pro linearni
rovnice tedy vyplyva z uvedeného postupu.

\/

Z tvaru teSeni je snadno vidét, Ze pro libovolné zy € [ a libovolné Cislo y, existuje
konstanta C' tak, Ze y(xy) = yo.

\

To je v souladu s

\

Protoze v tomto piipad¢ je %(m, y) = —p(x) spojitd funkce na I, feSeni existuji jedina,
coZ je snadno vidét 1 z uvedeného obecného feseni.

\
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Uvedeny postup dava feSeni na intervalu /, pokud maji funkce p a ge) P na tomto
intervalu primitivni funkce. V tomto pfipadé ma rovnice v kazdém bod¢ (xg, yy), kde
xo € I, jediné feSeni (protoze existuje jedind konstanta C' feSici danou pocatecni pod-
minku y(zy) = yo). Véta o existenci a jednoznacnosti (pro spojitd p,q) pro linearni
rovnice tedy vyplyva z uvedeného postupu.

\/

Z tvaru teSeni je snadno vidét, Ze pro libovolné zy € [ a libovolné Cislo y, existuje
konstanta C' tak, Ze y(xy) = yo.

¥

To je v souladu s

\

Protoze v tomto pripadé je %(az, y) = —p(x) spojitd funkce na I, feSeni existuji jedina,

coZ je snadno vidét 1 z uvedeného obecného feseni.

\

Takovato diskuse se musi
u kazdeho reSeni diferenci-
alni rovnice provést. Jinak

nevime, zda jsme opravdu
ulohu vyfesili.
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Vsimnéte si, Zze uvedené obecné feseni rovnice y' +p(x)y = g(z) je souctem obecného
reSeni homogenni rovnice

Cyn(z) = Ce Ir@)dx




Vsimnéte si, Zze uvedené obecné feseni rovnice y' +p(z)y = ¢(z) je souctem obecného

reSeni homogenni rovnice
Cyn(x) = Ce~ IP@)dx

\

a jednoho partikularniho fesSeni rovnice nehomogenni.

yo(x) = efp("”)dX/q(x)efp(x)dXdX.
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Vsimnéte si, Ze uvedené obecné feSeni rovnice 3’ + p(x)y =
reSeni homogenni rovnice

Cyn(x) = Ce~ IP@)dx
\

a jednoho partikularniho fesSeni rovnice nehomogenni.

q(z) je sou¢tem obecného

yo(z) = efp(x)dX/q(x)efp(x)dXdX.
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Vsimnéte si, Ze uvedené obecné feSeni rovnice 3’ + p(x)y =
reSeni homogenni rovnice

Cyn(x) = Ce~ IP@)dx
\

a jednoho partikularniho fesSeni rovnice nehomogenni.

q(z) je sou¢tem obecného

yo(z) = efp(x)dX/q(x)efp(x)dXdX.
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To si dobfe promyslete a ne-
zapoménte. Dik.

dif.r. 2.fadu

existence?2
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Resen{ homogenni rovnice
tam funguje jako takové
smeti. Tedy y = yo + Cy,.
Tedy staci najit dvé vhodna
feSeni.
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Obecné reSeni rovnice s nulovou pravou stranou je libovolny ndsobek (Cislem) jednoho
nenulového partikuldarniho feseni t€to rovnice.

\
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Obecné reSeni rovnice s nulovou pravou stranou je libovolny ndsobek (Cislem) jednoho
nenulového partikuldarniho feseni t€to rovnice.

\

Uvédomte si také to, zZe je-
li partikularni feSeni homo-
genni rovnice nenulové v
jednom bodé intervalu, je

nenulové v kazdém bod¢ in-
tervalu.
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Obecné reSeni rovnice s nulovou pravou stranou je libovolny ndsobek (Cislem) jednoho
nenulového partikuldarniho feseni t€to rovnice.

\

Uvédomte si také to, zZe je-
li partikularni feSeni homo-
genni rovnice nenulové v
jednom bodé intervalu, je

nenulové v kazdém bod¢ in-
tervalu.
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Poznamky 1 :

S velmi jednoduchou diferencidlni rovnici jste se setkali pri hledani integralu:

y' = f(z).




Poznamky 1 :

S velmi jednoduchou diferencidlni rovnici jste se setkali pfi hledani integrélu:

y = f(x).

Tedy jsou diferencialni rov-
nice alespon tak tézké jako
integrovani . ..
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Existuji diferencidlni rovnice, které nemaji zadné feseni (napi. y"> + 1 = 0) nebo maji
jediné feSeni (napf. y'* + y* = 0) bez volnych konstant.

\




Existuji diferencidlni rovnice, které nemaji zadné feseni (napi. y"> + 1 = 0) nebo maji
jediné feseni (napt. y'* + y* = 0) bez volnych konstant.

\

Takové rovnice se nedaji
(opravdu?) zvladnout ani
pomoci vét.
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Véta o existenci. Prvni ¢ast véty o existenci (bez jednoznacnosti) 1ze dokdzat stejnym
zpusobem, jako byla dokdzédna existence primitivni funkce ke spojité funkci. Jen misto
funkce f jedné proménné je f funkci dvou proménnych.

\




Véta o existenci. Prvni ¢ast véty o existenci (bez jednoznacnosti) 1ze dokdzat stejnym
zpusobem, jako byla dokdzédna existence primitivni funkce ke spojité funkci. Jen misto
funkce f jedné proménné je f funkci dvou proménnych.

\

Ziskand lomend ¢dra md v bod¢ lomu (z;,y;) jednostranné derivace rovné f (x,, Yi)
nebo f(x;_1,¥y;_1), resp. (doprava od xp). To je tzv. Peanova metoda, kterd naznacuje i
moZznost nalezeni priblizného feSeni.

\




Véta o existenci. Prvni ¢ast véty o existenci (bez jednoznacnosti) 1ze dokdzat stejnym
zpusobem, jako byla dokdzédna existence primitivni funkce ke spojité funkci. Jen misto
funkce f jedné proménné je f funkci dvou proménnych.

\

Ziskand lomend ¢dra md v bod¢ lomu (z;,y;) jednostranné derivace rovné f (x,, Yi)
nebo f(x;_1,¥y;_1), resp. (doprava od xp). To je tzv. Peanova metoda, kterd naznacuje i
moZznost nalezeni priblizného feSeni.

\

V dalsi ¢asti tvrzeni (jednoznacnost) byl potreba odhad
of
‘f(SIS', yn) o f($7 yn—l)‘ < ‘a_y(xv y(cl’))"yn(x) o yn—l(x” < K‘yn@:) o yn—l(x)‘ )

pro ktery neni nutna existence parcialni derivace 91 (:U y), ale staci tzv. lipschitzovska
vlastnost f ve druhé proménné:

pro vSechna x z néjakého okoli x( a y, 2z z néjakého okoli .




Maximalni feSeni. Ziskané lokalni feseni na okoli (zy — a, xy + b) bodu x( 1ze prodlu-
Zovat déle pouzitim véty o existenci na body xy — a, xy + .

\




Maximalni feSeni. Ziskané lokalni feseni na okoli (zy — a, xy + b) bodu x( 1ze prodlu-
Zovat déle pouzitim véty o existenci na body xy — a, xy + .

\

Je nutné pouzit vétu o jed-
noznacnosti — proc?




Maximalni reseni. Ziskané lokalni feSeni na okoli (xy — a, ¢ + b) bodu x( 1ze prodlu-
Zovat dale pouzitim véty o existenci na body xy — a, xy + b.

\

Je nutné pouZzit vétu o jed-
noznacnosti — proc?
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Maximalni reseni. Ziskané lokalni feSeni na okoli (xy — a, ¢ + b) bodu x( 1ze prodlu-
Zovat dale pouzitim véty o existenci na body xy — a, xy + b.

\

Je nutné pouZzit vétu o jed-
noznacnosti — proc?
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Presné€jsi matematicky popis existence maximalniho reSeni prochédzejiciho danym bo-
dem je nasledujici (zjednodusSime si popis predpokladem jednoznacnosti feSeni). Necht’
GG je rovinna oblast (tj. oteviend souvisld mnozina) a rovnice Y\= f(x,y) ma v kaz-
dém bodé oblasti jediné feseni (ve smyslu véty o existenci a jednoznacnosti). Zvoli se
(x0,%0) € G a vezmou se vSechny intervaly / v R obsahujici bod x takové, Ze na [
existuje feSeni y(z) rovnice s vlastnosti y(xy) = o, (x,y(x)) € G pro kazdé z € I.
Mezi témito intervaly existuje nejvetsi (jejich sjednoceni) a k nému prislusné reSeni je
maximalni.

=)




Obecné a partikularni reSeni. Z véty o existenci je vidét, Ze feSeni bude prochazet kaz-
dym bodem oblasti, kde f spliiuje predpoklady véty. Neni-li specifikovan bod, kterym
reSeni prochdzi, nazyva se feSeni obecné — volnost pro dalsi specifikaci byva vyjadrena
volitelnou konstantou.

\




Obecné a partikularni reSeni. Z véty o existenci je vidét, Ze feSeni bude prochazet kaz-
dym bodem oblasti, kde f spliiuje predpoklady véty. Neni-li specifikovan bod, kterym
reSeni prochdzi, nazyva se feSeni obecné — volnost pro dalsi specifikaci byva vyjadrena
volitelnou konstantou.

\

Po zadani Cisla za tuto konstantu se ziska tzv. feSeni partikularni.




Smérové pole. Nakresli-li se grafy feSeni pro rizné volby konstant v obecném feseni,
dostane se soubor kiivek (nékdy nazyvané integrélni kiivky dané diferencidlni rovnice).

\




Smérové pole. Nakresli-li se grafy feSeni pro rizné volby konstant v obecném feseni,
dostane se soubor kiivek (nékdy nazyvané integrélni kiivky dané diferencidlni rovnice).

\

Tecny k témto kiivkam uddavaji tzv. smérové pole . Najit feSeni znamena najit kiivku,
ktera ma v kazdém svém bod¢ teCnu, jejiz smér splyva se smérovym polem.

Smérové pole se znidzorfiuje pomoci vektorti v mnoha bodech dané oblasti. Vektor v
bodé (x, yo) ma smér (1, f(xg, yo)), jeho velikost je dana ntak, aby se vektory navzajem
neprotinaly a soucasné graficky naznacily prubéh reseni.
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Smérové pole rovnice y' = xy:




Smérové pole a integralni kfivky rovnice 3’ = zy:

Yiechna feseni

Y n - 3 y . ) : 1 ; : '
i 1.'2 3 R R e i e E“f'_“""{f”"fﬂ /f*il ;"ﬂ };ﬂ J'ﬁ .-"F f'(’
. : ] daly
\ : _ v e
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Smérové pole rovnice 3’ = y cotg(x):




Smérové pole a integrdlni kiivky rovnice iy’ = y cotg(x):

Feseni
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PoznamKky Kk ruznym typum rovnic.
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PoznamKky Kk ruznym typum rovnic.

\

Nékdy se rovnice y' = f(x,y) daji pfevést na rovnice s homogenni funkci na pravé
strané substituci y = 2 (ovérte, kdy je to mozné).
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PoznamKky Kk ruznym typum rovnic.

\

Nékdy se rovnice y' = f(x,y) daji pfevést na rovnice s homogenni funkci na pravé
strané substituci y = 2 (ovérte, kdy je to mozné).

\

Nékteré rovnice se prevedou na rovnice s homogenni funkci na pravé strané posunutim
proménnych o konstanty (proved’te pro rovnici y'(ax + by + ¢) = cx + dy + e).

\




PoznamKky Kk ruznym typum rovnic.

\

Nékdy se rovnice y' = f(x,y) daji pfevést na rovnice s homogenni funkci na pravé
strané substituci y = 2 (ovérte, kdy je to mozné).

\

Nékteré rovnice se prevedou na rovnice s homogenni funkci na pravé strané posunutim
proménnych o konstanty (proved’te pro rovnici y'(ax + by + ¢) = cx + dy + e).

\

Znate-li jedno partikularni feSeni u linearni nehomogenni rovnice, substituce y = z+u
prevede danou nehomogenni rovnici na homogenni (s proménnou z).

\




PoznamKky Kk ruznym typum rovnic.

\

Nékdy se rovnice y' = f(x,y) daji pfevést na rovnice s homogenni funkci na pravé
strané substituci y = 2 (ovérte, kdy je to mozné).

\

Nékteré rovnice se prevedou na rovnice s homogenni funkci na pravé strané posunutim
proménnych o konstanty (proved’te pro rovnici y'(ax + by + ¢) = cx + dy + e).

\

Znate-li jedno partikularni feSeni u linearni nehomogenni rovnice, substituce y = z+u
prevede danou nehomogenni rovnici na homogenni (s proménnou z).

\

Oznaci-li se L(y) = v’ + py, pak L je linearni zobrazeni mnoZziny funkci majicich
derivaci na néjakém intervalu / do mnoZiny vSech funkci na tomto intervalu.

Konec pozndmek 1.




Priklady 1 :

V nésledujicich prikladech se pokuste nakreslit i smérova pole rovnic.

\




Priklady 1 :

V nasledujicich prikladech se pokuste nakreslit 1 smérova pole rovnic.

\

Takové obrazky daji glo-
balni pohled na feSeny pro-
blém.
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Priklady 1 :

V nasledujicich prikladech se pokuste nakreslit 1 smérova pole rovnic.

\

Takové obrazky daji glo-
balni pohled na feSeny pro-
blém.
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1. Vyieste dvé rovnice se separovanymi proménnymi y'y +x = 0ay’ = ,/y. Nejdfive
najdéte obecné fesSeni a potom feSeni vyhovujici pocatecni podmince y(0) = 1.

\




1. Vyieste dvé rovnice se separovanymi proménnymi y'y +x = 0 ay’ = ,/y. Nejdfive
najdéte obecné feseni a potom feseni vyhovujici pocatecni podmince y(0) = 1.

\

Oveérte vetu o existenci a
jednoznacnosti na téchto

dvou rovnicich. Zvlast¢ u
druhé rovnice je tieba davat

velky pozor pri feSeni.
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2. Vyfeste rovnici y? — z(z + y)y’ = 0 (s homogenn{ funkci). Nejdiive obecné, pak pro
pocétecni podminku y(1) = 0.

\




2. Vyieste rovnici y? — z(z + )y’ = 0 (s homogenni funkci). Nejdfive obecné, pak pro

pocatecni podminku y(1) = 0.

\

Oveérte vetu o existenci a
jednoznacnosti pro tuto rov-

nici na co nejvéetsich interva-
lech.
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3. Vyfteste nasledujici linedrni rovnice

y+ay=2z, y+y=¢€", xy -3y=2’.

Obecna fesSeni v téchto piipadech jsou definovana na R.




4. Sestavte diferencidlni rovnici popisujici rozpad radioaktivni latky s poloCasem roz-
padu ¢,. Rovnice bude popisovat hmotnost m v zavislosti na Case ¢, jestlize na zaCatku
meéla latka hmotnost my.

\




4. Sestavte diferencidlni rovnici popisujici rozpad radioaktivni latky s poloCasem roz-
padu ¢,,. Rovnice bude popisovat hmotnost m v zavislosti na Case ¢, jestlize na zaCatku
meéla latka hmotnost my.

\

Derivace m/’ (tj. zména hmotnosti podle Casu) je tedy pfimo umérna hmotnosti: m’ =
km. Rovnost m(0) = mg udava pocatecni podminku. Ze znalosti poloCasu rozpadu
naleznéte konstantu £ a vyreSte vzniklou diferencialni rovnici.

-=p
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5. Najdéte vztah pro tzv. nepferusené (nebo spojité) urokovani. Je-li 7 rocni urok a P
mnozstvi uloZenych penéz na tento urok, pak I je funkci Casu ¢ a derivace P’jerovnarP
(ovérte). Dostavate opét diferencidlni rovnici s danou pocatecni podminkou — vyreste.

Konec piikladi 1.




Otazky 1 :

1. Dokazte jednoznacnost feSeni ve vété o existenci. Vezméte dvé feSeni y(x), z(x)
prochazejici danym bodem, kterd se nerovnaji na zadném okoli bodu xy a zkoumejte
rozdil |y(z) — z(z)| op€t pomoci véty o stfedni hodnoté nebo lipschitzovské vlastnosti
f. Pouzitim maxima M tohoto rozdilu na intervalu [z, x( + £] dostanete nerovnost M <
MeK, kde K je konstanta z dikazu o existenci. Z toho jiz vyplyne spor pro M # 0.

=)




2. UkaZte, ze tzv. Bernoulliovy rovnice
Yy +p(@)y = q(z)y”,
kde a € R, a # 0, 1, se daji prevést na linedrni rovnice pomoci nové proménné z = y' .

\




2. Ukatzte, zZe tzv. Bernoulliovy rovnice

Y+ p(z)y = q(x)y”,

kde a € R, a # 0, 1, se daji pievést na linedrni rovnice pomoci nové proménné z = y' =%

\/

U nékterych rovnic se po

dlouhém hledani dostaneme
k dobrému napadu, podobné

pred ndmi Bernoulli.
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3. Mé-li funkce f(z,y) ma parcidlni derivace v néjaké oblasti, pak rovnice tvaru

0 f 0 f , 0 f
8:10 8y =0, psno vtinou ve tvaru o dx + — (9y

se nazyvaji exaktni rovnice. UkaZte, Ze jejim fesenim jsou implicitni funkce f(z,y) =

=0,

\




3. Mé-li funkce f(z,y) ma parcidlni derivace v n¢jaké oblasti, pak rovnice tvaru

of . of of af

=0, psno vtinou ve tvaru —— dx + ——

8x 8y Ox 8y

se nazyvaji exaktni rovnice. Ukazte, Ze jejim feSenim jsou implicitni funkce f(x,y) =

=0,

\

Pozor na ten z4pis, jde na- LEKCE16-ODE
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3. Mé-li funkce f(z,y) ma parcidlni derivace v n¢jaké oblasti, pak rovnice tvaru

af of of 6’f

=0, psno vtinou ve tvaru —— dx + ——

8x Ay Ox (9y

se nazyvaji exaktni rovnice. Ukazte, Ze jejim feSenim jsou implicitni funkce f(x,y) =

=0,

\

Pozor na ten Z4apis, ]de na- LEKCE16-ODE
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Parcidlni derivovani se bude stabilita
zkoumat v kapitole o funk- popis stability
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Dokazte, ze rovnice M (x,y)dx + N(z,y)dy = 0 je exaktni pravé kdyz %—]‘; = %—]X

v dané oblasti (predpoklad: vSechny parcidlni derivace 1.fddu jsou spojit€é a dana ob-

last ,,nema diry"). Pfi dikazu nutnosti podminky naleznete i zpusob feseni (tj., nalezeni
funkce f).




Dokazte, ze rovnice M (x,y)dx + N(z,y)dy = 0 je exaktni pravé kdyz %—]y” = %—]X

v dané oblasti (predpoklad: vSechny parcidlni derivace 1.fddu jsou spojit€é a dana ob-

last ,,nema diry"). Pfi dikazu nutnosti podminky naleznete i zpusob feseni (tj., nalezeni
funkce f).

Nékdy 1ze nalézt tzv. integracni faktor g(x, y) takovy, Ze po vyndsobeni rovnice M (z, y)
N(z,y)dy = 0 timto faktorem se dostane exaktni rovnice, a¢ ta pivodni exaktni nebyla.
Lze ukdzat, Ze pokud ma piivodni rovnice obecné feseni, integracni faktor existuje.

\




Dokazte, Ze rovnice M (x,y)dx + N(z,y)dy = 0 je exaktni pravé kdyz %—]L[ = %—{Z

v dané oblasti (pfedpoklad: vSechny parcidlni derivace 1.fadu jsou spojit€ a dana ob-

last ,,nema diry"). Pfi dlikazu nutnosti podminky naleznete i zptisob feSeni (tj., nalezeni
funkce f).

Nékdy 1ze nalézt tzv. integracni faktor g(x, y) takovy, Ze po vyndsobeni rovnice M (z, y) dx+
N(z,y)dy = 0 timto faktorem se dostane exaktni rovnice, a¢ ta piivodni exaktni nebyla.
Lze ukdzat, Ze pokud mé plivodni rovnice obecné feSeni, integracni faktor existuje.

\
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4. Ukazte, ze pro homogenn{ linedrn{ rovnici ' + p(z)y = 0 je il il integracni faktor
z predchoziho odstavce.
Najdéte timto zptisobem feseni homogenni linedrni rovnice.

=)




5. Je-li dana v roviné soustava kiivek, 1ik4 se, Ze kiivka C je ortogondlni k této soustave,
jestlize v kazdém pruseciku ktivky C' s kfivkou soustavy jsou na sebe tecny obou kiivek

v tomto bod¢ kolmé. .
Najdéte viechny ortogonalni kiivky k soustavé grafii funkci y = az?,a € R.

\




5. Je-li déna v roviné soustava kfivek, fikd se, Ze kiivka C' je ortogondlni k této soustave,
jestlize v kazdém pruaseciku kiivky C' s kiivkou soustavy jsou na sebe teCny obou kiivek

v tomto bodée kolmé. . )
Najdéte vechny ortogonalni kfivky k soustavé grafii funkci y = ax?, a € R.

\
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Konec otazek 1.




Cviceni 1 :

Priklad. Spoctéte diferencidlni rovnici

y =2v/]y|

a nakreslete integralni kiivky.

\




Cviceni 1 :

Priklad. Spoctéte diferencidlni rovnici

y =2v/]y|

a nakreslete integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \




Cviceni 1 :

Priklad. Spoctéte diferencidlni rovnici

y =2v/]y|

a nakreslete integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \

Postupujeme podle metody nejprve pro y > 0

dy
2 =2/
dx VY




Cviceni 1 :

Priklad. Spoctéte diferencidlni rovnici

y =2v/]y|

a nakreslete integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \

Postupujeme podle metody nejprve pro y > 0
dy
—= =2/ .
dx VY

\
Pro y # 0 piSeme

——dy =1 dx

23




Cviceni 1 :

Priklad. Spoctéte diferencidlni rovnici

Y =2v/[yl
a nakreslete integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \

Postupujeme podle metody nejprve pro y > 0

dy
2 =2/
dx VY

\
Pro y # 0 piSeme

——dy =1 dx
2VY

/—dy [1ax




Cviceni 1 :

Priklad. Spoctéte diferencidlni rovnici

Y =2v/[yl
a nakreslete integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \

Postupujeme podle metody nejprve pro y > 0

dy
2 =2/
dx VY

\
Pro y # 0 piSeme

——dy =1 dx
2VY

/—dy [1ax







Zde metoda v podstaté
konci. Vypocitat y z tohoto
implicitniho tvaru musime
sami.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Zde metoda v podstaté
konci. Vypocitat y z tohoto
implicitniho tvaru musime
sami.

\

Budeme dukladné zkoumat kdy a kde je mozZné rovnici

Vy=z—-0C

vypocitat.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
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linearni r.2
vlastnosti feSeni
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Upravime vztah \/y = x — C na intervalu x > C (pozor, vpravo je a musi byt
nezaporné Cislo!) a dostaneme

y=(z—0)*.




Upravime vztah \/y = x — C na intervalu x > C (pozor, vpravo je a musi byt
nezaporné Cislo!) a dostaneme

y=(z—C)".
\
Podobné pro y < 0 dostaneme na intervalu x < D
y=—(z—D).




Upravime vztah \/y = x — C na intervalu x > C (pozor, vpravo je a musi byt
nezaporné Cislo!) a dostaneme

y=(z—C)".
\
Podobné pro y < 0 dostaneme na intervalu x < D
y=—(z—D).
\

Navic samoziejmé mame trividlni feSeni. Celkové dostaneme maximalni feseni jako
kombinaci fesSeni na vhodnych intervalech. Zvolme —oo < D < (' < +o00. Pak dosta-
neme maximalni feSeni ve tvaru (ovérte)

—(x—D)* pro x <D,
y(x) =<0 pro D<z<C,
(x—C)? proax<D.




Upravime vztah \/y = x — C na intervalu z > C' (pozor, vpravo je a musi byt
nezaporné Cislo!) a dostaneme

y=(z—-0).
\ /

Podobné pro y < 0 dostaneme na intervalu x < D

y=—(z—D)*.

\

Navic samoziejmé mame trividlni feSeni. Celkoveé dostaneme maximdalni feSeni jako
kombinaci feSeni na vhodnych intervalech. Zvolme —oo < D < (' < +o0. Pak dosta- L EKCE16.ODE
neme maximalni feSeni ve tvaru (ovéfte) St
5 dif.r. 1.fadu

existencel
_(x T D) pro x < D ) separacve
y(z) =< 0 pro D <z <C,  proménnych
_ )2 <D lnedmirl
(z ) pro x : difr. 2 fadu
existence2
specialni piipady
; linerni 1.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy

linearni soustavy
stabilita

popis stability
Pozna
123456789
Priklady
123456789

<1 X S 4 ANVA 1 Otaz
V.sm,lnelrpev si, 7€ to dava 1 Ot 13<Y4 e
trivialni resSeni. Cvitent
123456789
Uceni
123456789







Integralni krivky jsou na obrazku

\




Integralni krivky jsou na obrazku

\

\\p)




Vsimné€me si, Ze vSechna fe-
seni jsou neklesajici funkce.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
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homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
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linearni soustavy
stabilita
popis stability
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123456789



Vsimné€me si, Ze vSechna fe-
seni jsou neklesajici funkce.

Alespon tohle jsem védél
hned na zacatku ;-)
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oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozna
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Priklady
123456789
Otazky
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Cviceni
123456789
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123456789



Priklad. Spoctéte diferencialni rovnici

a nakreslete integralni kiivky.

\




Priklad. Spoctéte diferencialni rovnici

a nakreslete integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \




Priklad. Spoctéte diferencialni rovnici

a nakreslete integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \

Postupujeme podle metody nejprve pro |y| < 1

dy _
dr

1 —92.




Priklad. Spoctéte diferencialni rovnici

a nakreslete integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \

Postupujeme podle metody nejprve pro |y| < 1

dy
— = /1 —12.
dx 4
Piseme !
dy =1 dx

W




Priklad. Spoctéte diferencialni rovnici

a nakreslete integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \

Postupujeme podle metody nejprve pro |y| < 1

dy
— = /1 —12.
dx 4
Piseme !
———dy =1 dx
v 1—19?

/#dy:/mX
V1 -2




Priklad. Spoctéte diferencialni rovnici

a nakreslete integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \

Postupujeme podle metody nejprve pro |y| < 1

dy
21— 2
dx J

 /

PiSeme !
———dy =1 dx
v 1—19?

/Ldyzfldx

V1 -2

arcsiny =x — C'.







Zde metoda v podstaté
konci. Vypocitat y z tohoto
implicitniho tvaru musime
sami.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
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123456789
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Zde metoda v podstaté
konci. Vypocitat y z tohoto
implicitniho tvaru musime
sami.

Asi to budeme sinovat . ..
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dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
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Upravime vztah arcsiny = z — C' na intervalu —7/2 < x — C' < 7/2 (pozor, vpravo
musi byt funk¢ni hodnota arkussinu!) a dostaneme

y = sin(x — C) .




Upravime vztah arcsiny = z — C' na intervalu —7/2 < x — C' < 7/2 (pozor, vpravo
musi byt funk¢ni hodnota arkussinu!) a dostaneme

y =sin(z — C).

\

Navic samozieymeé mame trividlni feSeni +-1. \ /




Upravime vztah arcsiny = z — C' na intervalu —7/2 < x — C' < 7/2 (pozor, vpravo
musi byt funk¢ni hodnota arkussinu!) a dostaneme

y =sin(z — C).
Navic samozieymeé mame trividlni feSeni +-1. \ /

Celkové€ dostaneme maximalni feSeni jako kombinaci feSeni na vhodnych intervalech.

\




Upravime vztah arcsiny = z — C' na intervalu —7/2 < x — C' < 7/2 (pozor, vpravo
musi byt funk¢ni hodnota arkussinu!) a dostaneme

y =sin(z — C) .
Navic samozieymeé mame trividlni feSeni +-1. \ /

Celkové€ dostaneme maximalni feSeni jako kombinaci feSeni na vhodnych intervalech.

\

Zvolme —o0 < C' < 400, ¥




Upravime vztah arcsiny = z — C' na intervalu —7/2 < x — C' < 7/2 (pozor, vpravo
musi byt funk¢ni hodnota arkussinu!) a dostaneme

y =sin(z — C) .

\

Navic samozieymeé mame trividlni feSeni +-1. \ /
Celkové€ dostaneme maximalni feSeni jako kombinaci feSeni na vhodnych intervalech.
Zvolme —oo < C' < +00.

Pak dostaneme maximalni feSeni ve tvaru

—1 pro z < C —7/2,
y(x)=<sin(z —C) pro C—7/2 <z <C+7/2,
1 pro x > C + w/2.




Upravime vztah arcsiny = z — C' na intervalu —7/2 < x — C' < 7/2 (pozor, vpravo
musi byt funk¢ni hodnota arkussinu!) a dostaneme

y =sin(x — C) .

\

Navic samozieymeé mame trividlni feSeni +-1. \

Celkove dostaneme maximdalni feSeni jako kombinaci feSeni na vhodnych intervalech.

\

Zvolme —oo < C' < +o0.  /

LEKCE16-ODE
L / Va4 A\ 7/ b V.d'f‘ .
Pak dostaneme maximalni reSeni ve tvaru dif'e. 1 ¥idu

existencel

— _ separace
1 p 10 T < C 7T/ 2’ proménnych
y(x) =qsin(z —C) pro C—n/2<zx<C+mn/2, e
1 pro z > C + m/2. dif.r. 2.Fidu
existence?2
specialni piipady
linedrni r.2
‘ vlastnosti fesen{
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Ve Vv . v , s e OtéZky
Vsimnéme si, Ze to dava 1 123456789
ob¢ trividlni feSeni Cviceni
: 123456789
Uceni
123456789







Integralni krivky jsou na obrazku

\




Integralni krivky jsou na obrazku

\




Integralni krivky jsou na obrazku

\

‘ LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
7 3 c existence2
Z téch sinusovek jsou tam specidln piipady
. o inedrni r.
jenom pulky, tak se to ne- viastnosti Fotent
kiizi. O.K. metoda fesen{
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability

Pozndmky

mP 234567809
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Vsimnéme si  také, zZe
vSechna teSeni jsou nekle-
sajici funkce.
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Vsimnéme si  také, zZe
vSechna teSeni jsou nekle-
sajici funkce.

Alespon tohle jsem védél
hned na zacatku ;-)
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Kdo se splete pfi pocitani in-
verzni funkce, tomu se mo-
hou feSeni krizit a vypada
smesne.
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Kdo se splete pfi pocitani in-
verzni funkce, tomu se mo-
hou feSeni krizit a vypada
smesne.

Nikdy ;-)
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Priklad. Spoctéte diferencialni rovnici
Yy = 2y

a nakreslete smérové pole a integralni kiivky.

\




Priklad. Spoctéte diferencialni rovnici
Yy = 2y

a nakreslete smérové pole a integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \




Priklad. Spoctéte diferencialni rovnici
Yy = 2y

a nakreslete smérové pole a integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \

Postupujeme podle metody
@y _ 2T
dr =




Priklad. Spoctéte diferencialni rovnici
Yy = 2y

a nakreslete smérové pole a integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \

Postupujeme podle metody
dy

— =2xy .
dx Y

\

Pro y # 0 piSeme
1
—dy = 2zdx
Y




Priklad. Spoctéte diferencialni rovnici
Yy = 2y

a nakreslete smérové pole a integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \

Postupujeme podle metody

dy
— =2xy .
dx &
\
Pro y # 0 piSeme
1
—dy = 2zdx
Y

1
/—dyz/Zazd:c
Yy




Priklad. Spoctéte diferencialni rovnici
Yy = 2y

a nakreslete smérové pole a integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \

Postupujeme podle metody

dy
—= = 2xy .
dx &
\
Pro y # 0 piSeme
1
—dy = 2zdx
Y
\
1
/ —dy = / 2xdx
Y
\

log |y| = 2*+ C .







Zde metoda v podstaté
konci. Vypocitat y z tohoto
implicitntho tvaru musime
sami.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
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existencel
separace
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homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
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metoda feSeni
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Upravime pomoci exponencidly vztah

log ly| = z* + C




Upravime pomoci exponencidly vztah
log ly| = z* + C
\

a dostaneme
ly| = expz® + C' .




Upravime pomoci exponencidly vztah

log ly| = z* + C

\

a dostaneme
ly| = expa®+ C .

\

Z praktického hlediska vysledek vyjadiime ve tvaru odpovidajici linearité daného pro-
blému

y = + K exp z°

s vhodnou konstantou K = . ¥




Upravime pomoci exponencidly vztah

log ly| = z* + C

\

a dostaneme
ly| = expz® + C' .

\

Z praktického hlediska vysledek vyjadiime ve tvaru odpovidajici linearité daného pro-
blému

y = + K exp z°
s vhodnou konstantou K = . ¥

Ta konstanta K je kladnd, pro y > 0 uvazujeme v rovnosti misto £ znaménko +, pro
y < 0 uvazujeme v rovnosti misto = znaménko —. Pro y = 0 méame trividlni feSeni

y(z) =0.

-




Celkove tedy lze psat feseni ve tvaru
y= M expz?,

kde M je libovolné realné Cislo.

\




Celkove tedy lze psat feseni ve tvaru

kde M je libovolné realné Cislo.

\

y= M expz?,

Tento trik se pouziva Casto!




Smérové pole a integralni kiivky jsou na obrazku

\




Smérové pole a integralni kiivky jsou na obrazku

\

Yiechna feseni

— E|‘-"

vttt F A

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenn r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specidlni ptipady
linearni r.2
vlastnosti reSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozndmky
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Otéazky
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Priklad. Spoctéte diferencialni rovnici
y — 2zy = —2x

a nakreslete integralni kiivky.

\




Priklad. Spoctéte diferencialni rovnici
y — 2zy = —2x

a nakreslete integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \




Priklad. Spoctéte diferencialni rovnici
y — 2zy = —2x

a nakreslete integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \

ResSime nejdiiv homogenni rovnici a dostaneme podle predchoziho prikladu feSeni
homogenni rovnice je ve tvaru

Cyn(z) = Cexpa?

kde C' je libovolné redlné Cislo.

\




Priklad. Spoctéte diferencidlni rovnici
y — 2zy = —2x
a nakreslete integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \

ResSime nejdiiv homogenni rovnici a dostaneme podle predchoziho prikladu feSeni
homogenni rovnice je ve tvaru

Cyn(z) = Cexpa?

kde C' je libovolné redlné Cislo.

\

Dal postupujeme netodou variace konstant, tedy hleddme feSeni ve tvaru
y(z) = Cz) expz®
pro vhodnou funkci C'.

\




Priklad. Spoctéte diferencidlni rovnici
y — 2zy = —2x
a nakreslete integralni kiivky.

\

Reseni. Jde o rovnici v separovaném tvaru. \

ResSime nejdiiv homogenni rovnici a dostaneme podle predchoziho prikladu feSeni
homogenni rovnice je ve tvaru

Cyn(z) = Cexpa?

kde C' je libovolné redlné Cislo.

\

Dal postupujeme netodou variace konstant, tedy hleddme feSeni ve tvaru
y(z) = Cz) expz®
pro vhodnou funkci C'.

\




Iakie nam ta konstanta "ob-
zivne'".




Dosadime tento tvar do rovnice ¢y — 2zy = —2x (pfedpokladdme pfitom, ze C' ma
vlastni derivaci) a dostaneme

(C(z) exp (L‘2), — 22C(z)expx® = —27 .




Dosadime tento tvar do rovnice ¢y — 2zy = —2x (pfedpokladdme pfitom, ze C' ma
vlastni derivaci) a dostaneme

(C(z) exp x2)/ — 22C(z)expx® = —27 .

\

Po upravé tedy
C'(z) = =2z exp(—x?) .




Dosadime tento tvar do rovnice ¢y — 2zy = —2x (pfedpokladdme pfitom, ze C' ma
vlastni derivaci) a dostaneme

(C(z) exp x2)/ — 22C(z)expx® = —27 .

\

Po upravé tedy
C'(z) = =2z exp(—x?) .

\

Zintegrovanim spocteme
C(z) = exp(—2?) + K .




Dosadime tento tvar do rovnice ¢y — 2zy = —2x (pfedpokladdme pfitom, ze C' ma
vlastni derivaci) a dostaneme

(C(z) exp :Jc2)/ — 22C(z)expx® = —27 .

\

Po upravé tedy
C'(z) = =2z exp(—x?) .

\

Zintegrovanim spocteme
C(x) = exp(—2?) + K .

\

Jako partikularni feSeni tedy mlizeme vzit libovolné takovéto fesSeni. PoloZime tedy
napfiklad pro K = 0
yo(x) = C(z)(expx® +0) = 1.




Dosadime tento tvar do rovnice ¢y — 2zy = —2x (pfedpokladdme pfitom, ze C' ma
vlastni derivaci) a dostaneme

(C(z) exp :Jc2)/ — 22C(z)expx® = —27 .

\

Po upravé tedy
C'(z) = =2z exp(—x?) .

\

Zintegrovanim spocteme
C(x) = exp(—2?) + K .

\

Jako partikularni feSeni tedy mlizeme vzit libovolné takovéto fesSeni. PoloZime tedy
napfiklad pro K = 0
yo(x) = C(z)(expx® +0) = 1.

\

Obecné feseni je tedy

y(x) = yo(z) + Cyp(z) =1+ Cexp 2.




Obrazek integralnich kiivek

vznikne modifikaci krivek z
predchoziho prikladu.
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Obrazek integralnich kiivek

vznikne modifikaci krivek z
predchoziho prikladu.

Bylo to néjaké jednoduché.
Doufam, ze taky budu ta-
kovy St astlivec.
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Variace konstant je vlastné

VG/SVé druhé fézi substituce.
Misto y hleddame C.
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Variace konstant je vlastné

VG/SVé druhé fézi substituce.
Misto y hleddame C.

VZDY vyjde jednodussi
rovnice. Bude ve tvaru
C'(x) = ¢(x) pro vhod-
nou ¢. Pujde tedy (snad)
integrovat.
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Piiklad. Spoctéte kiivky kolmé ke kiivkdm v systému 22 4 32 = cz, kde c je parametr.
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Piiklad. Spoctéte kiivky kolmé ke kiivkdm v systému 22 4 32 = cz, kde c je parametr.
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Reseni. Pokud dan4 k¥ivka vyhovuje v bodé vztahu
dy
% — f (33 ) y) )




Piiklad. Spoctéte kiivky kolmé ke kiivkdm v systému 22 4 32 = cz, kde c je parametr.

 /
Reseni. Pokud dana kfivka vyhovuje v bodé€ vztahu
dy
% - f (33 ’ y) 9
vyhovuje v tomtéz bodé ktivka k ni kolma vztahu
dy 1
de  f(z,y)’




Piiklad. Spoctéte kiivky kolmé ke kiivkdm v systému 22 4 32 = cz, kde c je parametr.

 /
Reseni. Pokud dana kfivka vyhovuje v bodé€ vztahu
dy
% - f (:U ’ y) 9
vyhovuje v tomtéz bodé ktivka k ni kolma vztahu
dy 1
de  f(z,y)’

\

coz vidime z obrazku.

smérnice -1/f(x,y)
\ smérnice f(x, y)







Vezmene systém kiivek 22 + y* = cx a zjistime, jaké diferencidlni rovnici vyhovuje.

\




Vezmene systém kfivek x> + y? = cx a zjistime, jaké diferencidlni rovnici vyhovuje.

\

Tento postup vyZaduje po-
zornost. Chceme najit di-
ferencialni rovnici, tedy se

musime zbavit toho parame-
tru c.
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Vezmene systém kfivek x> + y? = cx a zjistime, jaké diferencidlni rovnici vyhovuje.
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Tento postup vyZaduje po-
zornost. Chceme najit di-
ferencialni rovnici, tedy se

musime zbavit toho parame-
tru c.
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Vezmene systém kfivek x> + y? = cx a zjistime, jaké diferencidlni rovnici vyhovuje.

\

Tento postup vyZaduje po-
zornost. Chceme najit di-
ferencialni rovnici, tedy se

musime zbavit toho parame-
tru c.
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Vezmene systém kfivek x> + y? = cx a zjistime, jaké diferencidlni rovnici vyhovuje.

\

Tento postup vyZaduje po-
zornost. Chceme najit di-
ferencialni rovnici, tedy se

musime zbavit toho parame-
tru c.

\

Zderivujeme rovnici systému kiivek a dostaneme

2x + 2yy’ = c.

\

Dosadime za konstantu ¢ z rovnice systému a dostaneme

dy 2 2

) —

\

Kiivky kolmé k zadanému systému vyhovujici tedy vztahu

d
—2xYy— ‘ y2 — 7
dy
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Vyftesime tuto diferencidlni rovnici a dostaneme implicitnim zpiisobem zadany systém
kiivek 22 4 y* = cy.
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Vyftesime tuto diferencidlni rovnici a dostaneme implicitnim zplisobem zadany systém
kiivek 22 4 ¢ = cy.

\
Obrazek krivek a jejich "kolmic":
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Priklad. Banka vyhlasila, Ze bude poskytovat 100 % roCni trok. Pokud vlozis do banky
jednu zlatku, dostanes za rok dvé zlatky. \




Priklad. Banka vyhlasila, Ze bude poskytovat 100 % roCni trok. Pokud vlozis do banky
jednu zlatku, dostanes za rok dvé zlatky. \

Zenuska hned rozhodla, Ze posle svého muZicka do banky po pul roce, nechd jej vy-
zvednout jeden a pul zlatku a hned ji tam zase na ptl roku vloZi. Tak misto dvou zlatek

dostane ,
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Priklad. Banka vyhlasila, Ze bude poskytovat 100 % roCni trok. Pokud vlozis do banky
jednu zlatku, dostanes za rok dvé zlatky. \

Zenuska hned rozhodla, Ze posle svého muZicka do banky po pul roce, nechd jej vy-
zvednout jeden a pul zlatku a hned ji tam zase na ptl roku vloZi. Tak misto dvou zlatek

dostane
() (e 2) = (11"
\

Pak ji napadlo, Ze by tam mohl muZzicek jit jesté Castéji. Nakonec tam stdl muzicek od
rana do vecCera, vkladal a vybiral a bankér rozhodl, Ze s tim néco udéla. |




Priklad. Banka vyhlasila, Ze bude poskytovat 100 % roCni trok. Pokud vlozis do banky
jednu zlatku, dostanes za rok dvé zlatky. \

Zenuska hned rozhodla, Ze posle svého muZicka do banky po pul roce, nechd jej vy-
zvednout jeden a pul zlatku a hned ji tam zase na ptl roku vloZi. Tak misto dvou zlatek

dostane
() (e 2) = (11"
\

Pak ji napadlo, Ze by tam mohl muZzicek jit jesté Castéji. Nakonec tam stdl muzicek od
rana do vecCera, vkladal a vybiral a bankér rozhodl, Ze s tim néco udéla. |

Jak to dopadlo?




Reseni. Bankér si fekl, Ze oznadi x(t) stav muzickovych penéz v Case ¢, pricemz
x(0) = 1 zlatka. Pak si uvédomil, Ze se vlastné penize prubézné samy mnozi a zZe ¢im je
jich vic, tim vic jich pribyva.
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Reseni. Bankér si fekl, Ze oznadi x(t) stav muzickovych penéz v Case ¢, pricemz
x(0) = 1 zlatka. Pak si uvédomil, Ze se vlastné penize prubézné samy mnozi a zZe ¢im je
jich vic, tim vic jich pribyva.

\

Tak si napsal rovnici
dx(t)
= z(t

¢imz zachytil piirastek penéz dx(t) za Cas dt.

\




Reseni. Bankér si fekl, Ze oznadi x(t) stav muzickovych penéz v Case ¢, pricemz
x(0) = 1 zlatka. Pak si uvédomil, Ze se vlastné penize prubézné samy mnozi a zZe ¢im je
jich vic, tim vic jich pribyva.

\

Tak si napsal rovnici
dx(t)
= z(t

¢imz zachytil piirastek penéz dx(t) za Cas dt.

\

Tato rovnice ddvd feseni z(t) = €', tedy dal po roce muZi¢kovi (Zenusce) misto dvou
zlatek neuvritelnych e zlatek.

\




Reseni. Bankér si fekl, Ze oznadi x(t) stav muzickovych penéz v Case ¢, pricemz
x(0) = 1 zlatka. Pak si uvédomil, Ze se vlastné penize prubézné samy mnozi a zZe ¢im je
jich vic, tim vic jich pribyva.

\

Tak si napsal rovnici
dx(t)
= x(t

¢imz zachytil piirastek penéz dx(t) za Cas dt.

\

Tato rovnice ddvd feseni z(t) = €', tedy dal po roce muZi¢kovi (Zenusce) misto dvou
zlatek neuvritelnych e zlatek.

\
Tak ZenuSka dosahla, Ze banka misto 100% déavala péknych 172%.
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Reseni. Bankér si fekl, ze oznaci z(t) stav muziCkovych penéz v Case t, pfi¢emz
x(0) = 1 zlatka. Pak si uvédomil, Ze se vlastné penize pribézné samy mnoZi a Ze ¢im je
jich vic, tim vic jich pribyva.

\

Tak si napsal rovnici
dx(t)
= x(t

¢imz zachytil piirdstek penéz dx(t) za Cas dt.

\

Tato rovnice dédva feSeni x(t) = €', tedy dal po roce muzickovi (Zenusce) misto dvou
zlatek neuvritelnych e zlatek.

\
Tak Zenuska dosdhla, ze banka misto 100% davala péknych 172%.

\

Takova ZenuSka se prosté
neda vyvazit zlatem . . .
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Priklad. Zjistéte zdkon radioaktivniho rozpadu.

\




Priklad. Zjistéte zdkon radioaktivniho rozpadu.
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Reseni. V atmosféfe se vlivem kosmického zdfeni vytvaii radioaktivni izotop uhliku
C'*. Tento izotop je nestaly a rozpada se s poloasem rozpadu 5568 + 30 rok. Tak se v
atmosfére vytvari i rozpada a ustalila se jeho rovnovéha.
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Priklad. Zjistéte zdkon radioaktivniho rozpadu.

4

Reseni. V atmosfére se vlivem kosmického zareni vytvari radioaktivni izotop uhliku

C'*. Tento izotop je nestaly a rozpada se s poloasem rozpadu 5568 + 30 rok. Tak se v
atmosfére vytvari i rozpada a ustalila se jeho rovnovéha.

\

Podobné se C''* rozpada v Zijicim organismu a je neustale doplfiovén z prostiedi. Takto
je v zijicim organismu jeho mnozZstvi na jisté rovnovazné hladiné. Pokud organismus

neZije, nastava proces poklesu hladiny C''*, protoZe neni dopliiovan.

_—




Rovnice popisujici mnozstvi C1* v ¢ase ¢ vypada
dx(t)
dt

= ka(t) ,

kde k je zapornd konstanta.

\




Rovnice popisujici mnozstvi C1* v ¢ase ¢ vypada
dx(t)
dt

= ka(t) ,

kde k je zaporna konstanta.

{

Reseni z(t) = 2(0)e* pouZijeme pro zjistén{ staif fosilif. Zname-li mnoZzstvi C''* ve
fosilii nyni a umime-li odhadnout mnoZstvi C'* v ¢ase ¢t = 0, zjistime dobu, po kte-

rou probihalo odbourdvéni C'* v organizmu. Napfiklad x(5568) = x(0)/2, tak uréime
konstantu £ (souvisi s "poloCasem rozpadu").

\




Rovnice popisujici mnozstvi C''* v Gase ¢ vypad4
dx(t)
dt

= kx(t),
kde k je zaporna konstanta.

'

Reseni z(t) = x(0)e* pouZijeme pro zjisténi statf fosilif. Zname-li mnoZstvi C'* ve
fosilii nyni a umime-li odhadnout mnozstvi C'* v &ase t = 0, zjistime dobu, po kte-
rou probihalo odbourdvéani C''* v organizmu. Napiiklad z(5568) = x(0)/2, tak uréime

konstantu £ (souvisi s "polo¢asem rozpadu").

\

Takto se napriklad zjistila
doba, kdy lidstvo osidlilo
Ameriku nebo kdy se stavél
Stonehenge.
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Priklad. Po zdpadu slunce prestali namornici veslovat. Je brzdéna pouze tfenim, ne-
fouka vitr. Za 10 sekund doplula 30 metra, za dalSich 10 sekund doplula jesté 15 metrt.
Kde se zastavi?
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Priklad. Po zdpadu slunce prestali namornici veslovat. Je brzdéna pouze tfenim, ne-
fouka vitr. Za 10 sekund doplula 30 metra, za dalSich 10 sekund doplula jesté 15 metrt.
Kde se zastavi?

'

Reseni. Ozna¢ime si m hmotnost lodi s nakladem, v(¢) jeji rychlost v Ease ¢ a necht’
kladnad konstanta £ odpovida tfeni, které pro malé rychlosti (snad) zdvisi linedrné na
rychlosti.
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Priklad. Po zdpadu slunce prestali namornici veslovat. Je brzdéna pouze tfenim, ne-
fouka vitr. Za 10 sekund doplula 30 metrd, za dalSich 10 sekund doplula jesté 15 metr.
Kde se zastavi?

4

Reseni. Ozna¢ime si m hmotnost lodi s nakladem, v(¢) jeji rychlost v Ease ¢ a necht’
kladnad konstanta £ odpovida tfeni, které pro malé rychlosti (snad) zdvisi linedrné na
rychlosti.

 /
Pak

ma(t) = m— = —kv

vyjadiuje, Ze tfeci sila ptisobi na téleso a brzdi jej (a(t) je zrychleni a zaporné znaménko
vypovida o sméru sily proti pohybu).

—p




Tedy

d
@ —mkuv

mi feSeni v(t) = v(0)e ™M,

\




Tedy

d
@ —mkuv

mi feSeni v(t) = v(0)e ™M,

\

Vzhledem k tomu, Ze je rychlost v(t) derivaci drahy s(t), tedy ds/dt = v, mizeme
integrovanim rychlosti ziskat drahu




Tedy

d
@ —mkuv

mi feSeni v(t) = v(0)e ™M,

\

Vzhledem k tomu, Ze je rychlost v(t) derivaci drahy s(t), tedy ds/dt = v, mizeme
integrovanim rychlosti ziskat drahu

s(t) = /O ofr) dr = 21 et
\
Vidime, ze o(0)
s(00) = tlgglo s(t) = el

Vime, zZe s(10) = 30 a s(20) = 45.




S témito informacemi vytla¢ime ze vzorecku pro s(oco) nezadouci konstanty a dosta-
neme ,
30

T 60—45
tedy lod’ dopluje jeste 15 metrl, celkem bez pohonu 60 metra.

\

s(o0) 60 ,




S témito informacemi vytla¢ime ze vzorecku pro s(oo) neZadouci konstanty a dosta-
neme ,
30

T 60—45
tedy lod’” dopluje jesté 15 metrud, celkem bez pohonu 60 metrt.

\

s(00) 60 ,
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Piiklad. Rist populace P zavisi na piimo jeji velikosti. Na druhé strané je zpomalovan
problémy s dostatkem potravin. Pokud je maximalni velikost populace rovna M, pak

faktor M — P brzdi pfirozeny rist populace. Reste tedy tlohu

P
Cfi—tsz(M—P), P0) =Dy .

Této rovnici se rikd logistickd rovnice.
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Piiklad. Rist populace P zavisi na piimo jeji velikosti. Na druhé strané je zpomalovan
problémy s dostatkem potravin. Pokud je maximalni velikost populace rovna M, pak

faktor M — P brzdi pfirozeny rist populace. Reste tedy tlohu

dP
Této rovnici se rikd logistickd rovnice.

'

Reseni. Rozkladem na parcialni zlomky nebo substituci p = 1/P dostaneme fesen{

1_1 (1 1\
P M P, M
a populace se bude blizit M.
\




Piiklad. Rist populace P zavisi na piimo jeji velikosti. Na druhé strané je zpomalovan
problémy s dostatkem potravin. Pokud je maximalni velikost populace rovna M, pak

faktor M — P brzdi pfirozeny rist populace. Reste tedy tlohu

dP
Této rovnici se fika logisticka rovnice.

{

Reseni. Rozkladem na parcidlni zlomky nebo substituci p = 1/P dostaneme fesen{

11 11 |
T (R I
P M \P M

a populace se bude blizit M.
\

A zase ...
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Priklad. Na stole je Cerstvé upecena babovka, kdy se bude moci jist?
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Priklad. Na stole je Cerstvé upecena babovka, kdy se bude moci jist?

'

Reseni. Zakon ochlazovani tika, Ze rychlost, s jakou se t€leso ochlazuje, je primo
umérna rozdilu teplot.
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Priklad. Na stole je Cerstvé upecena babovka, kdy se bude moci jist?

'

Reseni. Zakon ochlazovani tika, Ze rychlost, s jakou se t€leso ochlazuje, je primo
umérna rozdilu teplot.

\

Tedy teplota T'(t) v Case t vyhovuje rovnici
dT
o - KT -T
dt < ) Y

kde T je konstantni teplota okoli a £ je konstanta.
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Priklad. Na stole je Cerstvé upecena babovka, kdy se bude moci jist?

'

Reseni. Zakon ochlazovani tika, Ze rychlost, s jakou se t€leso ochlazuje, je primo
umérna rozdilu teplot.

\
Tedy teplota T'(t) v Case t vyhovuje rovnici
dT
— =—k(T-T"
= KT T,
kde T je konstantni teplota okoli a £ je konstanta.
\

Dosadime-li si z(t) = T'(t) — T, dostaneme rovnici dz/dt = kx a obvyklé exponen-
cialni reSeni.

\




Priklad. Na stole je Cerstvé upecCena babovka, kdy se bude moci jist?

\

ReSeni. Zakon ochlazovani fikd, Ze rychlost, s jakou se téleso ochlazuje, je primo
umernd rozdilu teplot.

\

Tedy teplota T'(¢) v ¢ase t vyhovuje rovnici

dT’

— =—k(T -T"
dt ( ) )

kde T™ je konstantni teplota okoli a k je konstanta.
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Priklad. Na stole je Cerstvé upecCena babovka, kdy se bude moci jist?

\

ReSeni. Zakon ochlazovani fikd, Ze rychlost, s jakou se téleso ochlazuje, je primo
umernd rozdilu teplot.

\

Tedy teplota T'(¢) v ¢ase t vyhovuje rovnici

dT’

— =—k(T -T"
dt ( ) )

kde T™ je konstantni teplota okoli a k je konstanta.

LEKCE16-ODE
‘ oby¢.dif.r.
P .. » .. . dif.r. 1.fadu
Dosadime-li si z(t) = T'(t) — T™, dostaneme rovnici dx/dt = kx a obvyklé exponen- | existencel
A1 ] Yadand separace
cialni feSeni. promé&nnych
homogenni r.
; linedrni r.1
dif.r. 2.radu
existence?2
specialni piipady
linearn{ r.2
vlastnosti fesen{
metoda feSen{

Pro vypocet potrebujeme soustavy

n¢jaké udaje, napriklad za i ey
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4 X4 Priklady
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Podobné stanovuji krimina-
listé dobu Cinu . ..
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Konec cvicCeni 1.




Uceni 1 :

Mné€ se ta feSeni naschvil
protinaji. Muzu to tak ne-
chat?




Uceni 1 :

Mné€ se ta feSeni naschvil
protinaji. Muzu to tak ne-
chat?

NE. Je dovolen jenom letmy
dotek:

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\)




Pozor, kiizit se mohou jen
"nereSeni", napriklad na
kraji defini¢niho oboru:
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Konec uceni 1.




DIFFERENCIALNI ROVNICE 2. RADU




DIFFERENCIALNI ROVNICE 2. RADU
'

Podobné jako u rovnic 1. fadu se 1 diferencidlni rovnice 2. fadu uvadéji v implicitnim
tvaru F'(x,y,y’,y") = 0 nebo ve tvaru vyfeseném pro ", tj. " = f(z,y,v").

\
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DIFFERENCIALNI ROVNICE 2. RADU
'

Podobné jako u rovnic 1. fadu se 1 diferencidlni rovnice 2. fadu uvadéji v implicitnim
tvaru F'(x,y,y’,y") = 0 nebo ve tvaru vyfeseném pro ", tj. " = f(z,y,v").

\

Opct je potieba znat vétu o existenci a jednoznacnosti feSeni. V dalsi Casti bude uka-
zano, ze teseni diferencialni rovnice 2. fadu je stejné jako feseni urcité soustavy dvou
diferencialnich rovnic 1. radu, a pro ty se véta o existenci a jednoznacnosti feseni doka-
zuje podobne jako pro jednu diferencidlni rovnici 1. fadu.

\/
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DIFFERENCIALNI ROVNICE 2. RADU
'

Podobné jako u rovnic 1. fadu se 1 diferencidlni rovnice 2. fadu uvadéji v implicitnim
tvaru F'(x,y,y’,y") = 0 nebo ve tvaru vyfeseném pro ", tj. " = f(z,y,v").

\

Opct je potieba znat vétu o existenci a jednoznacnosti feSeni. V dalsi Casti bude uka-
zano, ze teseni diferencialni rovnice 2. fadu je stejné jako feSeni urciteé soustavy dvou
diferencialnich rovnic 1. radu, a pro ty se véta o existenci a jednoznacnosti feseni doka-
zuje podobne jako pro jednu diferencidlni rovnici 1. fadu.

\/

Tedy budeme mit podobné
vysledky jako pro rovnici 1.
radu.
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VETA. Existence a jednoznaé¢nost feSeni 2. Necht' funkce f(z, y, ') je spojitd v okoli
bodu (xg, Yo, y1). Pak existuje v okoli tohoto bodu feseni rovnic

y// — f(.fl',', Y, y/> ) y(CUO) = Yo, y/(ﬂfo) =Y -
Jsou-li navic i %(x, v, Y, g—g,(:zz, y,y') spojité v okoli bodu (xg, Yo, ¥1), pak je toto feseni

jediné.

\




VETA. Existence a jednoznaé¢nost feSeni 2. Necht' funkce f(z, y, ') je spojitd v okoli
bodu (xg, yo, y1). Pak existuje v okoli tohoto bodu feSeni rovnic

y// — f(:C? Y, y,> ) y(CU()> = Yo, y/(ﬂfo) =Y -
Jsou-li navic i g-;(:::, v, Y, %(m, y,y') spojité v okoli bodu (xg, Yo, ¥1), pak je toto feseni

jediné.

\

Pozqr. U ;ovnige 2; ) févdq
musime mit dvé pocateCni
podminky!!!




Opravdu. Z kazdého bodu
kazdym smérem startuje
jedno teSend.
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Opravdu. Z kazdého bodu
kazdym smérem startuje
jedno teSend.

A tak se budou muset ziko-
nit¢€ krizit v kazdém bodé.
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Opravdu. Z kazdého bodu
kazdym smérem startuje
jedno teSend.

A tak se budou muset ziko-
nit¢€ krizit v kazdém bodé.

A nebudou se muset délat ty
obrazky :-)
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Z. dané¢ho bodu danym smérem existuje feseni.




Taky si uvédomime, Ze se
zpravidla jednd o modelo-
vani néjaké realné situace.
Proto kiivky popisujici re-
alné reSeni nemusi byt grafy
funkci.
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Taky si uvédomime, Ze se
zpravidla jednd o modelo-
vani néjaké realné situace.
Proto kiivky popisujici re-
alné reSeni nemusi byt grafy
funkci.

To bylo ostatné 1 u toho tro-
seCnika. Lahev mohla plout
pfimo na sever.
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Taky si uvédomime, Ze se
zpravidla jednd o modelo-
vani néjaké realné situace.
Proto kiivky popisujici re-
alné reSeni nemusi byt grafy
funkci.

To bylo ostatné 1 u toho tro-
seCnika. Lahev mohla plout
pfimo na sever.

Neni problém v tom pripadé
otoCit soustavu souradnic.
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SPECIALNI PRIPADY FUNKCE f




SPECIALNI PRIPADY FUNKCE f

Budeme nejprve zkoumat
jednodussi typy rovnic.
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SPECIALNI PRIPADY FUNKCE f

Budeme nejprve zkoumat
jednodussi typy rovnic.

Protoze ty alespon jdou spo-
Citat.
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Pripad Y = f(x)

\

Dvoji integraci se dostane

yZ/(/f(x)dX)dx—l—Clx—l—Cg.




Pripad Y = f(x)

\

Dvoji integraci se dostane

yZ/(/f(x)dx)dx+Clx+Cg.
\

Ve vysledku jsou dvé volitelné konstanty, které se ur¢i z pocatecnich podminek y(z() =
! v v /7
Yo,y (xg) = y1 pro feSeni.
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Pripad Y = f(x)

\

Dvoji integraci se dostane

yZ/(/f(x)dx)dx+Cla:+Cg.
\

Ve vysledku jsou dvé volitelné konstanty, které se urci z poc¢atecnich podminek y(z() =
Y0, (x9) = y1 pro fesen.

\

Je-li f spojitd na intervalu I, dvoji integraci 1ze provést a pro libovolna ¢isla yg, y; se
daji najit jedina C1, C} tak, ze vysledné feseni y(x) spliiuje pocate¢ni podminky (ovérte).

\
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Pripad Y = f(x)

\

Dvoji integraci se dostane

yZ/(/f(x)dx)dx+Clx+Cg.
\

Ve vysledku jsou dvé volitelné konstanty, které se urci z poc¢atecnich podminek y(z() =
Y0, (x9) = y1 pro fesen.
LEKCE16-ODE

‘ oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
Je-li f spojitd na intervalu I, dvoji integraci Ize provést a pro libovolna Cisla yo, y1 se GRS
daji najit jedina C1, C} tak, ze vysledné feseni y(x) spliiuje pocate¢ni podminky (ovérte). proménnych
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Pripad Y = [ (y)

\
!, 1!

Po vynasobeni rovnice faktorem 2y’ bude leva strana tvaru 2y'y” a tato funkce pro-
ménné x md za primitivni funkci y"* proménné x. Pravd strana je tvaru 2f(y)y’ a tato
funkce proménné x ma za primitivni funkci 2F'(y) proménné x, kde F’ je primitivni k f.
To znamena, ze y* = 2F (y) + C}.

\/

LEKCE16-ODE

obyc.dif.r.

dif.r. 1.radu
existencel
separace

proménnych

homogenn r.
linedrni r.1

dif.r. 2.radu
existence?2
specidlni ptipady
linearni 1.2
vlastnosti feSen{
metoda feSeni

soustavy
linearni soustavy

stabilita
popis stability

Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Pripad Y = [ (y)

\
!, 1!

Po vynasobeni rovnice faktorem 2y’ bude leva strana tvaru 2y'y” a tato funkce pro-
ménné x md za primitivni funkci y"* proménné x. Pravd strana je tvaru 2f(y)y’ a tato
funkce proménné x ma za primitivni funkci 2F'(y) proménné x, kde F’ je primitivni k f.
To znamena, ze y* = 2F (y) + C}.

\/

Tim se dostala diferencidlni rovnice prvniho fadu (v implicitnim tvaru) se separova-
nymi proménnymi. \
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Pripad Y = [ (y)

\
!, 1!

Po vynasobeni rovnice faktorem 2y’ bude leva strana tvaru 2y'y” a tato funkce pro-
ménné x md za primitivni funkci y"* proménné x. Pravd strana je tvaru 2f(y)y’ a tato
funkce proménné x ma za primitivni funkci 2F'(y) proménné x, kde F’ je primitivni k f.
To znamena, ze y* = 2F (y) + C}.

\/

Tim se dostala diferencidlni rovnice prvniho fadu (v implicitnim tvaru) se separova-
nymi proménnymi. \

Uvedeny postup vyzaduje opatrnost. Jednak se nasobilo 2y a tedy se mohla ztratit
konstantni feSeni y = 1, pro f(yy) = 0. Ddle je nutné se omezit jen na takové y a C'y, Ze
2F (y) +Ch > 0.

=)
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pripad Y = f(y')

\

Substituci zavisle proménné z(x) = 3/(x) se prevede rovnice na rovnici 1.1. 2’ = f(z),

jejimz reSenim je
dz
x = =F(z)+C.
[ 757
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pripad Y = f(y')

\

Substituci zavisle proménné z(x) = 3/(x) se prevede rovnice na rovnici 1.1. 2’ = f(z),

jejimz fesenim je
dz
x = =F(z)+C.
[ 757

\

Nyni je nutné za z dosadit zpatky 3’ a vyfesit diferencidlni rovnici 1.fadu x = F(y') +

C, coZz nemusi byt jednoduché.
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pripad Y = f(y')

\

Substituci zavisle proménné z(x) = 3/(x) se prevede rovnice na rovnici 1.1. 2’ = f(z),

jejimz fesenim je
/ dz
Tr = =
f(2)
\

Nyni je nutné za z dosadit zpatky 3’ a vyfesit diferencidlni rovnici 1.fadu x = F(y') +
C, coZz nemusi byt jednoduché.

\

ProtoZe se délilo funkci f, jsou dal$imi feSenimi ptivodni rovnice i linearni funkce
y = ax + b, kde a jsou kofeny rovnice f(t) = 0.

F(z)+C.

-=p
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V pfedchozich pripadech
jsme vlastné sniZovali tad

rovnice vhodnou substituci.
To lze provést i u nésleduji-

cich dvou pripadd.
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Pripad Y" = f(x,y")




Pripad Y = f(x, )
¥

Substituci zavisle proménné z(x) = y'(x) se pfevede rovnice na rovnici 1.F.

2= f(z,2).




Pripad Y = f(x,y')

\

Substituci zavisle proménné z(x) = y'(x) se pfevede rovnice na rovnici 1.F.

2= f(z,2).
\

Jeji feSeni se musi jeSté jednou zintegrovat

y:/z(:lf)dx+02.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.

V obecném feSeni pro z vyjde konstanta C'. difr. 1 Fidu
existence
separace

‘ proménnych
homogenn r.

linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2

specidlni ptipady

linearni r.2

vlastnosti reSeni

metoda feSeni
soustavy

linearni soustavy

stabilita

popis stability
Poznamky
12345678
Ptiklady
12345678

12345678
Cviceni
12345678
Uceni
12345678
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Pripad Y = f(x,y')

\

Substituci zavisle proménné z(x) = y'(x) se pfevede rovnice na rovnici 1.F.
2= f(z,2).
\

Jeji feSeni se musi jeSté jednou zintegrovat
LEKCE16-ODE

Yy = /z(:z:)dx+C’2.
oby¢.dif.r.

V obecném fesSeni pro z vyjde konstanta Cf. difr. 1 Fidu
existence
separace

‘ proménnych
homogenn r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specidlni ptipady
linearni r.2
vlastnosti reSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy

Vzhledem k tomu, Ze tam y stabilita
X - A popis stability

chybélo, to bylo jasné. Posmimky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky

* 123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Pipad Y' = f(y, V')
¥




Pripad " = f(y, y’)
¥

Dosazenim nové funkce p vztahem y’ = p(y) se opét sniZi fad rovnice, protoZe 3" =
p'(y)y' = p'p a tedy dostaneme rovnici

p'p = f(y,p).

LEKCE16-ODE

oby¢.dif.r.

dif.r. 1.fadu
existencel
separace

proménnych

homogenn r.
linearni r.1

dif.r. 2.fadu
existence?2

specidlni pripady

linearni r.2

vlastnosti reSeni

metoda feSeni
soustavy

linedrn{ soustavy

stabilita

popis stability
Poznamky
12345678
Priklady
12345678
Otazky
12345678
Cviceni
12345678
Uceni
12345678

9

9

9

9

9



Pripad Y = f(y,y')

\

Dosazenim nové funkce p vztahem y’ = p(y) se opét sniZi fad rovnice, protoZe 3" =
p'(y)y' = p'p a tedy dostaneme rovnici

p'p = f(y,p).
i

Po vyfeSeni této rovnice se musi vyfesit i rovnice 3’ = p(y).

‘ LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenn r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2

specidlni ptipady

linearni r.2

vlastnosti reSeni

metoda feSeni
soustavy

linearni soustavy

stabilita

popis stability
Poznamky
12345678
Ptiklady
12345678

12345678
Cviceni
12345678
Uceni
12345678

9



Pripad Y = f(y,y')
{

Dosazenim nové funkce p vztahem y’ = p(y) se opét sniZi fad rovnice, protoZe 3" =
p'(y)y' = p'p a tedy dostaneme rovnici

= fy,p).
i

Po vyfeSeni této rovnice se musi vyfesit i rovnice 3’ = p(y).

\/

Nejde vibec o jednoduché
veci. Pozor pii feSeni!!!

LEKCE16-ODE

oby¢.dif.r.

dif.r. 1.fadu
existencel
separace

proménnych

homogenn r.
linearni r.1

dif.r. 2.fadu
existence?2

specidlni ptipady

linearni r.2

vlastnosti reSeni

metoda feSeni
soustavy

linearni soustavy

stabilita

popis stability
Pozndmky
12345678
Ptiklady
12345678
Otéazky
12345678
Cviceni
12345678
Uceni
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LINEARNI O.D.R. 2.RADU




LINEARNI O.D.R. 2.RADU
'

Rovnice Y ,
y' 4+ a(z)y’ + ao(x)y = q(x)
se nazyva linedrni.

\




LINEARNI O.D.R. 2.RADU
'

Rovnice ; /
y' +ai(z)y + ao(@)y = q()
se nazyva linedrni.

\

Stejné jako u linedrnich rovnic 1. fddu je divodem pro tento ndzev skutecnost, Ze leva
strana je linearni vzhledem k proménné y.

\

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenn r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specidlni ptipady
linearni r.2
vlastnosti reSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



LINEARNI O.D.R. 2.RADU
'

Rovnice ; /
y' +ai(z)y + ao(@)y = q()
se nazyva linedrni.

\

Stejné jako u linedrnich rovnic 1. fddu je divodem pro tento ndzev skutecnost, Ze leva
strana je linearni vzhledem k proménné y.

‘ LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existence
3 . v separace
Dusledkem je opét vlast- proménnych

homogenn r.

HOSt, zeje_li q = O’ pak line_ _linedrni r.1
arni kombinace n€kolika re- dif.r. 2.¥adu

e - A = existence2
seni t€to rovnice je zase je- specidlni pifpady
IR VN, linedrni r.2
Jim resenim — overte. vlastmosti fesent
metoda feSen{
soustavy
linearni soustavy
stabilita
* popis stability
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Véta o existenci se na tento pripad aplikuje snadno: Jsou-li funkce ag, ay, q spojité na
intervalu I, prochdzi kaZdym bodem (xy, yo, y1) € I X R X R prdvé jedno reSeni linedrni
diferencidlni rovnice y" +a1(x)y +ao(x)y = q(x) spliiujici rovnosti y(xy) = yo, y' (xg) =
Y1

=)

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existence
separace
proménnych
homogenn r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence2
specidlni ptipady
linearni r.2
vlastnosti reseni
metoda reSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Neni vzdy mozné nalézt
feSeni linedrni diferencialni
rovnice fadu aspon dva. Ale
vzdy lze feSeni nalézt pro
homogenni rovnice s kon-
stantnimi koeficienty ag, a;.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenn r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specidlni ptipady
linearni r.2
vlastnosti reSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Neni vzdy mozné nalézt
feSeni linedrni diferencialni
rovnice fadu aspon dva. Ale
vzdy lze feSeni nalézt pro
homogenni rovnice s kon-
stantnimi koeficienty ag, a;.

Pozor! Tento postup se musi
umeét i o ptlnoci.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Necht’ koeficienty ag, a; v rovnici " + a1y’ + apy = 0 jsou konstantni a A;, Ay jsou
kofeny tzv. charakteristické rovnice A\? 4+ a; A + ag = 0.

\




Necht’ koeficienty ag, a; v rovnici " + a1y’ + apy = 0 jsou konstantni a A;, Ay jsou
kofeny tzv. charakteristické rovnice A + a1\ + ag = 0.

\/

Pak existuji dvé linedarné nezavisla feseni v, y» rovnice vy’ + a1y’ + apy = 0 tvaru
1. eM* e pokud \;, Ao jsou rizné redlné kofenys;
2. xeM? eM? pokud A, Ay jsou stejné kofeny;

3. e*sin(fx), e* cos(fx), pokud Ai, Ao jsou komplexni

koreny tvaru a £ fi.

‘ LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existence |
separace
proménnych
homogenn r.
linedrni r.1
dif.r. 2.radu
existence?2
specidlni ptipady
linearn{ r.2
vlastnosti feseni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Necht’ koeficienty ag, a; v rovnici " + a1y’ + apy = 0 jsou konstantni a A;, Ay jsou
kofeny tzv. charakteristické rovnice A + a1\ + ag = 0.

\/

Pak existuji dvé linedarné nezavisla feseni v, y» rovnice vy’ + a1y’ + apy = 0 tvaru
1. eM* e pokud \;, Ao jsou rizné redlné kofenys;
2. xeM? eM? pokud A, Ay jsou stejné kofeny;

3. e*sin(fx), e* cos(fx), pokud Ai, Ao jsou komplexni

koreny tvaru a £ fi.

‘ LEKCE16-ODE
Obecné feSeni dané rovnice je pak tvaru C1y; + Cays (viz Otdzky). obyeuditr.
existencel
separace
# proménnych
homogenn r.
linedrn{ r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specidlni ptipady
linearn{ r.2
vlastnosti feSen{
metoda feSen{
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Dostali jsme uplné feseni :-)




Dostali jsme uplné feseni :-)

V podstaté se jedna o tri-
vialitu. Hleddme feSeni ve
tvaru e, dosadime do rov-
nice a najdeme mozZnd \. Pfi
tom se objevi ta charakteris-
ticka rovnice.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Dostali jsme uplné feseni :-)

V podstaté se jedna o tri-
vialitu. Hleddme feSeni ve
tvaru e, dosadime do rov-
nice a najdeme mozZnd \. Pfi
tom se objevi ta charakteris-
ticka rovnice.

Takze se zacalo hadanim.
Pak se pocitalo. Nékdy to

byva obracené.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Na nehomogenni rovnici
pujdeme =zase s variaci
konstant:




Na nehomogenni rovnici
pljdeme zase s variaci
konstant:

\

Zname-li dve linearné€ nezavisla feseni y,, y» rovnice bez pravé strany, ziskame rfeseni
rovnice s pravou stranou variaci konstant, tj. feSeni je tvaru Cy(z)y; + Co(x)ys, kde

C1, (5 jsou feSeni soustavy LEKCE6.ODE
= obyc.dif.r.
],yl ?yQ 0 dif'r. 1 Fadu
1y1 + 2y2 =dq existencel
. / o . separace
proménnych
(viz Otdzky pro vysvétleni). pEromenngel
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
# existence?2
specidlni ptipady
linearni r.2
vlastnosti reseni
metoda reSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ve specialnich pripadech
pravé strany lze partikularni
reSeni rovnice uhodnout:

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenn r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specidlni ptipady
linearni r.2
vlastnosti reSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
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123456789
Uceni
123456789



Ve specialnich pripadech
pravé strany lze partikularni
reSeni rovnice uhodnout:

\

Je-li prava strana q(x) tvaru Py(x)e® sin(bz) (nebo cos misto sin), kde Py je polynom
stupné k£, je partikularni feSeni tvaru

" (Qr(x)e™ sin(bx) + Ry (x)e™ cos(bx)), S A

dif.r. 1.fadu
kde )y, R;. jsou polynomy stupné k a Sxstencel
. s v . s A 0 0 z . roménnych
1. r = 0, jestliZe a + bi neni kofenem charakteristické rovnice; homogennt 1.
linearni r.1
2. r =1, jestliZze a + bi je jednoduchym kofenem charakteristické rovnice; it 21ty
existence
3. r = 2, jestliZze a + bi je dvojndsobnym korenem charakteristické rovnice (pak b = 0). ppecidlni pripady
vlastnosti reSeni
metoda feSeni
‘ soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ve specidlnich pfipadech
prave strany Ize partikularni
reSeni rovnice uhodnout:

\

Je-li prava strana q(x) tvaru Py(x)e® sin(bz) (nebo cos misto sin), kde Py je polynom
stupné k£, je partikularni feSeni tvaru

" (Qr(x)e" sin(bx) + Ri(x)e cos(bx)) ,
kde @), R;. jsou polynomy stupné k£ a
1. r = 0, jestliZe a + bi neni kofenem charakteristické rovnice;
2. r =1, jestlize a + bi je jednoduchym kotfenem charakteristické rovnice;
3. r = 2, jestliZze a + bi je dvojndsobnym korenem charakteristické rovnice (pak b = 0).

\/

Dosadi-1i se tento obecny tvar feSeni s zatim nezném}’/mi koeﬁcienty v polynomech
Qk, Rx do puvodni rovnice, daji se tyto koeficienty vypocitat porovnanim koeficientti u
stejnych mocnin.

-

LEKCE16-ODE

obyc.dif.r.

dif.r. 1.radu
existencel
separace

proménnych

homogenn r.
linedrni r.1

dif.r. 2.radu
existence?2
specidlni ptipady
linearni 1.2
vlastnosti feSen{
metoda feSeni

soustavy
linearni soustavy

stabilita
popis stability

Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



S obecnou rovnici druhého
radu si neporadime.




S obecnou rovnici druhého
radu si neporadime.

Nicméné je tu jeden hezky
trik:

Zname-li jedno feseni u(x) linedrni rovnice y” + ay(x)y’ + ap(x)y = 0, substituci
Yy = u - 2 dostaneme rovnici

wz" 4+ 2'(2u' + ayu) = ¢,

u které 1ze dalsi substituci w = 2’ sniZit fad a vyfesit.

LEKCE16-ODE

oby¢.dif.r.

dif.r. 1.fadu
existencel
separace

proménnych

homogenn r.
linearni r.1

dif.r. 2.fadu
existence?2

specidlni ptipady

linearni r.2

vlastnosti reSeni

metoda feSeni
soustavy

linearni soustavy

stabilita

popis stability
Pozndmky
12345678
Ptiklady
12345678
Otéazky
12345678
Cviceni
12345678
Uceni
12345678
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9



Da se ukazat, ze to, co bylo
nyni zjiSténo pro linearni
rovnice s konstantnimi koe-
ficienty, plati 1 pro obecn¢jsi

pripad

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenn r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specidlni ptipady
linearni r.2
vlastnosti reSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
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123456789
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123456789
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Da se ukazat, ze to, co bylo
nyni zjiSténo pro linearni
rovnice s konstantnimi koe-
ficienty, plati 1 pro obecn¢jsi

pripad:

\

VETA. Necht je dana rovnice y” + ai(z)y + ao(z)y = ¢(z), kde funkce ag, ai, ¢ jsou

spojité na intervalu /.
LEKCE16-ODE

Yo A v / . . A4 / A A4 / v - b v.d.f- .
1. Obecné f'eSeni rovnice je souctem obecného feSeni homogenni rovnice y” +aq(x)y + |dife 1.tédn

ag(x)y = 0 a jednoho feSeni nehomogenni rovnice. existencel

separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Da se ukdzat, Ze to, co bylo
nyni zjiSt€no pro linedrni
rovnice s konstantnimi koe-
ficienty, plati 1 pro obecn¢jsi

pripad:

\

VETA. Necht je ddna rovnice 3" + a1 (2)y’ + ao(x)y = q(z), kde funkce ag, a1, ¢ jsou
spojité na intervalu /.

1. Obecné feseni rovnice je souctem obecného feSeni homogenni rovnice vy’ +aq(x)y’ +
ag(x)y = 0 a jednoho feSeni nehomogenni rovnice.

2. Obecné feSeni homogenni rovnice je linedrni kombinaci dvou linearné nezavislych
reseni, tj. tvaru
Ciy1 + Coya

kde y1, 1o jsou linearné nezavisla (pro («, 5) # (0,0) neni ay,(x) + Bya(x) = 0 v
Zzadném (ekv., asponl v jednom) bod¢ 7).

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.faddu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozna
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Da se ukdzat, Ze to, co bylo
nyni zjiSt€no pro linedrni
rovnice s konstantnimi koe-
ficienty, plati 1 pro obecn¢jsi

pripad:

\

VETA. Necht je ddna rovnice 3" + a1 (2)y’ + ao(x)y = q(z), kde funkce ag, a1, ¢ jsou
spojité na intervalu /.

1. Obecné feseni rovnice je souctem obecného feseni homogenni rovnice vy’ +a;(x)y' +
ag(x)y = 0 a jednoho feSeni nehomogenni rovnice.

2. Obecné reSeni homogenni rovnice je linedrni kombinaci dvou linearn€ nezavislych
feseni, tj. tvaru
Cry1 + Coya

kde y1, yo jsou linearné nezavisla (pro («, 5) # (0,0) neni ayy () + Pya(x) =
zadném (ekv., aspon v jednom) bodé 7).

0v

3. Dvé teSeni y, o rovnice bez pravé strany jsou linearn€ nezavisla praveé kdyz tzv.
Wronského determinant
y}(ac) yg(fﬁ)
yi(z) ya(z)
je nenulovy alesponl v jednom bod€ x € I (pak je nenulovy na celém 7).

LEKCE16-ODE
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dif.r. 1.fadu
existencel
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S tim Wronského deter-
minantem se dobfe pocita.

Zkuste si to.




S tim Wronského deter-
minantem se dobre pocita.

Zkuste si to.

Linearni rovnice vySsiho
radu se pocitaji obdobné
jako pro tad 2.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenn r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specidlni ptipady
linearni r.2
vlastnosti reSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
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S tim Wronského deter-
minantem se dobre pocita.

Zkuste si to.

Linearni rovnice vySsiho
radu se pocitaji obdobné
jako pro tad 2.

Coz je podobné radu 1. O.K.

LEKCE16-ODE
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dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
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linearni r.2
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Poznamky 2 :

1. Nelinearni diferencidlni rovnice 2. a vysSich adl jsou obvykle velmi tézké k reseni
a vétsSinou se fesi priblizné.
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Poznamky 2 :

1. Nelinearni diferencidlni rovnice 2. a vysSich adl jsou obvykle velmi tézké k reseni
a vétsSinou se fesi priblizné.

\

K feSeni 1ze pouzit i vyjadreni funkci pomoci nekonecnych fad (napf. mocninnych
nebo Fourierovych). Jeden takovy priklad je uveden v Otdzkdch.

\
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a vétsSinou se fesi priblizné.

\

K feSeni 1ze pouzit i vyjadreni funkci pomoci nekonecnych fad (napf. mocninnych
nebo Fourierovych). Jeden takovy priklad je uveden v Otdzkdch.

\

K feSeni slouzi i jiné metody, jako prevadéni na integrdlni rovnice, feSeni pomoci
integralnich transformaci (napf. Laplaceova, Fourierova), aj.
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Poznamky 2 :

1. Nelineérni diferencidlni rovnice 2. a vys$Sich fadl jsou obvykle velmi téZké k feSeni
a vetSinou se resi priblizné.

\

K teSeni lze pouzit 1 vyjadieni funkci pomoci nekonecnych fad (napf. mocninnych
nebo Fourierovych). Jeden takovy priklad je uveden v Otdzkdch.

\

K feSeni slouzi 1 jiné metody, jako pfevadéni na integrilni rovnice, feSeni pomoci
integralnich transformaci (napr. Laplaceova, Fourierova), aj.
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Poznamky 2 :

1. Nelineérni diferencidlni rovnice 2. a vys$Sich fadl jsou obvykle velmi téZké k feSeni
a vetSinou se resi priblizné.

\

K teSeni lze pouzit 1 vyjadieni funkci pomoci nekonecnych fad (napf. mocninnych
nebo Fourierovych). Jeden takovy priklad je uveden v Otdzkdch.
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integralnich transformaci (napr. Laplaceova, Fourierova), aj.
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Poznamky 2 :

1. Nelineérni diferencidlni rovnice 2. a vys$Sich fadl jsou obvykle velmi téZké k feSeni
a vetSinou se resi priblizné.

\

K teSeni lze pouzit 1 vyjadieni funkci pomoci nekonecnych fad (napf. mocninnych
nebo Fourierovych). Jeden takovy priklad je uveden v Otdzkdch.

\

K feSeni slouzi 1 jiné metody, jako pfevadéni na integrilni rovnice, feSeni pomoci
integralnich transformaci (napr. Laplaceova, Fourierova), aj.
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rovnice pokud bude A feSenim uvedené charakteristické rovnice. Proved’te podrobnosti.

\




rovnice pokud bude ) feSenim uvedené charakteristické rovnice. Proved’te podrobnosti.

\

Neni nad Sesty smysl.
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3. Je-li prava strana linedrni diferencidlni rovnice tvaru g; + go, 1ze vyuzit linearity
levé strany a zjistit partikularni feSeni pro kazdou funkci zvI1ast’.

\




3. Je-li prava strana linedrni diferencidlni rovnice tvaru g; + go, 1ze vyuzit linearity
levé strany a zjistit partikularni feSeni pro kazdou funkci zvI1ast’.

\

Je-li L(y) = g1(x) + go(x) a y;,7 = 1,2, jsou feSeni rovnic L(y) = g;(x), pak y1 + y»
je feSenim ptivodni rovnice.

\




3. Je-li prava strana linearni diferencidlni rovnice tvaru g; + ¢o, lze vyuZit linearity
levé strany a zjistit partikularni feSeni pro kazdou funkci zvIast'.

\

Je-li L(y) = g1(x) + go(x) a y;,7 = 1,2, jsou feSeni rovnic L(y) = g;(x), pak y1 + y»
je reSenim ptivodni rovnice.

\
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Priklady 2 :

1. Vyfteste nésledujici rovnice snizenim fadu vhodnou substituct:

xy”+y'=x2, y”+y=0.




2. Vyfeste rovnici y” — 2y + y = 0 snizenim fadu, zndte-li jedno feSeni y = e”.




3. Vyfteste nasledujici nehomogenni rovnice jak metodou variace konstant tak metodou
neurcitych koeficienti:

' +2 —3y=6, y' —6y+9y=e*, y —y=mxcosze”.




3. Je-1i hmotna Castice upevnéna na péru, které volné visi z né¢jakého bodu a natdhnete-li
péro, zaCne Castice kmitat. Priibéh tohoto kmitani se snadno popiSe diferencidlni rovnici.

10

5_
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Podle Newtonova zdkona je sila rovna soucinu hmotnosti a zrychleni. Zrychleni je
druhd derivace drahy podle ¢asu, hmotnost m je konstantni a sila bude nepfimo umérna
hmotnosti a imérna draze, a bude pusobit proti sméru pohybu. Tim se dostane rovnice

my" = —ky/m, coZ po tpravé dava " + a’y = 0.

\




Podle Newtonova zdkona je sila rovna souCinu hmotnosti a zrychleni. Zrychleni je
druhd derivace drahy podle ¢asu, hmotnost m je konstantni a sila bude nepfimo umérna
hmotnosti a imérnd drdze, a bude plisobit proti sméru pohybu. Tim se dostane rovnice

my" = —ky/m, coZ po tpravé davd " + a’*y = 0.

\

Tato rovnice ma feseni y = C sin(at) + C5 cos(at) — pro pocateéni podminky y(0) =
xo, 4 (0) = 0 se dostane y = x( cos(at) (tzv. volné harmonické kmity).

\
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Podle Newtonova zdkona je sila rovna souCinu hmotnosti a zrychleni. Zrychleni je
druhd derivace drahy podle ¢asu, hmotnost m je konstantni a sila bude nepfimo umérna
hmotnosti a imérnd drdze, a bude plisobit proti sméru pohybu. Tim se dostane rovnice

my" = —ky/m, coZ po tpravé davd " + a’*y = 0.

\

Tato rovnice ma feseni y = C sin(at) + C5 cos(at) — pro pocateéni podminky y(0) =
xo, 4 (0) = 0 se dostane y = x( cos(at) (tzv. volné harmonické kmity).

\

Jestlize se vezme v uvahu 1 tfeni, které je nepfimo imérné hmotnosti a pfimo umérné
rychlosti a plisobi proti sméru pohybu, dostava se rovnice y” + 2by’ + a’y = 0 s feSenim
pfi stejnych po&ate¢nich podminkéch y = zge " cos(v/a? — bt) (tzv. tlumené kmity).

\
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Podle Newtonova zdkona je sila rovna souCinu hmotnosti a zrychleni. Zrychleni je
druhd derivace drahy podle ¢asu, hmotnost m je konstantni a sila bude nepfimo umérna
hmotnosti a imérnd drdze, a bude plisobit proti sméru pohybu. Tim se dostane rovnice

my" = —ky/m, coZ po tpravé davd " + a’*y = 0.

\

Tato rovnice ma feseni y = C sin(at) + C5 cos(at) — pro pocateéni podminky y(0) =
xo, 4 (0) = 0 se dostane y = x( cos(at) (tzv. volné harmonické kmity).

\

Jestlize se vezme v uvahu 1 tfeni, které je nepfimo imérné hmotnosti a pfimo umérné
rychlosti a plisobi proti sméru pohybu, dostava se rovnice y” + 2by’ + a’y = 0 s feSenim
pfi stejnych po&ate¢nich podminkéch y = zge " cos(v/a? — bt) (tzv. tlumené kmity).

\

Je mozné, Ze na hmotny bod pusobi jesté néjaka rusiva periodicka sila csin(wt), kterd
se stdva pravou stranou nehomogenni linedrni rovnice " +2by’ +ay = csin(wt). Zkuste
tuto rovnici vyresit.

Konec priklada 2.
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Otazky 2 :

L.a. Dokazte, Ze v textu uvedena feSeni y1, y» linearni rovnice s konstantnimi koefici-
enty pro koreny A1, Ao charakteristické rovnice jsou opravdu linedarné nezavisla.

\




Otazky 2 :

L.a. Dokazte, Ze v textu uvedena feSeni y1, y» linearni rovnice s konstantnimi koefici-
enty pro koreny A1, Ao charakteristické rovnice jsou opravdu linedarné nezavisla.

\

K tomu miZete pouZzit bud’ definici linedrni nezavislosti nebo tvrzeni 3 (to ma piimy
dikaz — proved’te jej), tj. musi byt nenulovy determinant matice

)
1 Y
aspon v jednom bod¢€ (ekvivalentné, ve vSech bodech).

\




Otazky 2 :

l.a. Dokazte, Ze v textu uvedena reseni y1, y» linearni rovnice s konstantnimi koefici-
enty pro koreny A1, Ao charakteristické rovnice jsou opravdu linedrné nezavisla.

\

K tomu muzete pouzit bud’ definici linedrni nezdvislosti nebo tvrzeni 3 (to ma pfimy
dikaz — proved’te jej), tj. musi byt nenulovy determinant matice

%)
Y1 Yo
aspon v jednom bod¢ (ekvivalentné, ve vSech bodech).

\

Linearni rovnice vedou na
ulohy a tématikou z linedrni

algebry.
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b. UkaZte, Ze pro kazdy bod (g, o, 20) € R? existuji konstanty C}, Cy takové, Ze
reSeni y = Chiy; + Chys (kde y1, o jsou predchozi linedrné nezavisla feseni) spliuje
pocatecni podminky y(zg) = yo, ¥’ (z0) = 20-

\




b. Ukazte, Zze pro kazdy bod (xy, Yo, z) € R? existuji konstanty C}, Cy takové, Ze
reSeni y = Clyl + Csys (kde vy, yo jsou predchozi linedrné nezavisla feSeni) spliuje
pocatecni podminky y(xo) = yo, y'(0) = 2.

\

Uvédomte si, Ze z toho jizZ
vyplyva, ze Ciyi + Chys je
opravdu obecné feSeni dané
rovnice.
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2. Provérte, Ze na rovnice urcujici partikuldrni feSeni nehomogenni linedrni rovnice po-
moci variace konstant se prijde nasledujicim zptisobem.

\




2. Provérte, Ze na rovnice urcujici partikuldrni feSeni nehomogenni linedrni rovnice po-
moci variace konstant se prijde nasledujicim zptisobem.

\

Jako u linearnich rovnic 1.fddu lze oCekdvat, Ze partikularni feSeni bude tvaru y =
C(x)y1+Co(x)ys, kde y1, yo jsou linearné nezavisla feseni prislusné homogenni rovnice.

\




2. Provérte, Ze na rovnice urcujici partikuldrni feSeni nehomogenni linedrni rovnice po-
moci variace konstant se prijde nasledujicim zptisobem.

\

Jako u linearnich rovnic 1.fddu lze oCekdvat, Ze partikularni feSeni bude tvaru y =
C(x)y1+Co(x)ys, kde y1, yo jsou linearné nezavisla feseni prislusné homogenni rovnice.

\

Dosadite-li toto ofekédvané feSeni do dané rovnice y” + ai(z)y’ + ao(z)y = q(2),
dostanete rovnost (berete uz v ivahu, Ze v, 12 jsou reSeni homogenm rovnice)

(Ciyr + Caya)' + (Cryr + Coyy) + ar (Cryr + Coyp) = g(z) .




2. Provéite, Ze na rovnice urcujici partikuldrni feSeni nehomogenni linearni rovnice po-
moci variace konstant se prijde nasledujicim zptisobem.

\

Jako u linearnich rovnic 1.fadu lze oCekdvat, ze partikularni feseni bude tvaru y =
C1(z)y1+Cs(x)ys, kde 1, y2 jsou linedrné nezdvisla feSeni piislu§né homogenni rovnice.

\

Dosadite-li toto ofekédvané feSeni do dané rovnice y” + ai(z)y’ + ao(z)y = q(2),
dostanete rovnost (berete uz v uvahu, Ze y;, y» jsou reSeni homogenm rovnice)

(Clyr + Coya)' + (Cryy + Coys) + a1 (Ciyn + Coya) = q() -

\

Protoze jsou dvé nezndmé a je k dispozici jen jedna rovnost, je mozné si zvolit vhodné
druhou rovnost, napt. Cy; + Chys = 0, takZe pak zbude jako dal$i rovnost jen C|y; +
Chyb = q(x). To jsou rovnosti uvedené v textu.

—p




To byla stéZejni mysSlenka.
Dosazenim do rovnice do-
staneme jednu rovnici pro

dvé neznamé. Volbou druhé
rovnice dostaneme rovnice
pro C] a (5, které jdou vy-
resit.
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To byla stéZejni mysSlenka.
Dosazenim do rovnice do-
staneme jednu rovnici pro

dvé neznamé. Volbou druhé
rovnice dostaneme rovnice
pro C] a (5, které jdou vy-
resit.

K uspéSnému feSeni nam
pomohlo, Ze jsme dostali
rovnici jen s C’-Ckama. C-
cka vypadla diky tomu, Ze
Y1,Y2 jsou teSeni homo-
genni rovnice, C"-Cka jsme
si sami vyhodili zvolenou
rovnici. O.K.
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3. UkaZte, Ze substituce nezdvisle proménné = = e pfevede rovnici y” z’ 4+ py'T +qy =
f(zx) (tzv. Eulerova rovnice) na linearni rovnici §j + ay + by = ¢(t), kde teCky nad y znaci
derivaci podle ¢ na rozdil od ¢arek znacicich derivaci podle z.

\




3. Ukazte, Ze substituce nez4visle prom&nné x = ¢’ pfevede rovnici y"x? + py'x + qy =
f(zx) (tzv. Eulerova rovnice) na linedrni rovnici 4§+ agy+ by = g(t), kde tecky nad y znaci
derivaci podle ¢ na rozdil od Carek znacicich derivaci podle .

\

Ta rovnice vypada,jako by
se nékdo nudil. Nebo Ze by

y™) . 2" byla ndhoda?
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4. Reste diferencidlni rovnici y” + 2%y = 0 pomoci fad.

\




4. Reste diferencidlni rovnici y” + 2%y = 0 pomoci fad.

\

Predpokladejte, Ze feSeni y 1ze v néjakém intervalu vyjadfit mocninnou fadou Y " a,x".
Protoze y' = >_{" na,z" ! a podobn& pro y”, dosazenim do diferencidln{ rovnice a po-
rovnanim koeficientli u stejnych mocnin 2" se ziska rekurentni vzorec pro a,,.

\




4. Reste diferencidlni rovnici y” + 2%y = 0 pomoci fad.

\

Predpokladejte, Ze feSeni y 1ze v néjakém intervalu vyjadfit mocninnou fadou Y " a,x".
Protoze y' = >_{" na,z" ! a podobn& pro y”, dosazenim do diferencidln{ rovnice a po-
rovnanim koeficientli u stejnych mocnin 2" se ziska rekurentni vzorec pro a,,.

\

Najdéte tento rekurentni vzorec a spoctéte prvnich 8 koeficientli (prvni dva budou
volitelné).

\




4. Reste diferencidlni rovnici y” + 2%y = 0 pomoci fad.

\

Predpokladejte, Ze feSeni y 1ze v n&jakém intervalu vyjadfit mocninnou fadou > a,x".
ProtoZe v = " na,xz" ! a podobné& pro y”, dosazenim do diferencidlni rovnice a po-
rovnanim koeficientli u stejnych mocnin 2" se ziska rekurentni vzorec pro a,,.

\

Najdéte tento rekurentni vzorec a spoctéte prvnich 8 koeficientii (prvni dva budou

volitelné).

\

Pouzivame informace o de-
rivovani mocninné fady z
kapitoly 25, je to tak?

Konec otazek 2.
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Cviceni 2 :

Priklad. Spoctéte feSeni rovnice

y' — 4y’ +4y=0.




Cviceni 2 :

Priklad. Spoctéte feSeni rovnice
y' — 4y’ +4y=0.
\

Redeni. Re$ime charakteristickou rovnici
N —4\A+4=0.




Cviceni 2 :

Priklad. Spoctéte feSeni rovnice

y' — 4y’ +4y=0.

Reseni. Re§ime charakteristickou rovnici
MN—4A+4=0.

Dostaneme \; = 2, Ay = 2. Tedy obecné feSeni zadané rovnice je ve tvaru

y(x) = Cre* + Chze™ .




Cviceni 2 :

Priklad. Spoctéte feSeni rovnice

y' — 4y’ +4y=0.

Reseni. Re§ime charakteristickou rovnici
MN—4A+4=0.

Dostaneme \; = 2, Ay = 2. Tedy obecné feSeni zadané rovnice je ve tvaru

y(x) = Cre* + Chze™ .

Nuda.




Priklad. Spoctéte reSeni rovnice

y' 4+ 2y —3y=6.




Priklad. Spoctéte reSeni rovnice
y'+2y —3y=6.
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Redeni. Re$ime charakteristickou rovnici
N+2XA—-3=0.




Priklad. Spoctéte reSeni rovnice

y' 4+ 2y —3y=6.

\
Reseni. Re§fme charakteristickou rovnici
N +20—-3=0.
Dostaneme A\ = —3, A\ = 1. Tedy obecné feSeni homogenni rovnice je ve tvaru

y(:z:) — 016_390 + 02633 .




Priklad. Spoctéte reSeni rovnice

y' 4+ 2y —3y=6.

\
Reseni. Re§ime charakteristickou rovnici
N +20—-3=0.
\
Dostaneme A\ = —3, A\ = 1. Tedy obecné feSeni homogenni rovnice je ve tvaru
y(:z:) — 016_390 + 02633 .
\
Oznacime y;(x) = e, yp(z) = €*.

\




Priklad. Spoctéte reSeni rovnice

y'+2y —3y=6.

V
Reseni. Re§ime charakteristickou rovnici
N 4+2X-3=0.
\
Dostaneme A\ = —3, A\ = 1. Tedy obecné feSeni homogenni rovnice je ve tvaru
y(z) = Cre™ + Cye®
\
Oznadime y;(z) = e, yo(x) = €.
\
Ziejmé jde o linearné nezavisla feseni. To se zjisti pomoci Wronského determinantu
e’ -3z e*
_ — 4
Y1 yz‘ e 3" et ‘ 7 0.




Hledame feseni zadané nehomogenni rovnice ve tvaru y(z) = Cy(x)e 3" + Cy(z)e”.

\




Hledame feseni zadané nehomogenni rovnice ve tvaru y(z) = Cy(x)e 3" + Cy(z)e”.

\

Dosadime toto olekdvané feSeni do dané rovnice y” + 2y' — 3y = 6.

\




Hledame feseni zadané nehomogenni rovnice ve tvaru y(z) = Cy(x)e 3" + Cy(z)e”.

\

Dosadime toto olekdvané feSeni do dané rovnice y” + 2y' — 3y = 6.

\

Za tim ucelem si spocitame

y'(x) = =3C1(x)e " + Coz)e” + Ci(z)e* + Ch(z)e” .




Hledéme feSeni zadané nehomogenni rovnice ve tvaru y(z) = C}(x)e % + Cy(x)e”.

\

Dosadime toto olekdvané feSeni do dané rovnice y” + 2y' — 3y = 6.

\

Za tim ucelem si spocitame
o (x) = —3C,(z)e™>" + Cy(z)e” + Ci(z)e " + Ch(z)e” .
\

Zde pti pocitani druhé derivace dostaneme urcité C' a C/, coz je nemilé. Zachrani nés
moZnost zvolit jednu pomocnou rovnici. Tedy poloZime

Ci(z)e ™ + Ch(z)e” = 0.




Hledéme feSeni zadané nehomogenni rovnice ve tvaru y(z) = C}(x)e % + Cy(x)e”.

\

Dosadime toto olekdvané feSeni do dané rovnice y” + 2y' — 3y = 6.

\

Za tim ucelem si spocitame
o (x) = —3C,(z)e™>" + Cy(z)e” + Ci(z)e " + Ch(z)e” .
\

Zde pti pocitani druhé derivace dostaneme urcité C' a C/, coz je nemilé. Zachrani nés
moZnost zvolit jednu pomocnou rovnici. Tedy poloZime

Ci(z)e ™ + Ch(z)e” = 0.

\

Tim se vyhneme t€ém C7 a CY. S touto pomocnou rovnici spocitime y”(x) lehce

y"(x) = 90 (z)e " + Cy(x)e” + —3C;(z)e " + Ch(z)e” .




Hledéme feSeni zadané nehomogenni rovnice ve tvaru y(z) = C}(x)e % + Cy(x)e”.

\

Dosadime toto olekdvané feSeni do dané rovnice y” + 2y' — 3y = 6.

\

Za tim ucelem si spocitame
o (x) = —3C,(z)e™>" + Cy(z)e” + Ci(z)e " + Ch(z)e” .
\

Zde pti pocitani druhé derivace dostaneme urcité C' a C/, coz je nemilé. Zachrani nés
moZnost zvolit jednu pomocnou rovnici. Tedy poloZime

Ci(z)e ™ + Ch(z)e” = 0.

\

Tim se vyhneme t€ém C7 a CY. S touto pomocnou rovnici spocitime y”(x) lehce

y"(x) = 90 (z)e " + Cy(x)e” + —3C;(z)e " + Ch(z)e” .

\

Dosadime nyni do rovnice pripravené vztahy. Dostaneme po upravé
—3C1e™" 4 Cj(x)e” = 6.




Spolu s pomocnou rovnici budeme tedy feSit soustavu

Ci(z)e™ + Ch(x)e” = 0
—3C1e %" + Ch(z)e” = 6

s neznamymi C a C%.

\




Spolu s pomocnou rovnici budeme tedy feSit soustavu

Ci(z)e™ + Ch(x)e” = 0
—3C1e %" + Ch(z)e” = 6

s neznamymi C a C%.

\
Spocteme
3
Ci(x) = —563“7
3
Co(z) = 5696




Spolu s pomocnou rovnici budeme tedy feSit soustavu

Ci(z)e™ + Ch(x)e” = 0
—3C1e %" + Ch(z)e” = 6

s neznamymi C a C%.

\
Spocteme
3
Ci(x) = —563“7
3
Co(z) = 5696
\
Spocteme primitivni funkce
1
01(55') — —§€3x‘|—K
3
CQ([I]) = ——€x+K2




Pak
y(x) = Ci(z)e ™ + Cy(z)e” = —2 + Kie™* + Kye® .




Pak

y(x) = Ci(z)e % 4+ Cy(z)e® = =2+ Ki1e™" + Kqe® .

Dostali jsme tedy obecné te-
Seni zadané rovnice. Je tam
obsazeno partikularni feSeni
yo(z) = 2 a linearni kombi-
nace dvou linearn¢é nezavis-
Iych feSeni homogenni rov-
nice.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Misto variace konstant jsme mohli vyuZzit specidlniho tvaru pravé strany. Tedy mi-
zeme hledat partikularni feSeni ve tvaru

yo(z) = A
pro vhodnou konstantu A.

\




Misto variace konstant jsme mohli vyuZzit specidlniho tvaru pravé strany. Tedy mi-
zeme hledat partikularni feSeni ve tvaru

yo(z) = A
pro vhodnou konstantu A.

\

Tim lehce spocteme y,(z) = 2.




Kdybychom pocitali modifikovany ptiklad s jinou pravou stranou, miZzeme hledat fe-
Seni ve tvaru

prava strana tvar feSeni
x ax
62:76’ a e2:1:
re*® gax + b)e*
z2e? (ax? + bx + c)e**
e’ axe”’
:1:2e‘” (2a:1: + b)ze”
T

re (az® + bx + c)ze”
z cos(5z)e*  (ax + b) cos(5z)e* + (ax + b) sin(5x)e?




Pokud je vpravo polynom,
ma feSeni také polynom
stejného  nebo  nizsiho
stupné.
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Pokud je vpravo polynom,
ma feSeni také polynom
stejného  nebo  nizsiho
stupné.

Pokud je vpravo exponenci-
ala, ma reSeni také takovou
exponencialu.
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Pokud je vpravo polynom,
ma feSeni také polynom
stejného  nebo  nizsiho
stupné.

Pokud je vpravo exponenci-
ala, ma reSeni také takovou
exponencialu.

Pokud je vpravo sinus nebo

kosinus, ma feSeni obecné
sinus 1 kosinus.
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Pravidla se tvlréim zpiiso-
bem kombinuyi.
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Pravidla se tvlréim zpiiso-
bem kombinuyi.

Tedy dostanem tvar feSeni
jako linearni kombinaci po-
lynomd, exponencidl, sinti a
kosind.
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Pravidla se tvlréim zpiiso-
bem kombinuyi.

Tedy dostanem tvar feSeni
jako linearni kombinaci po-
lynomd, exponencidl, sinti a
kosind.

Diky linedrni nezdvislosti
takovych vyrazii dovedeme
prislusné koeficienty spoci-
tat.
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Podle poctu nezndmych koeficientli musime sestavit prislusny pocet rovnic. To ptlijde
diky tomu, Ze funkce vystupujici v rovnici jsou linearné nezavislé.

\




Podle poctu nezndmych koeficientli musime sestavit prislusny pocet rovnic. To ptlijde
diky tomu, Ze funkce vystupujici v rovnici jsou linearné nezavislé.

\

Tedy naptiklad z rovnice
asinz + bwe” + ccos(3zx)e™* + dx’® = 0

spocitdme diky linedrni nezavislosti zicastnénych funkci vysledek a = b =c = d = 0.

\




Podle poctu nezndmych koeficientli musime sestavit prislusny pocet rovnic. To ptjde
diky tomu, zZe funkce vystupujici v rovnici jsou linedrn€ nezavisleé.

\

Tedy napriklad z rovnice
asinz + bre® + ccos(3zx)e > +dx® =0
spocCitame diky linedrni nezdvislosti zuCastnénych funkci vysledek a = b =c=d = 0.

\

Tedy z jedné rovnice o 4 ne-
znamych spocteme vSechny.
O.K.
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Priklad. Dvé télesa o hmotnosti m1, mo ve vzdalenosti r se pritahuji vzajemné gravi-
taCni silou
mims
2 Y

F,=G

.
kde G = 6,67 - 1071 Nm?2/kg?. ¥




Priklad. Dvé télesa o hmotnosti m1, mo ve vzdalenosti r se pritahuji vzajemné gravi-
taCni silou
mims
2 Y

F,=G

.
kde G = 6,67 - 1071 Nm?2/kg?. ¥

Zkoumejte volny pad télesa pritahovaného gravitacni silou Zemé.

\




Priklad. Dvé télesa o hmotnosti m1, mo ve vzdalenosti r se pritahuji vzajemné gravi-
taCni silou
mims
2 Y

F,=G

.
kde G = 6,67 - 1071 Nm?2/kg?. ¥

Zkoumejte volny pad télesa pritahovaného gravitacni silou Zem¢.

V
Reseni. Budeme zkoumat padajici téleso. Oznaéime x(t) drahu volného padu bez téen{
. ’ A2 Ve , o v / b a 4 v yd 2
a vidime, Ze pouziti gravitaCni sily mg udéli télesu zrychleni a = ‘fng
d’x
mg =F =ma=m— .
! ar

Pouzili jsme druhy pohybovy zékon: sila = hmotnost * zrychleni.

\




Priklad. Dvé télesa o hmotnosti m1, mo ve vzdalenosti r se pritahuji vzajemné gravi-
taCni silou
mims
2 Y

F,=G

.
kde G = 6,67 - 1071 Nm?2/kg?. ¥

Zkoumejte volny pad télesa pritahovaného gravitacni silou Zem¢.

\
Reseni. Budeme zkoumat padajici téleso. Oznaéime x(t) drahu volného padu bez téen{
. . v v, Y10 o P
a vidime, Ze pouZiti gravitacni sily mg ud€li t€lesu zrychleni a = =
d’z
mg=F =ma=m—-.
J a2
Pouzili jsme druhy pohybovy zékon: sila = hmotnost * zrychleni.
\
Tedy dostaneme diferencidlni rovnici
d*x B
a2~ 7




Reseni rovnice jsou funkce
[
iE(t) = §dt + ’Uot + Zg

kde x( a vy udavaji pocateCni polohu a rychlost.

\




Reseni rovnice jsou funkce
[
LE(t) = §dt + ’Uot + Zg

kde x( a vy udavaji pocateCni polohu a rychlost.

Pokud zapocitdme navic silu tfeni, dostaneme diferencidlni rovnici
d*x dx
— =g—Cc—.
dt? dt




Reseni rovnice jsou funkce
[
LIZ(t) = §dt + ’Uot + Zg

kde x( a vy udavaji pocateCni polohu a rychlost.

 /

Pokud zapocitdme navic silu tfeni, dostaneme diferencidlni rovnici
d*x dx
— =qg—Cc— .
a2~ 7

 {

Pro nulové pocatecni podminky funkce dostaneme

dr g L
vt)=— ="(—e ",

coz potvrzuje znamy fakt, ze rychlost pfi volném padu se trenim neroste nade vSechny
meze.

=)




draha

rychlost

bez tfeni bez tfeni

se tfenim
se tfenim ”

bez tfeni




Priklad. Zkoumejte kmitani zadvazi zavéSeného na pruziné.

\




Priklad. Zkoumejte kmitani zadvazi zavéSeného na pruziné.

'

ReSeni. Pruzina v klidovém stavu ma délku [. Po zavéSeni zdvazi o hmotnosti m se
prodlouzi o délku d. Rovnovéha nastane, pokud bude gravitacni sila mg rovna sile pru-

Ziny, kterou je umérna prodlouzeni.




fazowy diagram

107

——
modra - paloha

zelena - rychlost
seda - zrychleni

-10-




Tedy plati rovnovéazny stav kd = mg s vhodnou konstantou k. Pokud zavazi popotéh-
neme jesté o x doli, prodlouzi se na celkovou délku [ + d + z. Nyni na zavazi pusobi

sila
mg — k(d+z) = —kx .




Tedy plati rovnovéazny stav kd = mg s vhodnou konstantou k. Pokud zavazi popotéh-
neme jesté o x doli, prodlouzi se na celkovou délku [ + d + z. Nyni na zavazi pusobi

sila
mg — k(d+z) = —kx .

\

Tato sila uvadi po uvolnéni zdvazi do pohybu se zrychlenim z”, tedy musime vyfesit
rovnici ,
mx” + kx = 0.

\




Tedy plati rovnovéazny stav kd = mg s vhodnou konstantou k. Pokud zavazi popotéh-

neme jesté o x doli, prodlouzi se na celkovou délku [ + d + z. Nyni na zavazi pusobi
sila

mg — k(d+z) = —kx .
\

Tato sila uvadi po uvolnéni zdvazi do pohybu se zrychlenim z”, tedy musime vyfesit
rovnici ,
mx” + kx = 0.

\

Pokud chceme jesté uvazovat tfeni, bude rovnice s Casovou proménnou ¢ vypadat

ma” (t) + ra'(t) + kx(t) =0 .




Jedna se o volné tlumené kmity pruziny. Pokud tuto pruzinu drZime v ruce a zaCneme

VY v /s

maz” (t) +ra'(t) + kz(t) = F(t) .




Jedna se o volné tlumené kmity pruziny. Pokud tuto pruzinu drZime v ruce a zaCneme

VY v /s

maz” (t) +ra'(t) + kz(t) = F(t) .

\

Rovnice
2"(t) + wz(t) = 0

vede na feSeni x(t) = a cos(t) + bsin(f) s vhodnymi konstantami a, b.

\




Jedna se o volné tlumené kmity pruziny. Pokud tuto pruzinu drZime v ruce a zaCneme

VY v /s

maz” (t) +ra'(t) + kz(t) = F(t) .

\

Rovnice
2"(t) + wz(t) = 0

vede na feSeni x(t) = a cos(t) + bsin(f) s vhodnymi konstantami a, b.

\

VeV /s

o'(t) + w’z(t) = F(t).




Jedna se o volné tlumené kmity pruziny. Pokud tuto pruzinu drZime v ruce a zaCneme

VY v /s

maz” (t) +ra'(t) + kz(t) = F(t) .

\

Rovnice
2"(t) + wz(t) = 0

vede na feSeni x(t) = a cos(t) + bsin(f) s vhodnymi konstantami a, b.

\

VeV /s

o'(t) + w’z(t) = F(t).

\

Pokud je vnéjsi sila periodickd, napriklad
F(t) = Acoswyt + B sinwyt
a w # wy, lze najit reseni ve tvaru

x(t) = a coswpt + bcoswyt .




Rovnice

wo




Rovnice
z"(t) + wa(t) —

s pocatecnimi podminkami z(0) = x'(0) = 0 m4 feSeni

. W .
x(t) = coswt — coswpt = 2sin Tt sin

Pokud bude frekvence w
struny na kytare blizko frek-

vence wy ladicky, bude je-
den sinus mit malou frek-
venci wy—w a uslySime zna-
telné pulsy v sile zvuku.
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Rovnice
" (t) + w?z(t) = Aw? coswt

ma feSeni i
x(t) = éAwt sin wt .




Rovnice
() + w?z(t) = Aw? coswt

ma reSeni '
x(t) = iAwt sin wt .

'

Reseni v sobé kumuluje vnéjsi impuls a rozkmita se nade vSechna oCekavani.

x  vychylka
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Postavime-li mobilni tele-
fon na pruznou podlozku a

ta se prohne o 2 milimetry,
pfi jakém vyzvanécim tonu
zaCne mobil tancovat?
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Zpravidla se nelze vyhnout tlumeni zpisobenému tfenim. V rovnici
ma" (t) + rz'(t) + kz(t) =0
muzeme dostat pfi silném tfeni naptiklad feSeni
9 e—2t - e—t

a pruzina neosciluje.

\




Zpravidla se nelze vyhnout tlumeni zpisobenému tfenim. V rovnici
ma" (t) + rz'(t) + kz(t) =0

muzeme dostat pfi silném tfeni naptiklad feSeni

9 e—2t - e—t
a pruzina neosciluje.
Pri slabém tfeni napriklad feSeni
e ' cost

a pruzina se bude uklidiovat do nekonecna kmitanim.

\




Zpravidla se nelze vyhnout tlumeni zpisobenému tfenim. V rovnici
ma" (t) + rz'(t) + kz(t) =0

muzeme dostat pfi silném tfeni naptiklad feSeni

9 e—2t - e—t
a pruzina neosciluje.
Pri slabém tfeni napriklad feSeni
e ' cost

a pruzina se bude uklidiovat do nekonecna kmitanim.

\

Pri treni "tak akorat"(jedna specidlni hodnota) bude napriklad feSenim

e "(1+1).




Konec cviceni 2.




Uceni 2 :

<y//)2

o~




Uceni 2 :

Specialni upravy se NEPO-
VOLUIL
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To "dé€ ypsilon"se nekrati. I
kdyz je libovolné malé, ne-
dovolujte si k nému nic osk-
livého.

Konec uceni 2.
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SOUSTAVY DIFERENCIALNICH ROVNIC




SOUSTAVY DIFERENCIALNICH ROVNIC
'

Podobné jako u jediné diferencidlni rovnice se i soustavy diferencidlnich rovnic daji
uvést bud’ v implicitnim tvaru nebo ve tvaru rozfeSeném pro derivace funkci.

\




SOUSTAVY DIFERENCIALNICH ROVNIC
'

Podobné jako u jediné diferencidlni rovnice se i soustavy diferencidlnich rovnic daji
uvést bud’ v implicitnim tvaru nebo ve tvaru rozfeSeném pro derivace funkci.

\

Soustavy lze obvykle substitucemi prevést na soustavy l.fadu (tj. vyskytuji se v nich
jen derivace 1.fadu — viz Otdzky).

\




SOUSTAVY DIFERENCIALNICH ROVNIC
'

Podobné jako u jediné diferencidlni rovnice se i soustavy diferencidlnich rovnic daji
uvést bud’ v implicitnim tvaru nebo ve tvaru rozfeSeném pro derivace funkci.

\

Soustavy lze obvykle substitucemi prevést na soustavy 1.radu (tj. vyskytuji se v nich
jen derivace 1.faddu — viz Otdzky).

\
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Prikladem soustavy mtize byt soustava zachycujici pocet tto¢nikt z(¢) a poCet obranct
y(t) v Case t nesmyslné valky:

~
—~
~
~
I
|
DO
<
—
[
~




Prikladem soustavy mtize byt soustava zachycujici pocet tto¢nikt z(¢) a poCet obranct
y(t) v Case t nesmyslné valky:

~
S
~
S—
I
|
[\)
<
/N
~
N——

, Cara Zivota

=0 p &= o O

utocnici




Prikladem soustavy miize byt soustava zachycujici pocet ttocniki x(¢) a poCet obranct
y(t) v Case t nesmyslné valky:

, Cara Zivota
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Zase budeme z lokalni infor-
mace pocitat globalni.




Postupy budou vysvétleny na soustavé 1.fadu dvou rovnic o dvou neznamych y, z
proménné .

\




Postupy budou vysvétleny na soustavé 1.fadu dvou rovnic o dvou neznamych y, z
proménné .

\

Obecny tvar takové soustavy vyreSené vzhledem k derivacim je
y/ - fl(xa Y, Z)
/

= f2<$>y7 Z) )
kde fi, f> jsou funkce 3 proménnych.

\




Postupy budou vysvétleny na soustavé 1.fadu dvou rovnic o dvou neznadmych y, 2
proménné .

\

Obecny tvar takové soustavy vyreSené vzhledem k derivacim je

y/ - f1<CE,y,Z)
Z/ - fg(I,Q,Z),

kde f1, f2 jsou funkce 3 proménnych.
¥
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PtisluSna existencni véta pro
uvedenou soustavu vypada
nasledovné:
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Prislusnd existencni véta pro
uvedenou soustavu vypada
nasledovné:

VETA. Existence a jednoznac¢nost feSeni 3. Necht' funkce fi(x,y, 2), fo(z,y,2) a
jejich prvni parcidlni derivace podle y a z jsou spojité v oblasti GG. Pak pro kazdy bod
(x0, Y0, 20) € G existuje jediné feSeni soustavy rovnic
y/ - fl(xn Y, Z)
/

Z = f2(x7y72> )
splnujici poc¢atecni podminky y(xg) = o, 2(zo) = 20.

\




PtisluSna existencni véta pro
uvedenou soustavu vypada
nasledovné:

VETA. Existence a jednoznacnost FeSeni 3. Necht' funkce fi(z,vy, 2), fo(z,y, 2) a
jejich prvni parcidlni derivace podle y a z jsou spojité v oblasti GG. Pak pro kazdy bod
(0, Yo, 20) € G existuje jediné feSeni soustavy rovnic

y = filz,y,2)
/

£ = f2<:r7y72>7

splnujici poc¢atecni podminky y(zq) = o, 2(z¢) = 2o.

\

Dukaz. se skoro nelisi od dikazu existence a jednoznacnosti pro jednu diferencidlni
rovnici 1.fddu. Rozdily jsou jen formalni dané jinou situaci. Proved’te diikkaz sami.

=)
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Kazdou diferencidlni rovnici 2.fadu 4 = f(z,y, ') lze prevést pomoci nové zavisle
proménné z = 7/ na soustavu 1.fadu, ktera ma stejna feSeni pro y:

/

y = 2
2 = f(z,y,2).




Kazdou diferencidlni rovnici 2.fadu iy’ = f(z,y,y’) lze prevést pomoci nové zavisle
proménné z = 1/ na soustavu 1.fadu, kterd ma stejna feSeni pro y:

/

y =z
7 = flz,y,2).

Za urcitych dosti obecnych
predpokladii 1ze i obracené
soustavu, napr. dvou rovnic

1.f4du, prevést na jednu di- bt
ferencidlni rovnici 2.radu. dif.r. 1 Fidu
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LINEARNI SOUSTAVY




LINEARNI SOUSTAVY

Linearni soustava diferencialnich rovnic je tvaru
Y = ay+bz+yg

/

2 = cy+dz+h,

kde a, b, c,d, g, h jsou funkce proménné x definované na intervalu /.

\




LINEARNI SOUSTAVY

Linearni soustava diferencialnich rovnic je tvaru
/
Yy = ay+bz+g
/

2 = cy+dz+h,

kde a, b, c,d, g, h jsou funkce proménné x definované na intervalu /.

\

Tvrzeni o existenci a feSeni pro tento pripad fika:
VETA. Necht’ v uvedené linearni soustavé diferencidlnich rovnic jsou funkce a, b, ¢, d, g,

spojité€ na intervalu I Pak pro kazdé x( € I, yy, 290 € R existuje prave jedno feseni y, 2
soustavy, které je definované na celém [ a pro néjz plati y(zq) = yo, 2(z¢) = 20.

=)




Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty lze vzdy feSit. Podobné je
tomu u linedrni soustavy. Necht jsou tedy funkce a, b, ¢, d konstantni.

\




Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty lze vzdy reSit. Podobné je
tomu u linearni soustavy. Necht’ jsou tedy funkce a, b, ¢, d konstantni.

\

To délame pro jednodu-
chost. Realita se musi pfi-
zpusobit. Zatim.
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DalSim predpokladem je nenulovy determinant soustavy ad — bc (rozvazte, co nastane,
je-li tento determinant nulovy).

\




DalSim predpokladem je nenulovy determinant soustavy ad — bc (rozvazte, co nastane,
je-li tento determinant nulovy).

\

Z posledniho predpokladu plyne, Ze 1ze vypocitat v okoli daného bodu =y € I napt. 2
z prvni rovnice a dosadit do druhé rovnice:

2= —ay—9g)/b,7 = (' —ay')/b atudizy” — 1y (a+d) —y(bc —ad) = bh —dg.

\




DalSim predpokladem je nenulovy determinant soustavy ad — bc (rozvazte, co nastane,
je-li tento determinant nulovy).

\

Z posledniho predpokladu plyne, Ze 1ze vypocitat v okoli daného bodu xy € I napft. 2
z prvni rovnice a dosadit do druhé rovnice:

2= —ay—g)/b,7 = (" —ay’)/b atudizy” —y'(a+d)—y(bc—ad) =bh—dg.
\

Vysledkem je tedy linearni diferencidlni rovnice 2.radu. Jejim vyfeSenim se dostane
feSeni y ptivodni soustavy a dosazenim do z = (¢ — ay — ¢)/b se dostane fesen{ 2.

_—




Pfevod soustav na jednu
rovnici a naopak je uziteCna.
Stac¢i budovat teorii jenom
pro jeden pripad.
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Pfevod soustav na jednu
rovnici a naopak je uziteCna.
Stac¢i budovat teorii jenom
pro jeden pripad.

Tedy staci umét jen jedno.
Jenom co si teda vybrat . ..
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Existuji 1 jiné postupy.




Existuji 1 jiné postupy.

\

Napt. 1ze feSeni (y, z) brat jako vektor Y, koeficienty jako matici A, takZe soustavu
1ze prepsat do tvaru
Y' =AY + G,

kde G je vektor (g, h). Pro podrobnosti, jak ddle postupovat, viz Priklady.
\




Existuji 1 jiné postupy.

\

Napr. 1ze feseni (y, z) brat jako vektor Y, koeficienty jako matici A, takZe soustavu
lze prepsat do tvaru

W= AN == LEKCE16-ODE

1 SR ’4 0 v, obyc.dif.r.
kde G je vektor (g, h). Pro podrobnosti, jak dile postupovat, viz Priklady. diftr 1 Fadu
existencel
separace
‘ proménnych
homogenn r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specialni piipady
o P . . linedrni .2
Maticovy a vektorovy za- vlastnosti fesent

c 0 2. 2 o metoda feSeni
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stane stejna. popis stability
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Poznamky 3 :

V systému dvou diferencidlnich rovnic 2’ = f(t, x,y),y' = g(t, x, y) 1ze chapat t jako
parametr a feSeni x(t), y(t) jako parametrické vyjadieni kiivky.

0 =0
b =1

r

a

n

c

1

atocnici




Poznamky 3 :

V systému dvou diferencidlnich rovnic 2’ = f(¢,z,y),y" = g(¢, z,y) lze chapat ¢ jako
parametr a feSeni x(t), y(t) jako parametrické vyjadieni kiivky.

=0 D o= o O

utocnici

\
Grafickym feSenim jsou tedy kiivky v rovin€, partikularnim feSenim je kiivka procha-
zejici danym bodem. Tento pohled bude podrobnéji probran v dalsi ¢asti této kapitoly.

=)
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LiSky a kralici.
\




LiSky a kralici.
\

Znamym piikladem sestaveni soustavy diferencidlnich rovnic je souZiti liSek a kralikt
na n¢jaké nekonecné louce, kde je neomezené mnozstvi jetele pro kraliky. Necht' x(t)
udava pocet kraliki v Case t a y(t) znaci pocet lisek.

@ stabilni centrum

=N
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ProtoZe kralici maji dost potravy, jejich Casovy prirtistek je pfimo imérny poctu kra-
lika. Ale lisky kréliky poziraji tim vice, ¢im vice je nejen liSek ale i kraliki. Tim se
dostane vztah 2’ = ax — by pro néjaka kladna Cisla a, b.

\




ProtoZe kralici maji dost potravy, jejich Casovy prirtistek je pfimo imérny poctu kra-
lika. Ale lisky kréliky poziraji tim vice, ¢im vice je nejen liSek ale i kraliki. Tim se
dostane vztah 2’ = ax — by pro néjaka kladna Cisla a, b.

\

Podobné je to s priristkem lisek: ¢im vice je lisek, tim je jejich pfirtistek mensi (pro-
toZe maji méné potravy), ale ¢im vice je kralikd, tim je prirtstek liSek vice. Vysledny
vztah je ' = —cy + dxy pro néjaka kladna Cisla c, d.

\




ProtoZe kralici maji dost potravy, jejich Casovy prirtistek je pfimo imérny poctu kra-
likti. Ale lisky kréliky poziraji tim vice, ¢im vice je nejen liSek ale i kralik. Tim se
dostane vztah 2’ = ax — by pro néjaka kladna Cisla a, b.

\

Podobné je to s prirtstkem liSek: ¢im vice je liSek, tim je jejich prirtistek mensi (pro-
toZe maji méné potravy), ale ¢im vice je kralikd, tim je prirtstek liSek vice. Vysledny
vztah je y' = —cy + dxy pro néjaka kladna Cisla ¢, d.

\

Uvedenou soustavu nelze vyfeSit pomoci elementarnich funkci. Nicméné 1ze pocita-
¢em nakreslit grafy funkci x a y. Oba grafy jsou podobné sinusoiddm navzijem vici
sobé posunuté.

pocet

Konec poznamek 3.
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Priklady 3 :

1. VyfeSte homogenni soustavu

y = —(y+=z
z = —2y—95z.




2. Vyreste nehomogenni soustavu

Yy = Z+cCcosx
y = 1-v.




3. Reseni homogenni linedrni soustavy Y/ = AY +G (v maticovém tvaru) s konstantnimi

koeficienty se hledd ve tvaru Y = Be, kde B je vektor (tzv. vlastni vektor piislusny k
vlastnimu ¢islu \).

\




3. Reseni homogenni linedrni soustavy Y/ = AY +G (v maticovém tvaru) s konstantnimi

koeficienty se hledd ve tvaru Y = Be, kde B je vektor (tzv. vlastni vektor piislusny k
vlastnimu ¢islu \).

\

Dosazenim do soustavy se ziskd rovnost AB = AB neboli (A — A\I)B = 0, kde [ je
diagonalni matice s jedniCckami v diagonale.

\




3. Reseni homogenni linearni soustavy Y’ = AY +G (v maticovém tvaru) s konstantnimi

koeficienty se hledd ve tvaru Y = Be’?, kde B je vektor (tzv. vlastni vektor pfislusny k
vlastnimu Cislu \).

\

Dosazenim do soustavy se ziska rovnost AB = AB neboli (A — A\I)B = 0, kde I je
diagonalni matice s jedniCckami v diagonale.

\/

Aby posledni rovnost méla netrividlni feSeni B, musi byt determinant soustavy ro-
ven 0 — dostane se presn€ charakteristickd rovnice linearni diferencialni rovnice 2.raddu
prislusné k dané soustavé.

\
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3. Reseni homogenni linearni soustavy Y’ = AY +G (v maticovém tvaru) s konstantnimi

koeficienty se hledd ve tvaru Y = Be’?, kde B je vektor (tzv. vlastni vektor pfislusny k
vlastnimu Cislu \).

\

Dosazenim do soustavy se ziska rovnost AB = AB neboli (A — A\I)B = 0, kde I je
diagonalni matice s jedniCckami v diagonale.

\/

Aby posledni rovnost méla netrividlni feSeni B, musi byt determinant soustavy ro-
ven 0 — dostane se presn€ charakteristickd rovnice linearni diferencialni rovnice 2.raddu
prislusné k dané soustavé.

\

Necht' A1, Ay jsou kofeny charakteristické rovnice.

\/
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3. Reseni homogenni linearni soustavy Y’ = AY +G (v maticovém tvaru) s konstantnimi

koeficienty se hledd ve tvaru Y = Be’?, kde B je vektor (tzv. vlastni vektor pfislusny k
vlastnimu Cislu \).

\

Dosazenim do soustavy se ziska rovnost AB = AB neboli (A — A\I)B = 0, kde I je
diagonalni matice s jedniCckami v diagonale.

\/

Aby posledni rovnost méla netrividlni feSeni B, musi byt determinant soustavy ro-
ven 0 — dostane se presn€ charakteristickd rovnice linearni diferencialni rovnice 2.raddu
prislusné k dané soustavé.

\

Necht' A1, Ay jsou kofeny charakteristické rovnice.

Pokud \; # \; a By, B, jsou piislusnd feseni rovnic \;B = AB, pak Y = ¢ B;eM* +
coBoe2" je obecné feseni dané soustavy rovnic (c; jsou redlné konstanty).

=)
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Jsou-li kofeny komplexni a =+ 70, 1ze snadno prevést ziskané komplexni feSeni na re-
alné stejnym zplisobem, jako tomu bylo u linedrnich diferencidlnich rovnic. Dostane se
obecné feSeni ve tvaru

Y = e™(Bj(cy cos(bz) + cosin(bx)) + Bay(co cos(bx) — ¢ sin(bx))) , .




Jsou-li kofeny komplexni a =+ 70, 1ze snadno prevést ziskané komplexni feSeni na re-
alné stejnym zplisobem, jako tomu bylo u linedrnich diferencidlnich rovnic. Dostane se
obecné feSeni ve tvaru

Y = e"(Bi(c1 cos(bx) + cosin(bx)) + Ba(co cos(bx) — ¢y sin(bx))) , .

\/

Pokud A\ = X9, dostane se jediny vlastni vektor B a musi se najit dalsi vektory B;, B>
tak, Ze (B; + Box)e” je feSeni soustavy. Pak je obecné feseni tvaru

Y = eAlx(ClB + CQ(Bl + BQZIZ)) .
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Jsou-li kofeny komplexni a =+ 70, 1ze snadno prevést ziskané komplexni feSeni na re-
alné stejnym zplisobem, jako tomu bylo u linedrnich diferencidlnich rovnic. Dostane se
obecné feSeni ve tvaru

Y = e"(Bi(c1 cos(bx) + cosin(bx)) + Ba(co cos(bx) — ¢y sin(bx))) , .

\/

Pokud A\ = X9, dostane se jediny vlastni vektor B a musi se najit dalsi vektory B;, B>
tak, Ze (B; + Box)e” je feSeni soustavy. Pak je obecné feseni tvaru

Y = eAlx(ClB + CQ(Bl + BQZE)) .

Pouzijte tuto metodu na
predchozi priklad 1.

Konec prikladu 3.
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Otazky 3 :

1. Pfeved’te rovnici y" + a1(z)y’ + ap(x)y = ¢(x) na soustavu

Y = ay+bz+yg

/

2 = cy+dz+h.




2. Diferencidlni rovnici F(z,y',y",...,y™) = 0 lze pfevést na soustavu n diferenci-

alnich rovnic 1.fddu substitucemi y; = v, y2 = v/, ..., yn = y" Y. Napiste vyslednou
soustavu rovnic.

=)




3. Uvazte, kdy lze soustavu

y, - f1<x7y> Z)
/

£ = f2<$7y7 Z)

prevést na jednu diferencidlni rovnici 2.fddu. MizZete predpokladat existence prvnich
parcidlnich derivaci funkci fi, fo v okoli bodu, ve kterém feSeni hledate.

Konec otazek 3.




CviCeni 3 :

Priklad. Jak vzpominaji Zraloci na 1. svétovou valku?

\
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Reseni. Sestavime soustavu rovnic popisujici soupefeni dvou populaci rybicek a zra-
lokii.
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Reseni. Sestavime soustavu rovnic popisujici soupefeni dvou populaci rybicek a zra-
lokii.
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Rybicky jsou x a zraloci y. Podobné jako u lisek a kralikt sepiSeme soustavu diferen-
cidlnich rovnic

e ar — bx
b
d—i{ = —cy+dzy .




CviCeni 3 :

Priklad. Jak vzpominaji Zraloci na 1. svétovou valku?

'

Reseni. Sestavime soustavu rovnic popisujici soupefeni dvou populaci rybicek a zra-
lokii.

\

Rybicky jsou x a zraloci y. Podobné jako u lisek a kralikt sepiSeme soustavu diferen-
cidlnich rovnic

e ar — bx
b
d—i{ = —cy+dzy .

\

Staciondrni feseni je (c/d, a/b) je stabilni centrum.




< RO o B

stabilni centrum

zraloci




Kdyz se k soustaveé dravec-kofist pfida vn€jsi vliv, naptiklad rybolov v mori, projevi
se to na pravé strané Cleny —ex, —ey. Tim v podstaté modifikujeme konstanty a a c.
Posune se tim hodnota stabilniho feSeni ve prospéch jedné (¢i?) strany.

\




Kdyz se k soustaveé dravec-kofist pfida vn€jsi vliv, naptiklad rybolov v mori, projevi
se to na pravé strané Cleny —ex, —ey. Tim v podstaté modifikujeme konstanty a a c.
Posune se tim hodnota stabilniho feSeni ve prospéch jedné (¢i?) strany.

\

Nové centrum bude ((c + ¢)/d, (a — £)/b), tedy oproti predchozimu stavu (c/d, a/b)
je v novém rovnovazném stavu vice rybicek a méné Zralokii.

\




Kdyz se k soustavé dravec-kofist prida vné€jsi vliv, napriklad rybolov v mofi, projevi
se to na pravé strané Cleny —ex, —ey. Tim v podstaté modifikujeme konstanty a a c.
Posune se tim hodnota stabilniho feSeni ve prospéch jedné (¢i?) strany.

\

Nové centrum bude ((c + ¢)/d, (a — £)/b), tedy oproti predchozimu stavu (c/d, a/b)
je v novém rovnovazném stavu vice rybicek a méné Zralokii.

\

Rybéfi za 1. svétové valky nemohli ve Stfedozemnim mofi lovit, tak tam vzhostl pocet
zralokt a poklesl stav rybicek.

\




Kdyz se k soustavé dravec-kofist prida vné€jsi vliv, napriklad rybolov v mofi, projevi
se to na pravé strané Cleny —ex, —ey. Tim v podstaté modifikujeme konstanty a a c.
Posune se tim hodnota stabilniho reSeni ve prospéch jedné (Ci?) strany.

4

Nové centrum bude ((¢ + €)/d, (a — €)/b), tedy oproti pfedchozimu stavu (¢/d, a/b)
je v novém rovnovazném stavu vice rybicek a méné zralokd.

\

Rybafi za 1. svétové valky nemohli ve Stredozemnim mofi lovit, tak tam vzhostl pocet
zralokt a poklesl stav rybicek.

\

Jak tedy vzpominaji Zraloci
na 1. svétovou vdlku. Se
smiSenymi pocity. Bylo jich
spousta, ale meli hlad.
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Piiklad. Do boje jdou dvé armady (napiiklad mikroorganismii). Jejich pocty v Case ¢
oznacime xz(t) a y(t). Ubytek jedné armady je pfimo imérny velikosti druhé. Tady plati
vztahy

dx dy

_:_k — =
dt I

s vhodnou konstantou £ (predpokldddme stejné Sikovné armdady). Jak bude probihat boj?

\

—kx




Piiklad. Do boje jdou dvé armady (napiiklad mikroorganismii). Jejich pocty v Case ¢
oznacime xz(t) a y(t). Ubytek jedné armady je pfimo imérny velikosti druhé. Tady plati

vztahy
dx dy
—— —ky, - — Kk
at T
s vhodnou konstantou £ (predpokldddme stejné Sikovné armdady). Jak bude probihat boj?
\
Reseni. Vyndsobime prvni rovnici x a druhou rovnici y a odeCteme:
dzx dy .dx? =)
— —y— =20, dil =0.
Yo Va0 T T




Piiklad. Do boje jdou dvé armady (napiiklad mikroorganismii). Jejich pocty v Case ¢
oznacime xz(t) a y(t). Ubytek jedné armady je pfimo imérny velikosti druhé. Tady plati

vztahy
dx dy
—— —ky, - — Kk
at T
s vhodnou konstantou £ (predpokldddme stejné Sikovné armdady). Jak bude probihat boj?
\
Reseni. Vyndsobime prvni rovnici x a druhou rovnici y a odeCteme:
dzx dy .dx? =)
— —y— =20, dil =0.
Yo Va0 T T
\

Vidime tedy feSeni 2° — y* = ¢ pro vhodnou konstantu c.

\




Piiklad. Do boje jdou dvé armady (napiiklad mikroorganismii). Jejich pocty v Case ¢
ozna¢ime z(t) a y(t). Ubytek jedné armady je piimo imérny velikosti druhé. Tady plat
vztahy

dr I dy
at
s vhodnou konstantou £ (predpokldddme stejné Sikovné armdady). Jak bude probihat boj?

'

Reseni. Vyndsobime prvni rovnici x a druhou rovnici y a odeCteme:

dv  dy . d(2? —1?)
o %—O,cﬂl o

—kx

=0.

\

Vidime tedy feSeni 2° — y* = ¢ pro vhodnou konstantu c.

\

Tedy pokud byly armady veliké x a v, plati na konci valky v Case 7' rovnost
o — 4y = 2(T)* — y(T)* = x(T)?,
tedy zbyde armada x o velikosti

2(T) = /2§ — ¥ -




Pokud silnd armada z bojuje postupné se dvéma armadami z a y, ziistane

AT) = /B -~ o}




Pokud silna armdda z bojuje postupné se dvéma armadami x a y, zlistane

AT) = /A 52— 4}

V roce 1805 v bitveé u Tra-
falgaru admirdl Nelson roz-

delil lod’stvo siln€jSiho pro-
tivnika na dvé poloviny a
bojoval nejprve s jednou a
pak s druhou polovinou. Vy-
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Priklad. Budeme se zabyvat neStovicemi, coZ je vysoce nakazlivd nemoc. Pokud ji
vSak nékdo nepodlehne, ziska natrvalo imunitu proti dalSimu nakazeni.”  /




Priklad. Budeme se zabyvat neStovicemi, coZ je vysoce nakazlivd nemoc. Pokud ji
vSak nékdo nepodlehne, ziska natrvalo imunitu proti dalSimu nakazeni.”  /

Uvazujeme pouze populaci narozenou v Case t = 0 a jeji dal$i vyvoj. OznaCme x(t)
populaci v Case t a y(t) tu ¢ast populace, kterd jesté neméla nemoc.
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vSak nékdo nepodlehne, ziska natrvalo imunitu proti dalSimu nakazeni.”  /

Uvazujeme pouze populaci narozenou v Case t = 0 a jeji dal$i vyvoj. OznaCme x(t)
populaci v Case t a y(t) tu ¢ast populace, kterd jesté neméla nemoc.

Z dlvodu nakazeni se y zmenSuje rychlosti ay, kde a je koeficient nakazeni, celkova

populace z se z diivodu nemoci zmensuje rychlosti aby, kde b je koeficient imrtnosti na
nemoc.

\
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populaci v Case t a y(t) tu ¢ast populace, kterd jesté neméla nemoc.

Z dlvodu nakazeni se y zmenSuje rychlosti ay, kde a je koeficient nakazeni, celkova

populace z se z diivodu nemoci zmensuje rychlosti aby, kde b je koeficient imrtnosti na
nemoc.

Z duvodi nesouvisejicich s nemoci se x i y zmensuji s rychlosti d(t) zavisejici na Case
t (roky).




Priklad. Budeme se zabyvat neStovicemi, coZ je vysoce nakazlivd nemoc. Pokud ji
vSak nékdo nepodlehne, ziska natrvalo imunitu proti dalSimu nakazeni.”  /

Uvazujeme pouze populaci narozenou v Case t = 0 a jeji dal$i vyvoj. OznaCme x(t)
populaci v Case t a y(t) tu ¢ast populace, kterd jesté neméla nemoc.

Z dlvodu nakazeni se y zmenSuje rychlosti ay, kde a je koeficient nakazeni, celkova

populace z se z diivodu nemoci zmensuje rychlosti aby, kde b je koeficient imrtnosti na
nemoc.

\

Z duvodi nesouvisejicich s nemoci se x i y zmensuji s rychlosti d(t) zavisejici na Case
t (roky).

Sestavte soustavu popisujici tuto situaci a vyreste ji.




Reseni. Rovnice popisujic tyto zdvislosti vypadajf

dx dy
pri —aby — d(t)z , = = Ty = d(t)y .




Reseni. Rovnice popisujic tyto zdvislosti vypadajf

dx dy
— = —aby — d(t — = —ay —d(t)y .
o = —aby —d(t)r, — = —ay —d(t)y
\
Prvni rovnici vyndsobime y a druhou x a odeCteme. Pak
d d
yd—f — xd—i = —aby’ + azy .
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dx dy

— = —aby — d(t — = —ay —d(t)y -

o = —aby —d(t)r, — = —ay —d(t)y
\
Prvni rovnici vyndsobime y a druhou x a odeCteme. Pak

d d
yd—f — xd—i = —aby® + azy .

\

Vyndsobime integra¢nim faktorem 1/y* a dostaneme

(e — —ab+a-
dt \y/) y




Reseni. Rovnice popisujic tyto zdvislosti vypadajf

dx dy

— = —aby — d(t — = —ay —d(t)y .

o = —aby —d(t)r, — = —ay —d(t)y
\
Prvni rovnici vyndsobime y a druhou x a odeCteme. Pak

d d
yd—f — xd—?‘i = —aby’ + azy .

\

Vynasobime integratnim faktorem 1/y* a dostaneme

(e — —ab+a-
dt \y/) y

\
Tedy pro pomér z = x/y dostaneme
d
d_i = —ab+az, 2(0) =1

s feSenim z(t) = b+ (1 — b)e™.

\




Reseni. Rovnice popisujic tyto zdvislosti vypadajf

dx dy

— = —aby — d(t — = —ay —d(t)y .

o = —aby —d(t)r, — = —ay —d(t)y
\
Prvni rovnici vyndsobime y a druhou x a odeCteme. Pak

d d
yd—f — xd—?‘i = —aby’ + azy .

\

Vynasobime integratnim faktorem 1/y* a dostaneme

(e — —ab+a-
dt \y/) y

\
Tedy pro pomér z = x/y dostaneme
d
d_i = —ab+az, 2(0) =1

s feSenim z(t) = b+ (1 — b)e™.

\




Cili pro odhad konstant a =
b = 1/8 dostaneme hod-
notu z(20) priblizné rovnu
11. Tedy pouze asi 9% dva-
cetiletych jesté neprodélalo
nemoc.
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Priklad. Pieved’'te jednu linearni rovnici vySsiho fadu na soustavu linearnich rovnic
prvniho fadu. \




Priklad. Pieved’'te jednu linearni rovnici vySsiho fadu na soustavu linearnich rovnic
prvniho fadu. \

Reseni. Soustava

xll - .fl(t)xl)x%'")xn)
xl2 - f2(t7x17x27"'7$n>
x;z - fn(t7 L1, X2y ... ,fL'n)

je Sikovny zapis mnoha problémad.

\




Priklad. Pieved’'te jednu linearni rovnici vySsiho fadu na soustavu linearnich rovnic
prvniho fadu. \

Reseni. Soustava

xll - f1<t,$1,$2,...,3§n)
xl2 - f2(t7x1)x27"'7$n>
x;z - fn(t7 L1, X2y ... 7xn>

je Sikovny zapis mnoha problémad.
\
Na tento zdpis se da prevést problém
7™ = fit,z, ... ,x(”_l))
obsahujici pouze jednu neznamou funkci pomoci pifevodniho vztahu

n—1)

/
xlzx,xgzx,...,xn:az( .




Priklad. Pieved’'te jednu linearni rovnici vySsiho fadu na soustavu linearnich rovnic
prvniho fadu. \

Reseni. Soustava

xll - f1<t,$1,$2,...,3§n)
xl2 - f2(t7x1)x27"'7$n>
x;z - fn(t7 L1, X2y ... 7xn>

je Sikovny zapis mnoha problémad.

\

Na tento zdpis se da prevést problém

7™ = fit,z, ... ,x(”_l))

obsahujici pouze jednu neznamou funkci pomoci pifevodniho vztahu

/ n—1
xlzx,xgzx,...,xn:az( ),
ktery vede k zipisu
T, = T
/







Priklad. Soustavu rovnic

preved’te na jednu rovnici.

\




Priklad. Soustavu rovnic

preved’te na jednu rovnici.

\

Formélnim vypoctem
(D-1r=y & Dy=6z = DD —-1)z=Dy=6z = (D*~D —6)z=0
ziskame rovnou reSeni.

\




Priklad. Soustavu rovnic

preved’te na jednu rovnici.

\

Formalnim vypoctem
(D-1Dz=y & Dy=6z — DD -1axz=Dy=6x — (D*°-—D—6)x=0
ziskame rovnou reSeni.

\
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Priace s maticemi pii fe-
Seni diferencidlnich rovnic
vede na fadu zajimavych po-
stupti. Napfiklad 1ze defino-
vat exponencidla od matice.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priace s maticemi pii fe-
Seni diferencidlnich rovnic
vede na fadu zajimavych po-
stupti. Napfiklad 1ze defino-
vat exponencidla od matice.

\

Soustavu
T = 41121 + 19%9 + fi
Th = ap1x1 + anty + fo
1ze psat maticovym a vektorovym zipisem
X' =AX+F
nebotéZvetvaru T X = F,kde TX = X' — AX.

\
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Priace s maticemi pii fe-
Seni diferencidlnich rovnic
vede na fadu zajimavych po-
stupt. Naptiklad 1ze defino-
vat exponencidla od matice.

\

Soustavu
T = an®1 + apxs + fi
Th = a1 Ty + ap¥s + fr
1ze psat maticovym a vektorovym zipisem
X' =AX +F
nebotéZvetvaru T X = F,kde TX = X' — AX.
\ {

Soustava
X’:AX, X(O):],

kde I je jednotkova matice, ma reSeni
X(t) = e,

kde pouzivame operitorovy pocet A — e (popiipadé definujeme e” pomoci konver-
gentni fady I + A/1! + A?/21 4 ---).
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Priklad. Necht je dvojice pruZzin se zdvazimi z rovnovaznych pozic vychylena tak, ze
horni zavazi o hmotnosti m; je vychyleno o x a dolni zavaZi o hmotnosti ms je vychyleno

o y smérem dolu.




Priklad. Necht je dvojice pruZzin se zdvazimi z rovnovaznych pozic vychylena tak, ze
horni zavazi o hmotnosti m; je vychyleno o x a dolni zavaZi o hmotnosti ms je vychyleno

o y smérem dolu. \ /
Reste soustavu
miz” = ko(y — x) — b1z, moy” = ka(y — )

popisujici chovani systému.

\




Priklad. Necht je dvojice pruZzin se zdvazimi z rovnovaznych pozic vychylena tak, ze
horni zavazi o hmotnosti m; je vychyleno o x a dolni zavaZi o hmotnosti ms je vychyleno

o y smérem dolq.

Reste soustavu
miz” = ko(y — x) — b1z, moy” = ka(y — )
popisujici chovani systému.

'

Reseni. Po dosazeni z prvni do druhé dostaneme pro y rovnici
(D*+ (a+ b+ c)D* 4 ab)y =0

pro vhodné konstanty.

\




Priklad. Necht je dvojice pruZzin se zdvazimi z rovnovaznych pozic vychylena tak, ze
horni zavazi o hmotnosti m; je vychyleno o x a dolni zavaZi o hmotnosti ms je vychyleno

o y smérem dolq.

Reste soustavu
miz” = ko(y — x) — b1z, moy” = ka(y — )
popisujici chovani systému.

'

Reseni. Po dosazeni z prvni do druhé dostaneme pro y rovnici
(D*+ (a+ b+ c)D* 4 ab)y =0
pro vhodné konstanty.

\

Charakteristicka rovnice m4 jednoduché komplexni kofeny, proto je reSeni y 1 x ve
tvaru . .
C1 COS w1t + Co SIN w1t + €3 COS wat + ¢4 81N Wal .

Zde w; a woy jsou prirozené frekvence systému.

\




Priklad. Necht je dvojice pruZzin se zdvazimi z rovnovaznych pozic vychylena tak, ze
horni zavazi o hmotnosti m; je vychyleno o x a dolni zavaZi o hmotnosti ms je vychyleno

o y smérem dolq.

Reste soustavu
miz” = ko(y — x) — b1z, moy” = ka(y — )
popisujici chovani systému.

'

Reseni. Po dosazeni z prvni do druhé dostaneme pro y rovnici
(D*+ (a+ b+ c)D* 4 ab)y =0
pro vhodné konstanty.

\

Charakteristicka rovnice m4 jednoduché komplexni kofeny, proto je reSeni y 1 x ve
tvaru . .
C1 COS w1t + Co SIN w1t + €3 COS wat + ¢4 81N Wal .

Zde w; a woy jsou prirozené frekvence systému.

\




Proto se to chova tak chao-
ticky.




Konec cviceni 3.




Uceni 3 :

J4 se bojim o kralicky. Resit
tu soustavu nebudu.




Konec uceni 3.




STABILITA RESENI




STABILITA RESENI

UvaZujme opét situaci dtocnikl a obranci. Podle pocatecnich podminek bud’ zvitézi
uatocnici, nebo obranci.

\
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STABILITA RESENI

UvaZujme opét situaci utocnikl a obrancii. Podle pocate¢nich podminek bud’ zvitézi

utocnici, nebo obranci.

\
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STABILITA RESENI
7

UvaZzujme opét situaci utocnikl a obrancii. Podle pocatecnich podminek bud’ zvitézi
utocnici, nebo obranci.

\

, Cara Zivota

)
B
= 0B &= c o

utocnici

\

Existuje linie, kterda oddéluje pocatecni podminky zaruCujici preziti jedné skupiny.

=)
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V libovolném okoli bodu na Cafe Zivota jsou pocateCni podminky vhodné pro obé
skupiny.

\




V libovolném okoli bodu na Cafe Zivota jsou pocateCni podminky vhodné pro obé
skupiny.

\

Pokud by vélku pocital pocitac a trochu zaokrouhloval pii vypoctech, tak si nemtizeme
byt jisti, zda Ize véfit vypoctim a na ¢i vitézstvi vsadit.

\




V libovolném okoli bodu na Cafe Zivota jsou pocateCni podminky vhodné pro obé
skupiny.

\

Pokud by vélku pocital pocitac a trochu zaokrouhloval pii vypoctech, tak si nemtizeme
byt jisti, zda Ize véfit vypoctim a na ¢i vitézstvi vsadit.

\

Pokud soustava mé chovéni takové, ze globdlni chovani jejiho reSeni je nezavislé na
pocateCnich podminkich, mame pocit stability.

\




V libovolném okoli bodu na Cafe Zivota jsou pocateCni podminky vhodné pro obé
skupiny.

\

Pokud by vélku pocital pocitac a trochu zaokrouhloval pii vypoctech, tak si nemtizeme
byt jisti, zda Ize véfit vypoctim a na ¢i vitézstvi vsadit.

\

Pokud soustava mé chovéni takové, ze globdlni chovani jejiho reSeni je nezavislé na
pocateCnich podminkich, mame pocit stability.

\

Politicka stabilita je tedy za-
visla na chovani.




Neni vZzdy mozné najit presné fesSeni diferencidlni rovnice pro dané pocateCni pod-
minky a je vhodné védet, zda feSeni, které jen mélo nespliuje pocateCni podminky v
bodé x( se malo lisi od spravného reSeni na celém intervalu.

\




Neni vzdy mozné najit presné feseni diferencialni rovnice pro dané pocatecm pod-
minky a je vhodné védét, zda rfeSeni, které jen malo nespliiuje pocateCni podminky v
bode x( se malo 1isi od spravneho feSeni na celém intervalu.

4

DEFINICE. Reseni 7 rovnice v = f(x,v,/), spliujici pocateéni podminky 7(xg) =
Yo,V (rg) = w1 se nazyva stabilni, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro
kazdé teSeni y Z podminky

[y(z0) — yol < 6, |y'(z0) — 31| <
vyplyva

ly(z) —g(2)| <&, |y (z) -7 (2)] < e prokazdé z > xq. LEKCE16-ODE
Jestlize plati navic Sitr 1 ridu
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m T — separace
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Takto znazornime stabilitu resenti:

S
+e t
a
b
1
-€ 1
1
t
a




Takto znazornime asymptoticky stabilni reSeni:

asymptoticka stabilita




Podobné se definuje stabilita feSeni soustavy diferencidlnich rovnic. Necht’ je dana
soustava

y = filz,y,2)

7 = f2<“L Y, Z) ’

kde f1, fo jsou spojité funkce na intervalu I x J x K, a jsou dany pocatecni podminky
Yy(xo0) = Yo, 2(x0) = 20 proxg € 1,30 € J, 20 € K.

DEFINICE. Reseni 7, Z uvedené soustavy, které spliiuje uvedené pocatecni podminky,
se nazyva stabilni, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro kazdé reSeni y, 2
soustavy plati

|yi>TOG|2&fJ91\ < 0, |z(xg)—20| < 0 = |y(z)—7y(z)| < e, |2(x)—Z(x)| < € pro kazdé z > x .

aviC

resp. lim |y(z) —y(z)| = lim [2(z) —Z(z)] =0,

T— 0

nazyva se reSeni y, z asymptoticky stabilni.
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Neékdy se jeste definuje striktné stabilni feSeni, coz je reSeni, které je souCasné stabilni
a asymptoticky stabilni. Pokud neni feSeni ani stabilni ani asymptoticky stabilni, nazyva
se nestabilni.

\




Neékdy se jeste definuje striktné stabilni feSeni, coz je reSeni, které je souCasné stabilni
a asymptoticky stabilni. Pokud neni feSeni ani stabilni ani asymptoticky stabilni, nazyva
se nestabilni.

\

Nasledujici obrazek znazornuje stability nulového feSeni homogenni linedrni soustavy
dvou rovnic.

stabilni

nestabilni

asymptoticky
stabilni




Existuji dosti obecné podminky urcujici stabilitu reSeni diferencidlnich rovnic.

\




Existuji dosti obecné podminky urcujici stabilitu reSeni diferencidlnich rovnic.
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Pro nazornost bude ukdzin pripad homogenni linearni diferencidlni rovnice 2.radu s
konstantnimi koeficienty a jeho nulového feseni. Nulového feSeni proto, Ze je to tzv.
kriticky nebo singularni bod (viz Pozndmky). V tomto pripadé¢ je asymptoticky stabilni
nulové reseni 1 stabilni.

Je dobré si vSimnout, Ze odeCtenim vhodné linearni funkce (jaké?) se prevede vySet-
rovani stability libovolného feSeni na vySetfovani stability nulového feSeni.
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Existuji dosti obecné podminky urcujici stabilitu reSeni diferencidlnich rovnic.
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Pro nazornost bude ukdzin pripad homogenni linearni diferencidlni rovnice 2.radu s
konstantnimi koeficienty a jeho nulového feseni. Nulového feSeni proto, Ze je to tzv.
kriticky nebo singularni bod (viz Pozndmky). V tomto pripadé¢ je asymptoticky stabilni
nulové reseni 1 stabilni.

Je dobré si vSimnout, Ze odeCtenim vhodné linearni funkce (jaké?) se prevede vySet-
rovani stability libovolného feSeni na vySetfovani stability nulového feSeni.
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VETA. Nulové feseni rovnice 3’ + py’ + qy = 0, (p,q € R), je
1. asymptoticky stabilni pravé kdyzZp > 0 a q > 0;
2. stabilni a neni asymptoticky stabilni pravé kdyzp =0a g > 0;
3. nestabilni praveé kdyZ bud’ p < Onebop > 0a g < 0.

\




Existuji dosti obecné podminky urcujici stabilitu reSeni diferencidlnich rovnic.

\

Pro nazornost bude ukdzin pripad homogenni linearni diferencidlni rovnice 2.radu s
konstantnimi koeficienty a jeho nulového feseni. Nulového feSeni proto, Ze je to tzv.
kriticky nebo singularni bod (viz Pozndmky). V tomto pripadé¢ je asymptoticky stabilni
nulové reseni 1 stabilni.

Je dobré si vSimnout, Ze odeCtenim vhodné linearni funkce (jaké?) se prevede vySet-
rovani stability libovolného feSeni na vySetfovani stability nulového feSeni.

\

VETA. Nulové feseni rovnice 3’ + py’ + qy = 0, (p,q € R), je
1. asymptoticky stabilni pravé kdyzZp > 0 a q > 0;
2. stabilni a neni asymptoticky stabilni pravé kdyzp =0a g > 0;
3. nestabilni praveé kdyZ bud’ p < Onebop > 0a g < 0.

\

Diikaz 1ze provést vyfeSenim rovnice (proved’te).




Nazorné€ 1ze pojem stability ukdzat na reSeni homogenni linearni soustavy diferenci-
alnich rovnic s konstantnimi koeficienty

/

xr = ar+ by

y = cx+dy,
kde feSeni z, y jsou funkce proménné ¢ (napt. chipané jako Cas) a divaji parametrické
vyjadfeni kiivky v roviné. Predpoklada se, Ze determinant soustavy ad — bc je nenulovy.

Soustavy, které neobsahuji explicitné nezavisle proménnou, se nazyvaji autonomni a
maji specifické vlastnosti.

\




Nazorné€ 1ze pojem stability ukdzat na reSeni homogenni linearni soustavy diferenci-
alnich rovnic s konstantnimi koeficienty

xr = ar+ by

y = cx+dy,

kde feSeni z, y jsou funkce proménné ¢ (napt. chipané jako Cas) a divaji parametrické
vyjadfeni kiivky v roviné. Predpoklada se, Ze determinant soustavy ad — bc je nenulovy.
Soustavy, které neobsahuji explicitné nezavisle proménnou, se nazyvaji autonomni a
maji specifické vlastnosti.

\

Bod (0, 0) v roviné je kriticky bod uvedené soustavy a jeho stabilita je dand predchozi
vétou, kde p = —(a + d), ¢ = ad — be.

=)




Pomoci kofenti \{, Ay charakteristické rovnice \* — \(a+d)+ (ad — bc) = 0 1ze rovnéz
charakterizovat stabilitu nulového rfeSeni a 1ze ji jeSté dédle rozd€lit na zajimavé pripady:

\




Pomoci kofenti A, \y charakteristické rovnice A — \(a+d)+ (ad —be) = 0 lze rovnéz
charakterizovat stabilitu nulového rfeSeni a 1ze ji jeSté dédle rozd€lit na zajimavé pripady:

\

1. Jsou-li oba kofeny realné, pak je nulové feSeni bud’ uzel maji-li oba kofeny stejné
znaménko (asymptoticky stabilni pro plus a nestabilni pro minus) nebo sedlo maji-li
opacna znaménka (nestabilni).

2. Jsou-li oba kofeny komplexné sdruzené, pak je nulové feSeni bud’ stred, jsou-li ko-
feny ryze imaginarni nebo ohnisko spiraly bud’ konvergujici k O (je-li redlna Cast
kofenti zdpornd) nebo vzdalujici se od 0 (je-li redlna ¢ast kofend kladnd) — v tomto
poslednim pripadé je O nestabilni.




NESTABILNI STABILNI  ASYMPTOTICKY
STABILNI

. q . Q
spirala spirala 0:/

uzel @B . g&\e /ﬁk




Poznadmky 4 :

Kritické body diferencialnich rovnic se 1épe vysvétluji na soustavach rovnic. Jak uz
bylo naznacCeno v predchozim textu, je 1épe brat funkce z,y jako funkce parametru ¢
(Casu) a predstavovat si tuto dvojici jako parametrické vyjadreni kiivky v roviné.

\




Poznamky 4 :

Kritické body diferencialnich rovnic se 1épe vysvétluji na soustavach rovnic. Jak uz
bylo naznacCeno v predchozim textu, je 1épe brat funkce z,y jako funkce parametru ¢
(Casu) a predstavovat si tuto dvojici jako parametrické vyjadreni kiivky v roviné.

\
Necht je dana tzv. autonomni soustava (funkce na pravych strandch nezavisi na Case)
z = f(z,9)
/
y = g(z,y),

kde f, g jsou spojité funkce v roviné a maji tam spojité parcidlni derivace prvniho fadu.

\




Poznamky 4 :

Kritické body diferencialnich rovnic se 1épe vysvétluji na soustavach rovnic. Jak uz
bylo naznacCeno v predchozim textu, je 1épe brat funkce z,y jako funkce parametru ¢
(Casu) a predstavovat si tuto dvojici jako parametrické vyjadreni kiivky v roviné.

\

Necht je dana tzv. autonomni soustava (funkce na pravych strandch nezavisi na Case)

7 = f(z,y)
y = g(z,y),
kde f, g jsou spojité funkce v roviné a maji tam spojité parcidlni derivace prvniho fadu.

\

Kazdym bodem roviny prochézi feseni této soustavy, které se neméni s "Casem".
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Poznamky 4 :

Kritické body diferencialnich rovnic se 1épe vysvétluji na soustavach rovnic. Jak uz
bylo naznaCeno v predchozim textu, je 1épe brat funkce z,y jako funkce parametru ¢

(Casu) a predstavovat si tuto dvojici jako parametrické vyjadieni kiivky v roviné.

\

Necht je dana tzv. autonomni soustava (funkce na pravych strandch nezavisi na Case)

z' = f(z,y)
/
y = g(z,y),
kde f, g jsou spojité funkce v roviné a maji tam spojité parcidlni derivace prvniho radu.

\

Kazdym bodem roviny prochazi feSeni t€to soustavy, které se neméni s "Casem".

\

Fyzikdln€ si lze tento stav
predstavit jako proudéni
castic v rovingé, pricemz
smér a rychlost proudéni

v daném bodé€ nezavisi na
case.
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Mize se stat, ze graf fe-
Seni je jediny bod (xg, yo)(
tj., pro kazdé t je z(t) =
Zo, y<t> — yO)?
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\

To nastane, jestlize f (g, y0) = g(xo, yo) = 0. Takovému bodu v roving se fika kriticky

Mize se stat, ze graf fe-
Seni je jediny bod (xg, yo)(
tj., pro kazdé t je z(t) =
0, Y(t) = ¥0)?

nebo stacionarni bod dané soustavy (nékdy i singularni bod).

\
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Mize se stat, ze graf fe-
Seni je jediny bod (xg, yo)(
tj., pro kazdé t je z(t) =
Zo, y<t) — yO)?

\

To nastane, jestlize f (g, y0) = g(xo, yo) = 0. Takovému bodu v roving se fika kriticky
nebo stacionarni bod dané soustavy (nékdy i singularni bod).

\

Kritické body jsou pak ty body, kde stoji Castice na misté. Proudéni okolo takovych
bodii je velmi zajimavé a popisuji jej pojmy stability.

Konec poznamek 4.
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Priklady 4 :

1. Popiste stabilitu kritickych bodl soustavy

= 3dz+vy

513/
y = —2x.




Priklady 4 :

1. Popiste stabilitu kritickych bodl soustavy
r = -3z+y

/

y = —2x.
\

2. Popiste stabilitu kritickych bodi soustavy

= —:c—x2—|—xy

x/
y = —y+xzy—1y°.




Priklady 4 :

1. Popiste stabilitu kritickych bodl soustavy

/

W = =2 =k 4y
y = —2x.

\

2. Popiste stabilitu kritickych boda soustavy
¢ = —z—2*+ Ty
/

y = —y+ay—y’.

V obou pripadech nakreslete
prislusnd vektorova pole v
okoli kritick€ého bodu.

Konec prikladu 4.
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Otazky 4 :

1. Ukazte, Ze kritické body diferencidlni rovnice popisujici pohyb hmotného bodu
zavésSeného na péru, jsou krajni body pohybu bodu (tj. kdyZ je péro nejvice stlaCené
nebo nejvice natazené).

\




Otazky 4 :

1. Ukazte, Ze kritické body diferencidlni rovnice popisujici pohyb hmotného bodu
zavésSeného na péru, jsou krajni body pohybu bodu (tj. kdyZ je péro nejvice stlaCené
nebo nejvice natazené).

\

Narysujte vektorove pole feSeni piislusné soustavy rovnic (prvni souradnice je poloha
bodu, druh4 soutadnice je jeho rychlost v tomto bod¢).

Konec otazek 4.




Cviceni 4 :




Priklad. Uvazujme dva staty a jejich armady x a y (poCty vojaki x(t) a y(t) zavisi
na Case t). Pokud oznac¢ime A, B jejich vzdjemnou nediivéru, C', D ceny zbrani a E,F’
spoleCenskou poptavku po zbrojeni, 1ze zkoumat soustavu

d:z;it) = Ay(t)— Cx(t)+ FE
dZ—it) = Bux(t)— Dy(t)+ F .
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Priklad. Pridame-1li samoomezujici ¢len do rovnice dravec-kofist, dostaneme soustavu

Ccll_f = —kx—aaz2+b£€y=$(—k—ax+by)
d
d—i’ = my — coy — dy* = y(m — cx — dy) .




Priklad. Pridame-1li samoomezujici ¢len do rovnice dravec-kofist, dostaneme soustavu

Ccll_j: = —kx—ax2+b$y=x(—k_ax+by)

d
d_i = my — cxy — dy* = y(m — cz — dy) .

\
Zjistéte stabilitu reSend.

\




Priklad. Pridame-1li samoomezujici ¢len do rovnice dravec-kofist, dostaneme soustavu

Ccll_j: = —kx—ax2+b$y=x(—k_ax+by)

d
d_i = my — cxy — dy* = y(m — cz — dy) .

\
Zjistéte stabilitu reSend.
\

Reseni. Reseni je vzdy stabilni. \ /




Priklad. Pridame-1li samoomezujici ¢len do rovnice dravec-kofist, dostaneme soustavu

Ccli_f = —kx—ax2—i—bxy=3?(—k—ax+by)
d
d—i’ — my—cxy—dyzz’!/(m_cz_dy)'

Zjistéte stabilitu reSend.

\

ResSeni. ReSeni je vzdy stabilni. \ /
Rovnovazny stav odpovidd konstantam

_bm—dk: am + ck

= ad — be Y0 = ad + bc




Priklad. Priddme-li samoomezujici Clen do rovnice dravec-kofist, dostaneme soustavu

d
d_f = —kz — az” + bry = z(—k — az + by)
d
d—i — my—cxy—d?f:y(m_cx_dy)‘

Zjistéte stabilitu reSend.

\

Reseni. ReSeni je vzdy stabilni. \
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mize byt nula. To vede k T
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Dravci se radéji musi krotit,
aby si nevyjedli zdroje po-
travy.
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Budeme resit obecné neline-
arni ulohy, naptiklad

dx

E - f<$7y>

dy

~ = g(z,y) .
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\/

Prava strana urCuje, jak se pfi daném stavu z(t) a y(¢) bude ménit funkce x a y.

\

Budeme resit obecné neline-
arni ulohy, naptiklad

dx
dy
~ = g(x,y) .
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\/

Prava strana urCuje, jak se pfi daném stavu z(t) a y(¢) bude ménit funkce x a y.

\

]/3uclle/me resit Opecné neline-
arni ulohy, naptiklad

dx
dy
E;—g@w~

Pokud jednu rovnici vydélime druhou, dostaneme

dx

f(z,y) dy  g(z,y)

dy

nebo

g(x,y) dv  f(z,y)
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]/3uclle/me resit Opecné neline-
arni ulohy, naptiklad

dx
dy
- = g(x,y) .

\/

Prava strana urCuje, jak se pfi daném stavu z(t) a y(¢) bude ménit funkce x a y.

\

Pokud jednu rovnici vydélime druhou, dostaneme

dv _ flx,y) o

dy  g(z,y)

dy _g(z,y)
de  f(z,y)

\

Tedy ve fazové roviné (z, y) maji trajektorie v kazdém bod¢ jasné definovanou smér-
nici, ¢imz se otevird ndzorna moznost, jak se o reSeni hodné dozvédét pomoci trajektorii.
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Priklad. Zkoumejte souperivé populace pomoci soustavy diferencidlnich rovnic. \ /




Priklad. Zkoumejte souperivé populace pomoci soustavy diferencidlnich rovnic. \ /

Reseni. Uvazujeme soustavu rovnic popisujici soupereni dvou populaci z a y

Ccli_f = kz — az® — bry = x(k — az — by) ,
% — my—dyQ—d:vyzy(m—CiB—dy)-




Priklad. Zkoumejte souperivé populace pomoci soustavy diferencidlnich rovnic. \ /

Reseni. UvaZzujeme soustavu rovnic popisujici soupereni dvou populaci x a y

Ccll_gtj = kz — az® — bry = x(k — az — by) ,
% — my—dy2—d:vy=y(m—033—dy)-

{

Clen zy v rovnicich odpovidd vzajemné interakci obou populaci.

\




Priklad. Zkoumejte souperivé populace pomoci soustavy diferencidlnich rovnic. \ /

Reseni. UvaZzujeme soustavu rovnic popisujici soupereni dvou populaci x a y

d

d—f = kx —az® — bxy = x(k — ax — by) ,

d

d_?Z = my — dy* — dxy = y(m — cx — dy) .
M
Clen zy v rovnicich odpovidd vzajemné interakci obou populaci.
\

Vynulovanim jednotlivych Cinitelil zjistime stacionarni body soustavy. \




Priklad. Zkoumejte souperivé populace pomoci soustavy diferencidlnich rovnic. \ /

Reseni. UvaZzujeme soustavu rovnic popisujici soupereni dvou populaci x a y

d

d—f = kx —az® — bxy = x(k — ax — by) ,

d

d—zz = my — dy* — dxy = y(m — cx — dy) .
M
Clen zy v rovnicich odpovidd vzajemné interakci obou populaci.
\

Vynulovanim jednotlivych Cinitelil zjistime stacionarni body soustavy. \
Pro urcité parametry existuje stabilni uzel dovolujici preziti obou populaci, jindy je-

diné stabilni feSeni vede k zaniku jedné populace. Kiivku oddélujici oblasti vedouci k
vyhynuti jedné populace budeme nazyvat separatrix.

=




Nékdy vyhynou jedni, jindy
ti druzi . ..

ad > bc

koexistence

@ stabilni uzel

sedlo

ad < bc

vyhynuti téméf jisté

/'\A separatrix
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Priklad. Prikladem nelinearni soustavy rovnic je soustava popisujici nelinearni oscila-
tor

b _
b,
d_?z = k(l-z)y—=z.




Priklad. Prikladem nelinearni soustavy rovnic je soustava popisujici nelinearni oscila-
tor

b _
b,
d_i = k(l-z)y—=z.

Zkoumejte pomoci pocitace fazovou rovinu.

\




Priklad. Prikladem nelinearni soustavy rovnic je soustava popisujici nelinearni oscila-
tor

b _
b,
d_i = k(l-z)y—=z.

Zkoumejte pomoci pocitace fazovou rovinu.

\

Reseni. Tato soustava ma (nejen diky obrazku) periodické feseni.







Podobny charakter maji procesy v lidském téle.

\




Podobny charakter maji procesy v lidském téle.

\

Tvorba nékterych latek se spousti az pri indikaci jejich nedostatku. Tak v t€le hladiny
t&chto latek periodicky kolisaji. ¥




Podobny charakter maji procesy v lidském téle.

\

Tvorba nékterych latek se spousti az pri indikaci jejich nedostatku. Tak v téle hladiny

téchto latek periodicky kolisaji. \ /

Zasobu drivi na zimu si dé-
late az kdyZ minuld zasoba
dochazi.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.faddu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. U rovnice , /
u 4+ pu +qu =20

muzeme zkoumat fazovou rovinu, ve které budeme sledovat chovani (u(t),v(t)), kde
v(t) = u/(t).

\




Priklad. U rovnice , /
u 4+ pu +qu =20

muzeme zkoumat fazovou rovinu, ve které budeme sledovat chovani (u(t),v(t)), kde
v(t) = u/(t).

\

Ktivky ¢t — (u(t),v(t)) budeme nazyvat trajektorie, graf trajektorie budeme nazyvat
orbita. ¥




Priklad. U rovnice , /
u 4+ pu +qu =20

muzeme zkoumat fazovou rovinu, ve které budeme sledovat chovani (u(t),v(t)), kde
v(t) = u/(t).

\

Ktivky ¢t — (u(t),v(t)) budeme nazyvat trajektorie, graf trajektorie budeme nazyvat
orbita. ¥

Zkoumejte orbity
w+qu=0.




Priklad. U rovnice , /
u 4+ pu +qu =20

muzeme zkoumat fazovou rovinu, ve které budeme sledovat chovani (u(t),v(t)), kde
v(t) = u/(t).

\
Ktivky ¢t — (u(t),v(t)) budeme nazyvat trajektorie, graf trajektorie budeme nazyvat
orbita. ¥
Zkoumejte orbity
w+qu=0.
{

ResSeni. Rovnice popisuje periodické kmitani.

\




Priklad. U rovnice , /
u 4+ pu +qu =20

muzeme zkoumat fazovou rovinu, ve které budeme sledovat chovani (u(t),v(t)), kde
v(t) = u/(t).

\

Ktivky ¢t — (u(t),v(t)) budeme nazyvat trajektorie, graf trajektorie budeme nazyvat
orbita. ¥

Zkoumejte orbity
w+qu=0.
\
ResSeni. Rovnice popisuje periodické kmitani.
\

Rovnici vyfesime a dostaneme kombinaci sind a kosint. \




Priklad. U rovnice , /
u 4+ pu +qu =20

muzeme zkoumat fazovou rovinu, ve které budeme sledovat chovani (u(t),v(t)), kde
v(t) = u/(t).

\

Ktivky ¢t — (u(t),v(t)) budeme nazyvat trajektorie, graf trajektorie budeme nazyvat
orbita. ¥

Zkoumejte orbity
w+qu=0.

'

ResSeni. Rovnice popisuje periodické kmitani.

\

Rovnici vyfesime a dostaneme kombinaci sind a kosint. \

Orbity jsou kruznice.




v rychlost

x vychylka




Priklad. Zkoumejte chovani kyvadla.
\




Priklad. Zkoumejte chovani kyvadla.

\

Reseni. Netlumené kyvadlo popisuji rovnice
dx dy s
— =y, — = —ksinzx.
at 7t




Priklad. Zkoumejte chovani kyvadla.

\
Reseni. Netlumené kyvadlo popisuji rovnice
dx dy s
— =y, — = —ksinzx.
at 7t
\
Odvodime z nich, Ze
dy  ksinz
do y




Priklad. Zkoumejte chovani kyvadla.

\
Reseni. Netlumené kyvadlo popisuji rovnice
dx dy s
— =y, — = —ksinx.
at 7t
\
Odvodime z nich, Ze
dy  ksinz
de y
\
To po separaci proménnych vede na kfivky implicitné€ vyjadiené
1

§y2—|—(k—kcosx) =F.




Priklad. Zkoumejte chovani kyvadla.

\
Reseni. Netlumené kyvadlo popisuji rovnice
dx dy s
— =y, — = —ksinx.
at 7t
\
Odvodime z nich, Ze
dy  ksinz
de y
\
To po separaci proménnych vede na kfivky implicitné€ vyjadiené
1

§y2—|—(k—kcosx) =F.




Zde y odpovida rychlosti a
prvni sCitanec odpovida ki-
netické energii, druhy sci-
tanec potencidlni energii a
soucet celkové energii (kon-
stanta nezavisla na Case).
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Fazova rovina netlumeného
kyvadla:

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existencel
separace
proménnych
homogenni r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence?2
specialni piipady
linearni r.2
vlastnosti feSeni
metoda feSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Tlumené kyvadlo je popsano rovnici obsahujici ¢len —cy odpovidajici treni
dx dy

— =y, — = —ksinz —cy .

dt dt




Tlumené kyvadlo je popsano rovnici obsahujici clen —cy odpovidajici tieni
dx dy

= =Y dt:—ksinx—cy.

Na obrazku vidime nesta-
bilni sedla a stabilni cent-
rum spirdl u tlumeného ky-

vadla. LEKCE16-ODE
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Konec cviceni 4.




Uceni 4 :

Je-li  politicka  situace
asymptoticky stabilni,
mohu misto idedlniho po-

littka zvolit n€koho skoro
1dealniho?
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Uceni 4 :

Je-li  politicka  situace
asymptoticky stabilni,
mohu misto idedlniho po-

littka zvolit n€koho skoro
1dealniho?

Radéji bych obycejnou sta-
bilitu.
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Konec uceni 4.
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