NEKTERA POUZITI INTEGRALU

V této kapitole budou ukazany jednoduché aplikace integralu.
Dilezitéjsi nez vysledné vzorce jsou vSak postupy, které k nim vedou.
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OBSAH NEKTERYCH ROVINNYCH OBRAZCU

Me¢éteni obecnych podmnozin Euklidovskych prostort je obtizné (a v nékterych pfi-
padech nemozné). Touto situaci a presnym matematickym pristupem se zabyva teorie
miry (viz kapitolu 30). Nékteré ne zcela presné Casti té€to kapitoly budou upresnény i v
kapitolach o funkcich vice proménnych.

Zde bude pojednano o mereni jednodussSich a specidlnich mnozin, které vSak jsou
zakladem pro vétSinu piipadi objevujicich se v praxi.

Pro ,,velikost" n€kterych podmnozin R"” se pouZziva rliznych termint, napt. délka pro
intervaly v R, obsah pro geometrické obrazce v R?, objem pro télesa v R?,

Zacina se mérenim podmnozin R.

Mirou intervalu I na pfimce s koncovymi body «, b je jeho délka |b — a| bez ohledu na

to, zda je to interval otevieny, uzavieny nebo polootevieny (tj, hranice tu nehraje Zadnou
roli).

Stejny vzorec lze pouzit i pro bod (degenerovany interval [a, a]), coZ znamena, Ze mira
bodu (presnéji mira jednobodové mnoziny) je 0.

V Pozndmkdch je navod, jak urCit miru nékterych slozitéjSich mnozin redlnych Cisel.

Mnozina se rozfeze rovnobéZznymi fezy na tzké prouzky, které se daji pri jejich velmi
malé Sifce povazovat za obdé€lniky a lze tedy spocitat jejich obsah.
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Sectenim ploch téchto obdélnikl se dostane zhruba obsah obrazce.

Roziezdnim mnoZziny na prouzky a se¢tenim obsahti obdélnika aproximujicich jednot-
livé fezy se dostane zhruba mira mnoziny A.

Pokud se bude Sitka obdélniki zuzovat, bude vysledné ¢islo miru Iépe vyjadiovat. V
limité, tj. pro nekone¢né malou §itku obdélniki, se dostane hledana mira.

f
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Oznaci-li se A(t) mira priniku mnoziny A s kolmici na osu x v bod¢ ¢, pak se mize
0 v Ve Ve v Ve, s, v . .
f o A(x) dx povaZovat za miru mnoziny A, pokud vSe pouZité rozumné existuje.

y

A (@

< t > X

Pro pochopeni staci se omezit na jednoduSsi mnoziny urcené kiivkami, jako napr.
mnoZziny bodi leZici mezi grafy dvou funkci nebo vnitiky uzavienych ktivek.

Navic jen takové, Ze pouzité fezy jsou intervaly a body (mozna nékdy jejich sjedno-
ceni).

la,b],0 <y < f(x)} integral fab f(z)dx, coz je v souladu s diivéjsim popisem Newto-
nova integralu.
~ Obsah mnoZiny bodu leZicich mezi grafy dvou spojitych funkci f, g na intervalu a, b]
e
Y b
P [ If@) - glo)] .

Protoze nebyla uvedena zadn4 definice obsahu rovinného obrazce, 1ze posledni rovnost
chapat jako definici obsahu uvedenych mnozin.
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Pro mnoZinu ur€enou parametricky zadanou k¥ivkou (x = ¢(t), y = () pro t €
(a, b)) se pouzije piedchozi vzorec P = faby dx(= fab f(z)dx) a dostane se

Vzorec

vyjadfuje miru mnoZiny bodt lezicich mezi kfivkou a intervalem na ose z, ktery obsa-
huje prumét kiivky. Absolutni hodnotou odstranime moZzné zdporné znaménko.

Je-1i grafem jednoduchd uzavrend kiivka (pro presnou definici viz kapitolu 22), udava

VZOrec

obsah vnitrku této kiivky.

g@®

1@

a

< t > b

b
P:/wwww&.

P:\Llwdw&|

P:\Llw¢w&|
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(1), w(t)

U polarn¢ zadanych kiivek (r = p(t) pro ¢t € (a, 3)) je proménnou thel a hodnotou

vzdalenost bodu od pocatku. LEKCEIS-IAP
Pfi velmi malé zméné dt thlu ¢ zména r vyplni ,kfivy" trojihelnik s vrcholem v po- &l

catku, uhlem pfi vrcholu rovnym dt a vySkou z pocatku na protilehlou stranu rovnou obsah-param
I. obsah-polar

o . . 7 . . L . objem
Velikost protilehlé strany je, pro velmi maly uhel dt, rovna r dt. objem rotace 1
objem rotace 2
délka
povrch
y , ._;. rrdt povrch rotace
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Obsah vzniklého trojihelnika je tedy roven (1/2) -7 - rdt.
Soucet vSech téchto obsahd, tj. integral

1 [P
P:§/ p*(t)dt, pro0<a< B<2r,

uruje miru mnoziny bodu leZicich mezi kfivkou a pfimkami prochdzejicimi pocatkem

a svirajicimi s kladnou ¢asti osy x thly «, 3, resp.

y

p(?)

Mira mnoZiny A by samozfejmé neméla zaviset od jejtho posunuti nebo otoceni.

Nezavislost predchoziho pristupu na posunuti se ukaze snadno (viz Otdzky).

Pro otocCeni je to slozit€jsi. Specidlnim pripadem otoceni (o 90°) je postup, kdy se
vezme projekce A na osu y a pouZziji se miry B(u) fezli rovnobéZnych s osou z, tj.
priniku A s kolmici na osu y v bod¢ w.
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B (u)

«— = —» <

To znamena, Ze integral

by se m¢l rovnat integralu

Poznamky 1 Priklady 1 Otazky 1
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Cviceni 1




OBJEM NEKTERYCH TELES

Nésledujici popis je opét vhodny pro velmi obecné podmnoZiny R?, ale je 1épe mit na
mysli jen geometricka télesa.

Necht” A je podmnozina prostoru R, jejiz primét na osu x lezi v intervalu (a,b).
Necht pro kazdé t € (a, b) je A(t) mira priniku mnoZiny A s rovinou kolmou na osu x
Aje

v bod¢€ ¢. Pak mira mnoziny
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X tan o

Podobné jako u rovinnych obrazci je i v prostoru nékdy vhodnéjsi pouZit misto osy z
jinou osu. Fubiniova véta opét tvrdi, Ze se pro hezké mnoziny dostane stejny vysledek.
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Je-li A rotacni téleso, je pocCitani objemu jednodussi, protoze je snadné spocitat plochu
ptisluSnych fezi (tj. kruhti).
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Necht’ té€leso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a, b) kolem osy z. Pak jeho

objem je dan vzorcem

A

b b
VZ?T/QQdX:W/fQ(QZ>dX.
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TSR
SOTOTTLTINR
ORI

Je-li graf funkce zaddn parametricky (xr = ¢(t),y = ¥(t), t € (a,b)), dostane se
dosazenim za x, y do vzorce

b b
Vzﬂ/deX:W/fQ(x)dx.
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parametricky tvar

Ma3-li rotacni t€leso ,,diru", tj, vznikne rotaci okolo osy x plochy lezici mezi grafy

funkcf |g| < | f

b
V = ﬂ/wz(t)gol(t) dt .

, odecte se od objemu pro funkci f objem pro funkci g:

b
V=n / () - ¢(@)) dx.
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Uvedenému postupu pro ziskani predeslych vzorcu se fikd metoda diski nebo mezi-
kruzi a je odvozen z postupu pro objem obecnych téles.

Pro rotacni télesa lze zvolit i jiny postup, tzv. metodu valci, kdy téleso chdpeme jako
sjednoceni tenkych valct s osou stejnou jako je rotacni osa télesa.
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{(z,9);0 <y < |f(@)]}
Pozndmky 2 Pfiklady 2 Otazky 2
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DELKA ROVINNYCH KRIVEK

Délka L néjaké krivky (Cary) z bodu A do bodu B se zjisti seCtenim jejich velmi
malych dseka ds, které je moZzné povazovat za tsecky, tj.

B
L:/ds.
A

Usecka ds je pfeponou pravothlého trojihelnika se stranami dx a dy.

B

ds

A§/ dx

Tedy je

ds = \/dx2+ dy? — \/1+ (%)de.

Podle zadani krivky (jako funkce, parametricky, polarn€) se za y nebo x dosadi pri-
slusné funkce a dostane se

1. L = fb V1+ fPr)dx, je-liy = f(z), x € (a,b);

LEKCE15-IAP
délka
obsah
obsah-param
obsah-polar
objem
objem rotace 1
objem rotace 2
délka
povrch
povrch rotace
pohyb

Vv

Vv

Vv

Guldin objem
prace
Poznamky
Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



2. L = f\/go’Q +¢2(t) dt, je-li z = o(t),y = ¥(t),t € (a,b);

3. L= f\/p )+ p2(t) dt, je-lir = p(t),t € (a, B).
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POVRCH ROTACNICH TELES

Podobné jako se odvodil obsah z délky nebo objem z obsahu, da se odvodit povrch
télesa z délky kiivky.
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L(x)=2nf(x)

JestliZe téleso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a, b) kolem osy z, pak je
jeho povrch dan vzorcem

o [ 7@V ) dx,

Je-li graf funkce zadan parametricky (z = ¢(t),y = ¥(¢),
t € (a, b)), pouZije se vzorec

b
2w/rwwwwﬁw+w%w&.

V ptipadé polarné zadané kiivky (r = p(t),t € («, 3)):

B
o / o(t) sin(t)/72(0) + p2(8) d .
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Poznamky 4 Priklady 4 CviCeni 4

Lx)=2nf(x)
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FYZIKALNI APLIKACE

V této kapitole bude uvedeno jen ne€kolik zdkladnich aplikaci v mechanice.
V pozdéjsich kapitolach budou pri riznych prilezitostech uvedeny dalsi aplikace inte-
gralu ve fyzice.
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Jestlize se bod pohybuje po pfimce (napf. po ose x) a znaci-li s(t) souradnici bodu v
Case t, je s'(t) okamzita rychlost v(t) v Case t a v'(t) = s”(t) okamZité zrychleni v Case

Je-li tedy dana zavislost rychlosti na ¢ase funkei v(t), nen{

J

yjeta vzdalenost, ale zména polohy pohybujiciho se bodu.
Ujeta délka cesty od okamziku ¢t = a do okamzZiku ¢ = b se spocCte integralem

POHYB

b
v(t) dt

s(b) — s(a)

/ab\v(t)\ t
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- OVOrTO<x
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TEZISTE

VWV v

VWV v

nodimenziondlnich objektl (tj. drati) a postupné zvySovat dimenzi.
Vzhledem k pozdé€jSimu snadnéjSimu pfistupu pomoci integralu funkci vice promén-
nych a plo$nych integralii bude zvySovani dimenze ukonceno u rovinnych desek.
Nejjednodussi je pripad, kdy drat je rovny — pak ho lze umistit na kladnou osu z s

jednim koncem do pocatku a druhym do bodu d, kde d je délka dratu. Hustota A je
funkce definovana na intervalu [0, d].

TEziste zfejme bude leZet na ose z, feknéme v bod¢e 7'. Podle uvodniho vysvétleni musi

Y Vv v

pocatku).
Moment dratu se spocita podobné jako hmotnost ,,seCtenim" momentt vSech boda a

VWV v

_ fodxh(x) dx
Jih(z)dx

Necht’ je nyni drat zahnuty, napf. je grafem funkce y = f(z) na intervalu (a,b). V
bodé€ (z, f(x)) ma drat hustotu h(x).
Hmotnost M dratu se opét spocte ,,sectenim" hmotnosti jednotlivych dilki ds a je tedy

rovna [h(z)ds = [‘h(z)\/T + [2(x) dx.

Necht’ ma tézisté souradnice (7, 7},) a ma hmotnost M. Jeho momenty vzhledem k
osam x, y budou momenty dratu vzhledem k témto osdm.
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Moment M:,; dratu vzhledem k ose x je souc¢et momentd jednotlivych dilk, tj. fabyh(a:) ds

v/ 1+ f2(x)dx.
Moment M, vzhledem k ose y je roven f rh(xz)\/1+ f2(x)dx.
Porovndnim momentd M, a M, se dostanou vzorce

th WIH@jdx [ (2)h(z)\/1+ f2(x) dx
h(z)\/1+ f2(z)dx ! fabh(x)\/l + f?(x) dx

Necht’ je nyni i = 1; pak je hmotnost dratu rovna jeho délce L.
Vynasobite-li vzorec pro 7, jmenovatelem a dale Cislem 27, dostanete

2T, L =5,

kde S je povrch rotacniho télesa vzniklého rotaci dratu okolo osy .

Uvedena rovnost rika, Ze tento povrch je rovny plose valcové plochy o poloméru 7, a
vysce L.

Tomuto vzorci se nékdy tikd Guldinovo pravidlo pro rotacni plochy:
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Tenkou rovnou desku (napf. plech) je mozné pokladat za mnoZzinu v roviné, na kterém
je definovana funkce h(x,y) udavajici hustotu v bodé (x, y).

Pti vypoctu t€zisté desky lze postupovat stejné jako u vypoctu t€zisté dratu.

Zatim vSak neni definovan integral pfes mnoZiny v rovin€ a tak je nutné postup roz-
delit. Vypocet hmotnosti je podobny vypoctu plochy. Udélaji se fezy desky kolmé napt.
na osu z a zjisti se jejich hmotnosti a ty se pak ,,seCtou".

LEKCE15-IAP

Je-li deska napf. mnoZinou bodi leZicich mezi grafy dvou funkei ({(x, y); © € (a,b), g(a )i

y < f(x)}) a hustota je dana funkci h(x y) pak hmotnost M je rovna

M = / / x,y)dy)dx.

Stejnym zplisobem se ur¢i momenty desky vzhledem k osdm z, y: uréi se moment
vzhledem k ose x fezu desky kolmého na osu = a tyto momenty se ,,seCtou".

Dostane se
b f(z)
a ~Jg(x)

a podobné se vypocte M,

obsah-param
obsah-polar
objem
objem rotace 1
objem rotace 2
délka
povrch
povrch rotace

vvvvv

M

M

Guldin objem
prace
Poznamky
12345678
Ptiklady
12345678
Otéazky
12345678
Cviceni
12345678
Uceni
12345678



Pro tézisté se tedy ziskaji vzorce
f(ff> xydy)dx - f(ff) a:ydy)d
f<ff§3 xydy)dx T f(ffi xydy)d

Necht’ je nyni i = 1; pak je hmotnost desky rovna jeho obsahu P.
Podobné€ jako u drétu se upravou vzorce pro 7; dostava

b

T, P = 2 /(f?(@ _ P2))/2dx = V
kde V' je objem rotaCniho t€lesa vzniklého rotaci plechu okolo osy x. LEKCEISIAP
Podobné jako u plochy rotacniho t€lesa je tedy i objem pocitan jako by byla zdkladni 92
plocha, ktera rotuje, soustfedéna do t€zisté a to obihalo kolem osy . obsal-pararn
Tomuto vzorci se nékdy fika Guldinovo pravidlo pro rotani objemy: el

objem rotace 1
objem rotace 2

VETA. Objem rotac¢niho télesa vytvoreného rotaci rovinné mnoziny A kolem piimky [£=s

povrch

D, neplotinajici mnoiinu 4 je rovna ncisobku Ob%dhu mnoiiny A a délky kruznice o |povichrotace
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SILA, PRACE
Klasicky vzorec W = F'd vypocitava praci W vykonanou plisobenim sily /' po draze
délky d (sila plisobi ve sméru drahy).

Necht’ ve sméru osy x pusobi sila velikosti F'(x) v bodé x. Jeji prace na tseku dx je
rovna f(x)dx (na tak malém useku lze povazovat silu za konstantni).

W—L%@m.

Je-li deska ponofena kolmo do kapaliny, pisobi na maly dilek dx desky hydrostaticka
sila hx dx (z jedné strany desky), kde h je hustota kapaliny a z je vzdélenost dilku od
hladiny kapaliny.

hloubka
sila

Je-1i [(x) délka mnoZiny bodl desky, které jsou vSechny vzdalené x od hladiny, je
hydrostaticka sila pisobici na tuto mnozinu rovna hzl(x) dx a celkova hydrostaticka sila

pusobici na jednu stranu desky je tedy fabhxl (x) dx, kde a, b jsou nejmensi, resp. nejvetsi,

LEKCE15-IAP
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vzdalenosti bodt desky od hladiny. Méni-li se hustota kapaliny s hloubkou, misto A se
pise h(z).

Priklady 5 Cviceni 5
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