NEKTERA POUZITI INTEGRALU
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NEKTERA POUZITI INTEGRALU
'

V této kapitole budou ukazany jednoduché aplikace integralu.
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NEKTERA POUZITI INTEGRALU
'

V této kapitole budou ukazany jednoduché aplikace integralu.

\

Dilezitéjsi nez vysledné vzorce jsou vSak postupy, které k nim vedou.
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NEKTERA POUZITI INTEGRALU

V této kapitole budou ukazany jednoduché aplikace integralu.

\

Dilezitéjsi nez vysledné vzorce jsou vSak postupy, které k nim vedou.

\

Zikladem tu je predstava
integrdlu pomoci Rieman-
nova pristupu. Pro vypocet
vyslednych vzorci se pak
pouzivd Newtonlv pfistup.
Vzijemné se tu tak snoubi
oba pristupy.
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GEOMETRICKE APLIKACE




GEOMETRICKE APLIKACE

Geometrické aplikace se
soustfedi na obsahy geome-
trickych obrazcli v roviné,
na objemy téles a na délky
kiivek v roviné.

LEKCE15-IAP
délka
obsah
obsah-param
obsah-polar
objem
objem rotace 1
objem rotace 2

délka
povrch
povrch rotace
pohyb
teziste
t€zisté dratu
Guldin plocha
téziste desky
Guldin objem
prace
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni

123456789



GEOMETRICKE APLIKACE

Geometrické aplikace se
soustfedi na obsahy geome-
trickych obrazcli v roviné,
na objemy téles a na délky
kiivek v roviné.
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OBSAH NEKTERYCH ROVINNYCH OBRAZCU
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OBSAH NEKTERYCH ROVINNYCH OBRAZCU
!

Meéreni obecnych podmnozin Euklidovskych prostort je obtizné (a v nékterych pfi-
padech nemozné). Touto situaci a presnym matematickym pristupem se zabyva teorie
miry (viz kapitolu 30). Nekteré ne zcela presné Casti této kapitoly budou upresnény 1 v
kapitolach o funkcich vice promeénnych.
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OBSAH NEKTERYCH ROVINNYCH OBRAZCU
!

Meéreni obecnych podmnozin Euklidovskych prostort je obtizné (a v nékterych pfi-
padech nemozné). Touto situaci a presnym matematickym pristupem se zabyva teorie
miry (viz kapitolu 30). Nekteré ne zcela presné Casti této kapitoly budou upresnény 1 v
kapitolach o funkcich vice promeénnych.

\/

Zde bude pojednano o meérfeni jednodussSich a specidlnich mnozin, které vSak jsou
zakladem pro vétSinu piipadi objevujicich se v praxi.

\/
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OBSAH NEKTERYCH ROVINNYCH OBRAZCU
!

Meéreni obecnych podmnozin Euklidovskych prostort je obtizné (a v nékterych pfi-
padech nemozné). Touto situaci a presnym matematickym pristupem se zabyva teorie
miry (viz kapitolu 30). Nekteré ne zcela presné Casti této kapitoly budou upresnény 1 v
kapitolach o funkcich vice promeénnych.

\/

Zde bude pojednano o meérfeni jednodussSich a specidlnich mnozin, které vSak jsou
zakladem pro vétSinu piipadi objevujicich se v praxi.

\/

Pro ,,velikost" n€kterych podmnozin R” se pouZziva rtiznych termint, napt. délka pro
intervaly v R, obsah pro geometrické obrazce v R?, objem pro t&lesa v R?,
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OBSAH NEKTERYCH ROVINNYCH OBRAZCU
!

Meéreni obecnych podmnozin Euklidovskych prostort je obtizné (a v nékterych pfi-
padech nemozné). Touto situaci a presnym matematickym pristupem se zabyva teorie
miry (viz kapitolu 30). Nékteré ne zcela presné Casti té€to kapitoly budou upresnény i v
kapitolach o funkcich vice proménnych.

\/

Zde bude pojednano o meérfeni jednodussSich a specidlnich mnozin, které vSak jsou
zakladem pro vétSinu piipadi objevujicich se v praxi.

\/

Pro ,,velikost" n€kterych podmnozin R” se pouZziva rtiznych termint, napt. délka pro
intervaly v R, obsah pro geometrické obrazce v R?, objem pro t&lesa v R?,

\

P11 nerozliSovani dimenze a
druhu mnozin je 1épe pouzi-
vat termin mira.
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Zacina se mérenim podmnozin R.

\




Zacina se mérenim podmnozin R.

\

Mirou intervalu [ na prlmce S koncovyrm body a, b je jeho délka |b — a| bez ohledu na
to, zda je to interval otevieny, uzavieny nebo polootevreny (tj, hranice tu nehraje zadnou
roh).
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Zacina se mérenim podmnozin R.

\

Mirou intervalu [ na prlmce S koncovyrm body a, b je jeho délka |b — a| bez ohledu na
to, zda je to interval otevieny, uzavieny nebo polootevreny (tj, hranice tu nehraje zadnou
roh).

\

Stejny vzorec lze pouZzit i pro bod (degenerovany interval [a, a]), coZ znamend, Ze mira
bodu (presnéji mira jednobodové mnoziny) je 0.

\
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Zacina se mérenim podmnozin R.

\

Mirou intervalu [ na prlmce S koncovyrm body a, b je jeho délka |b — a| bez ohledu na
to, zda je to interval otevieny, uzavieny nebo polootevreny (tj, hranice tu nehraje zadnou
roh).

\

Stejny vzorec lze pouZzit i pro bod (degenerovany interval [a, a]), coZ znamend, Ze mira
bodu (presnéji mira jednobodové mnoziny) je 0.

\

V Pozndmkdch je ndvod, jak urCit miru nékterych slozitéjSich mnozin redlnych Cisel.
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Zacina se mérenim podmnozin R.

\

Mirou intervalu [ na prlmce S koncovyrm body a, b je jeho délka |b — a| bez ohledu na
to, zda je to interval otevieny, uzavieny nebo polootevreny (tj, hranice tu nehraje zadnou
roh).

\

Stejny vzorec lze pouZzit i pro bod (degenerovany interval [a, a]), coZ znamend, Ze mira
bodu (presnéji mira jednobodové mnoziny) je 0.

\
V Pozndmkdch je navod, jak urCit miru nékterych slozitéjSich mnoZzin redlnych Cisel.
\

Pro predstavu i1 pouziti vSak
staCi mit na mysli jen inter-
valy a body, snad nckdy je-
jich konecna sjednoceni.
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Jestli je v meéreni délek,
ploch a objemi néjaky za-
sadni problém, objevuje se
uz v R. A on tam opravdu je

=)
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Jak postupovat pii méreni
velikosti mnoZzin v roving?

Mnozina se rozieze rovnobéZznymi fezy na uzké prouzky, které se daji pfi jejich velmi
malé Sifce povazovat za obdé€lniky a 1ze tedy spocitat jejich obsah.
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Jak postupovat pri méfeni
velikosti mnozin v rovine?

Mnozina se rozieze rovnobéZznymi fezy na uzké prouzky, které se daji pfi jejich velmi

malé Sifce povazovat za obdé€lniky a 1ze tedy spocitat jejich obsah.

\

Sectenim ploch té€chto obdélnika se dostane zhruba obsah obrazce.
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Roziezdnim mnoZziny na prouzky a se¢tenim obsahti obdélnika aproximujicich jednot-
livé fezy se dostane zhruba mira mnoZziny A.
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Roziezdnim mnoZziny na prouzky a se¢tenim obsahti obdélnika aproximujicich jednot-
livé fezy se dostane zhruba mira mnoZziny A.

\

Pokud se bude Sitka obdélniki zuzovat, bude vysledné ¢islo miru Iépe vyjadiovat. V
limité, tj. pro nekone¢né malou $itku obdélnikii, se dostane hledand mira.
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Roziezdnim mnoZziny na prouzky a se¢tenim obsahti obdélnika aproximujicich jednot-
livé fezy se dostane zhruba mira mnoziny A.

\

Pokud se bude Sitka obdélniki zuzovat, bude vysledné ¢islo miru Iépe vyjadiovat. V
limité, tj. pro nekone¢né malou $itku obdélnikii, se dostane hledand mira.
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Oznaci-li se A(t) mira priniku mnoziny A s kolmici na osu x v bod¢ ¢, pak se mize
0 v Ve 2 v Ve, s v . .
f o A(a:) dx povaZovat za miru mnoziny A, pokud vSe pouZité rozumné existuje.

\

LEKCE15-IAP
délka
obsah
obsah-param
obsah-polar
objem
objem rotace 1
objem rotace 2
délka
povrch
povrch rotace
pohyb

Vv

Vv

Vv

Guldin objem
prace
Poznamky
Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Oznaci-li se A(t) mira priniku mnoziny A s kolmici na osu x v bod¢ ¢, pak se mize
0 v s, Ve v Ve, s, v . .
f o A(:z:) dx povaZovat za miru mnoziny A, pokud vSe pouZité rozumné existuje.
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Oznaci-li se A(t) mira priniku mnoziny A s kolmici na osu x v bod¢ ¢, pak se mize
0 v s, Ve v Ve, s, v . .
f o A(:z:) dx povaZovat za miru mnoziny A, pokud vSe pouZité rozumné existuje.
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To dava smysl pro velmi
obecné mnoziny.




To dava smysl pro velmi
obecné mnoziny.

\

Pro pochopeni stacCi se omezit na jednodussi mnoziny urCené kiivkami, jako napf.
mnoZziny bodi leZici mezi grafy dvou funkci nebo vnitiky uzavienych ktivek.
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\

To dava smysl pro velmi
obecné mnoziny.

Pro pochopeni stacCi se omezit na jednodussi mnoziny urCené kiivkami, jako napf.

mnoZziny bodi leZici mezi grafy dvou funkci nebo vnitiky uzavienych ktivek.

\

Navic jen takové, Ze pouzité fezy jsou intervaly a body (mozné n€kdy jejich sjedno-

ceni).
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Je-li f(z) > Oprox € [a,b], je podle pfedchoziho postupu obsahem mnoziny {(z, y); x €

[a,b],0 <y < f(x)} integral fab f(z)dx, coz je v souladu s diivéjsim popisem Newto-
nova integralu.
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Je-li f(z) > Oprox € [a,b], je podle pfedchoziho postupu obsahem mnoziny {(z, y); x €

[a,b],0 <y < f(x)} integral fab f(z)dx, coz je v souladu s diivéjsim popisem Newto-
nova integralu.

\/

~ Obsah mnoZiny bodu leZicich mezi grafy dvou spojitych funkci f, g na intervalu a, b]
je

b
P [ If@) - glo)] .

ProtoZe nebyla uvedena zadn4 definice obsahu rovinného obrazce, 1ze posledni rovnost
chapat jako definici obsahu uvedenych mnozin.

g@®

f@®
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Pro mnoZinu ur€enou parametricky zadanou kiivkou (x = ¢(t), y = ¥(t) pro t €
(a, b)) se pouZije piedchozi vzorec P = faby dx(= fab f(x)dx) a dostane se

b
P:/ﬂwwwﬁ.
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Pro mnoZinu ur€enou parametricky zadanou kiivkou (x = ¢(t), y = ¥(t) pro t €
(a, b)) se pouZije piedchozi vzorec P = faby dx(= fab f(x)dx) a dostane se

b
P:/ﬂwww&.

Vsimnéte si, ze jsme do
integralu dosadili dx =
¢'(t) dt, coZ je "zderivovana
verze" x = ¢(t).
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Pro mnoZinu ur€enou parametricky zadanou kiivkou (x = ¢(t), y = ¥(t) pro t €
(a, b)) se pouZije piedchozi vzorec P = faby dx(= fab f(x)dx) a dostane se

b
P:/ﬂwww&.

Vsimnéte si, ze jsme do
integralu dosadili dx =
¢'(t) dt, coZ je "zderivovana
verze" x = ¢(t).

J4 ty dé-iks miluju.
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Vzorec

vyjadfuje miru mnoZiny bodt lezicich mezi kfivkou a intervalem na ose z, ktery obsa-
huje primét kiivky. Absolutni hodnotou odstranime mozné zaporné znaménko.

\

p=| [vsaal
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Vzorec )
P / $(0)g (1)

vyjadfuje miru mnoZiny bodt lezicich mezi kfivkou a intervalem na ose z, ktery obsa-
huje primét kiivky. Absolutni hodnotou odstranime mozné zaporné znaménko.

\/

Nékteré cCasti jsou vSak
brany se zipornym zna-
ménkem a odecitaji se! To
nastane na intervalu, na
kterém je ¢ klesajici a ¥
kladna nebo ¢ rostouci a 1
zaporna (viz Pozndmky).

LEKCE15-IAP

délka

obsah
obsah-param
obsah-polar

objem
objem rotace 1
objem rotace 2

délka

povrch

povrch rotace

Vv

M

M

Guldin objem
prace
Poznamky
12345678
Ptiklady
1234
Otéazky
12345678
Cviceni
12345678
Uceni
12345678

678

()]



Je-1i grafem jednoduchd uzavrend kiivka (pro presnou definici viz kapitolu 22), udava
vzorec

-/ woe

obsah vnitrku této kiivky.

LEKCE15-IAP
délka
(p(t), w(t)) obsah
X obsah-param
obsah-polar
objem
objem rotace 1
objem rotace 2
‘ délka
povrch

povrch rotace

Vv

M

M

Guldin objem
prace
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Je-1i grafem jednoduchd uzavrend kiivka (pro presnou definici viz kapitolu 22), udava

VZ0Orec
p=| [vorson

obsah vnitrku této kiivky.

(o), w(t))

Sla by udélat elipsa ote-
viend, nebo je vzdy uza-
viend?

LEKCE15-IAP

délka

obsah
obsah-param
obsah-polar

objem
objem rotace 1
objem rotace 2

délka

povrch

povrch rotace

Vv

M

M

Guldlnobjem
prace
Pozndmky
123456789
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123456789
Otéazky
123456789
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U polarné zadanych kfivek (r = p(t) pro t € («, 3)) je proménnou thel a hodnotou
vzdalenost bodu od pocatku.

\




U polarné zadanych kfivek (r = p(t) pro t € («, 3)) je proménnou thel a hodnotou
vzdalenost bodu od pocatku.

\

Pfi velmi malé zméné dt uhlu £ zména r vyplni , kiivy" trojuhelnik s vrcholem v po-
Catku, dhlem pfi vrcholu rovnym dt a vySkou z pocatku na protilehlou stranu rovnou
T.

\

LEKCE15-IAP
délka
obsah
obsah-param
obsah-polar
objem
objem rotace 1
objem rotace 2
délka
povrch
povrch rotace
pohyb

Vv

Vv

Vv

Guldin objem
prace
Poznamky
Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



U polarné zadanych kfivek (r = p(t) pro t € («, 3)) je proménnou thel a hodnotou
vzdalenost bodu od pocatku.

\

Pfi velmi malé zméné dt uhlu £ zména r vyplni , kiivy" trojuhelnik s vrcholem v po-
Catku, dhlem pfi vrcholu rovnym dt a vySkou z pocatku na protilehlou stranu rovnou
T.

\/

Velikost protilehlé strany je, pro velmi maly thel dt, rovna 7 dt.
Y L, rat
a2

/ LEKCE15-IAP
/ délka
/ obsah
s obsah-param
obsah-polar
rdt objem
objem rotace 1
objem rotace 2
rzp(l‘) délka
povrch
r X povrch rotace

Vv

M

M

* Guldin objem
prace

Poznamky
12345678
Ptiklady
12345678
Otéazky
12345678
Cviceni
12345678
Uceni
12345678



Obsah vzniklého trojihelnika je tedy roven (1/2) - r - rdt.
\




Obsah vzniklého trojihelnika je tedy roven (1/2) - r - rdt.

\/

Soucet vSech téchto obsahd, tj. integral

1
2

uruje miru mnoziny bodu leZicich mezi kfivkou a pfimkami prochdzejicimi pocatkem

B
P:—/ p(t)dt, pro0<a<f<2r,

a svirajicimi s kladnou ¢4sti osy x uhly «, 3, resp.

y

p(?)
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objem
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objem rotace 2

délka

povrch

povrch rotace

Vv

M

M

Guldin objem
prace
Pozndmky
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Obsah vzniklého trojihelnika je tedy roven (1/2) - r - rdt.

\/

Soucet vSech téchto obsahd, tj. integral

1
2

uruje miru mnoziny bodu leZicich mezi kfivkou a pfimkami prochdzejicimi pocatkem

B
P:—/ p(t)dt, pro0<a<f<2r,

a svirajicimi s kladnou ¢4sti osy x uhly «, 3, resp.

y

p(?)

LEKCE15-IAP

délka

obsah
obsah-param
obsah-polar

objem
objem rotace 1
objem rotace 2

délka

povrch

povrch rotace

Vv

M

M

Guldin objem
prace
Pozndmky
12345678
Ptiklady
12345678
Otéazky
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Je-li B > o + 27, pocitaji
se nckteré Casti plochy vice-
krat!




Mira mnoZiny A by samozfejmé neméla zaviset od jejtho posunuti nebo otoceni.

\




Mira mnoZiny A by samozfejmé neméla zaviset od jejtho posunuti nebo otoceni.

\

Nezavislost predchoziho pfistupu na posunuti se ukdze snadno (viz Otdzky).

\

LEKCE15-IAP
délka
obsah
obsah-param
obsah-polar
objem
objem rotace 1
objem rotace 2
délka
povrch
povrch rotace
pohyb

Vv

Vv

Vv

Guldin objem
prace
Poznamky
Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Mira mnoZiny A by samozfejmé neméla zaviset od jejtho posunuti nebo otoceni.

\

Nezavislost predchoziho pristupu na posunuti se ukdze snadno (viz Otdzky).

\

Pro otoCeni je to slozitéjsi. Specidlnim pripadem otoCeni (o 90°) je postup, kdy se
vezme projekce A na osu y a pouZziji se miry B(u) fezii rovnobéznych s osou z, tj.
priniku A s kolmici na osu y v bod¢ .

=

LEKCEI1S5-IAP

délka

obsah
obsah-param
obsah-polar

B (u) objem

objem rotace 1
objem rotace 2

délka

povrch

povrch rotace

Vv

MV

M

Guldin objem

prace

X Poznamky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789

# Cviceni

123456789
Uceni
123456789




I kdyz otoime republiku
doleva nebo doprava, ne-
ZVEtsi se.




I kdyZz oto¢ime republiku
doleva nebo doprava, ne-
ZVetsi se.

LEKCE15-IAP

délka

obsah
obsah-param
obsah-polar

o 00 ~ s, objem

To si radéji prepocitam. objem rotace 1

objem rotace 2

délka

povrch

povrch rotace

M

Guldin objem
prace
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



To znamena, Ze integral




To znamena, Ze integral

\

by se m¢l rovnat integralu




To znamena, Ze integral

\

by se mél rovnat integralu

Pro mnoziny, pouZzivané v
této Casti to opravdu plati (je
to specidlni pripad tzv. Fubi-
niovy véty).
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délka

povrch

povrch rotace
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M

M
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Poznamky 1 :

1. Méreni délek v R. Je prirozené, Ze mira sjednoceni dvou (nebo konecné¢ mnoha)
disjunktnich intervald je soucet jejich délek. Mize to byt vhodné i pro protinajici se
intervaly (oteviené, uzaviené)?

\




Poznamky 1 :

1. Méreni délek v R. Je prirozené, Ze mira sjednoceni dvou (nebo konecné¢ mnoha)
disjunktnich intervald je soucet jejich délek. Mize to byt vhodné i pro protinajici se
intervaly (oteviené, uzaviené)?

\

Predchozi uvaha se da zobecnit: mira sjednoceni spocetné mnoha disjunktnich inter-
vali je soucet jejich délek.

\




Poznamky 1 :

1. Méreni délek v R. Je pfirozené, Ze mira sjednoceni dvou (nebo konec¢né¢ mnoha)
disjunktnich intervald je soucet jejich délek. Miize to byt vhodné i pro protinajici se
intervaly (oteviené, uzaviené)?

\

Predchozi uvaha se da zobecnit: mira sjednoceni spocetné mnoha disjunktnich inter-
valt je soucet jejich délek.

\

LEKCE15-IAP

délka

obsah
obsah-param

, g » obsah-polar

Ma smysl na R uvazovat pfi- alyjemm

v - ; objem rotace 1
pad nespocetného systému bl rotace 2
disjunktnich intervalid? povich

povrch rotace

Vv

MV

Guldin objem

prace

Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



To znamena, ze velikost
spoCetné mnoziny je vzdy
nula.




To znamena, ze velikost
spoCetné mnoziny je vzdy
nula.

‘

S tim, Ze kazda spoCetnd mnoZzina je v jistém smyslu nulov4, jste se setkali v kapitole
o obecném integralu.

\




To znamena, 7e velikost
spocetné mnozZiny je vzdy
nula.

\

S tim, ze kazd4 spoCetnd mnoZina je v jistém smyslu nulova, jste se setkali v kapitole
o obecném integralu.

‘ LEKCEI15-IAP
délka
obsah
obsah-param
, obsah-polar
Opravdu, tyto nulové mno- objem

objem rotace 1

Ziny maji miru rovnou nule objem rotace 2
a tedy existuji nespocetné delka

Ve v povrch
mnoziny (napf. Cantorova povrch rotace
mnoZzina), které maji miru oo

M

rovnou Illﬂe . t8Zi8té dratu

M

Guldin objem
prace

Pozndmky

mPr 1234567809
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



2. V definici obsahu rovinné mnoZiny se mize integrovat pres libovolny interval ob-
sahujici primét mnoziny a krajni body intervalu Ize odebrat.

\




2. V definici obsahu rovinné mnoZiny se mize integrovat pres libovolny interval ob-
sahujici primét mnoziny a krajni body intervalu Ize odebrat.

\
Rezy lze také brat bez krajnich bodd (pfedpokldddme podle predchozi &dsti, Ze fezy
jsou intervaly ¢i body, nebo jejich sjednoceni).

\




2. V definici obsahu rovinné mnoZiny se mize integrovat pres libovolny interval ob-
sahujici primét mnoZiny a krajni body intervalu Ize odebrat.

\
Rezy lze také brat bez krajnich bodd (pfedpokldddme podle predchozi &dsti, Ze fezy
jsou intervaly ¢i body, nebo jejich sjednoceni).

\

V tuvodni kapitole o funkcich vice proménnych budou definovany oteviené podmno-
Ziny roviny a prostoru. Pravé tyto mnoziny (pripadné s pridanou hranici) jsou nejvhod-
n¢jsi pro interpretaci obsahu pomoci integralu.

=)




3. Je vhodné si uvédomit, Ze i pro ,,hezké" mnoziny A nemusi byt funkce A(%) spojita.
Nicméné, bude mit za body nespojitosti jen skoky a bude mit vZdy K-primitivni funkci.

\




3. Je vhodné si uvédomit, Ze i pro ,,hezké" mnoziny A nemusi byt funkce A(%) spojita.
Nicméné, bude mit za body nespojitosti jen skoky a bude mit vZdy K-primitivni funkci.

\

Aby mél integral pouzity pro popis miry smysl, mély by byt miry A(t) fezt konecné.

\




3. Je vhodné si uvédomit, Ze i pro ,,hezké" mnoziny A nemusi byt funkce A(%) spojita.
Nicméné, bude mit za body nespojitosti jen skoky a bude mit vZdy K-primitivni funkci.

\

Aby mél integral pouzity pro popis miry smysl, mély by byt miry A(t) fezt konecné.

\

Nebylo vSak feCeno, jaky integrdl se pouziva. Pokud Newtoniv, pak vSechny fezy
musi mit koneCnou miru. Pokud pouzijete K-integral, pak na nulové mnoziné mohou
mit fezy nekoneCnou miru (proc¢?). Pokud budou mit nekone¢nou miru na nenulové
mnoziné, Ize chapat miru mnoziny A jako nekonecnou.

\




3. Je vhodné si uvédomit, Ze i pro ,,hezké" mnoziny A nemusi byt funkce A(t) spojita.
Nicméné, bude mit za body nespojitosti jen skoky a bude mit vZzdy K-primitivni funkci.

\

Aby mé¢l integral pouzity pro popis miry smysl, mély by byt miry A(t) fezt konecné.

4

Nebylo vSak feCeno, jaky integrdl se pouziva. Pokud Newtoniv, pak vSechny fezy
musi mit koneCnou miru. Pokud pouzijete K-integral, pak na nulové mnoziné mohou
mit fezy nekoneCnou miru (proc?). Pokud budou mit nekoneCnou miru na nenulové
mnoziné, 1ze chapat miru mnoziny A jako nekonecnou.

\

LEKCE15-IAP
v, , délka
Predchozi odstavec byl obsah

obsah-param

Vlastpé . jen teoretigk}’l. \Y% obsah-polar
praxi jsou mnoZiny A objem

objem rotace 1

Omezené, V}/’J 1imecné ne- _objem rotace 2
omezené, ale pak jsou , délka

povrch

,hezky" slozené z omeze- povich rotace
nych mnozin. ieziste

MV

M

Guldin objem
« - préce
2 Poznamky
onec poznamek 1. 123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklady 1 :

1. Spoctéte obsah elipsy a to jak pomoci jejtho implicitniho vyjadieni 22 /a® +y? /b =
1, tak pomoci parametrického vyjadieni x = acost,y = bsint.

=




2. Spocitejte obsah kruhu pomoci polarniho vyjadieni p = 7.




3. Spoctéte miru mnoziny {(z,y);y > 0,z — 2 < y < /x}. PouZijte oba mozné
postupy (fezy kolmé na osu z, resp. na osu y).

=)




4. Pro parametrické vyjadieni kruznice o stfedu v (0,r) a poloméru r lze vzit © =
rsint,y = r(l+cost),t € [0,2x]. Prot € [0, 7/2] je sin rostouci a s rostoucim ¢ v tomto
intervalu jdete po horni polokruZnici po sméru hodinovych ruci¢ek od bodu (0, 2r) k
bodu (r, ) a ptislu$ny integral popisuje plochu pod touto ¢vrtkruznici (k ose ).

\




4. Pro parametrické vyjadfeni kruznice o stiedu v (0,r) a poloméru r lze vzit x =
rsint,y = r(l+cost),t € [0,2x]. Prot € [0, 7/2] je sin rostouci a s rostoucim ¢ v tomto
intervalu jdete po horni polokruznici po sméru hodinovych rucic¢ek od bodu (0, 2r) k
bodu (r, r) a prislusny integral popisuje plochu pod touto ¢vrtkruznici (k ose ).

\

Prot € [m/2 7r] je sin klesajici a s rostoucim ¢ v tomto intervalu jdete po horni polo-
kruZnici po sméru hodinovych rucicek od bodu (r, ) k bodu (0,0) a pfislusny integral
popisuje plochu pod touto Cvrtkruznici (k ose x). Vzhledem k proménné z se integruje

od 7 k 0 a tedy se ona plocha odecitd. Vysledkem na intervalu ¢ € [0, 7] je plocha pravého
pulkruhu.

\/

LEKCEI1S5-IAP

délka
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obsah-param
obsah-polar

objem
objem rotace 1
objem rotace 2
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povrch rotace
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Poznd
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4. Pro parametrické vyjadfeni kruznice o stiedu v (0,r) a poloméru r lze vzit x =
rsint,y = r(l+cost),t € [0,2x]. Prot € [0, 7/2] je sin rostouci a s rostoucim ¢ v tomto
intervalu jdete po horni polokruznici po sméru hodinovych rucicek od bodu (0, 2r) k
bodu (r, r) a prislusny integral popisuje plochu pod touto ¢vrtkruznici (k ose ).

\

Prot € [m/2 7r] je sin klesajici a s rostoucim ¢ v tomto intervalu jdete po horni polo-
kruZnici po sméru hodinovych rucicek od bodu (r, ) k bodu (0,0) a pfislusny integral
popisuje plochu pod touto Cvrtkruznici (k ose x). Vzhledem k proménné z se integruje

od  k 0 a tedy se ona plocha odecita. Vysledkem na intervalu ¢ € |0, 7| je plocha pravého
pulkruhu.

\/

Dodélejte sami obéh bodu
kolem celé kruznice.

Konec prikladu 1.

LEKCE15-IAP
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objem rotace 1
objem rotace 2
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prace
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Otazky 1 :

1. UkaZzte, Ze kazdy disjunktni systém intervali v R je nejvyse spocetny.




2. Uved’te priklad neomezené oteviené podmnoZiny R, kterd ma kone¢nou miru.

=P




3. UkaZte, Ze mira y nékterych podmnozin redlné ptimky nezavisi na posunuti. Napr.,
je-li p € R a A interval nebo konecné sjednoceni intervalii nebo spocetnd mnozina, pak
u(A) = u(A +p).

—p




4. Ukazte platnost predchoziho tvrzeni pro zde pouZzité specidlni podmnoZiny roviny,
napf. pro mnoziny urcené kiivkami.

Konec otazek 1.




Cviceni 1 :

Priklad. Jakou rychlosti musi odpdlit palkaf, aby mél jisty "homerun"?

\




Cviceni 1 :

Priklad. Jakou rychlosti musi odpdlit palkaf, aby mél jisty "homerun"?

'

Reseni. Budeme chtit zjistit rychlost v, takovou, aby mi¢ o hmotnosti m piekonal
pritazlivost Zemé a doletél alespon na Mésic. Zanedbame tfeni.

\




Cviceni 1 :

Priklad. Jakou rychlosti musi odpalit palkar, aby mél jisty "homerun"?

\

Reseni. Budeme chtit zjistit rychlost v, takovou, aby mi¢ o hmotnosti m pfekonal
pritazlivost Zemé a doletél alespon na Mésic. Zanedbame treni.

\
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Proménnou gravitaCni silu
po draze k M¢sici musime
pfekonat kinetickou energii
udé€lenou pii startu.
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Proménnou gravitaCni silu
po draze k M¢sici musime
pfekonat kinetickou energii
udé€lenou pii startu.

\

Tedy spoCitame praci, kterou vykoname proti gravitacni sile F'

/ " F(r)dr

a porovname s kinetickou energii pii startu.
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Podle gravitatniho zdkona je miC pfitahovan k Zemi silou F’ zavisejici na vzdalenosti
r od Zemé
Mm

72

F(r)=c

Y

kde M je hmotnost Zemé a c je konstanta.

\




Podle gravitatniho zdkona je miC pfitahovan k Zemi silou F’ zavisejici na vzdalenosti
r od Zemé
Mm

72

Y

F(r)y=c
kde M je hmotnost Zemé a c je konstanta.

\

Oznaéme R polomér Zemé. Pak plati F'(R) = mg, kde g je gravitacni zrychleni. Tim
se zbavime konstanty ¢ a mame
RQ
F(r)= mg—3 -




Pokud ma miC vyletét nekonecné daleko, musi byt jeho kineticka energie na pocatku
Ly
—Mmu

5%

alespon rovna préaci, kterou na jeho brzdéni vykona gravitacni sila Zem¢

>~ R? 1 1
/ mg— dr = lim mgR* (—— S5 —) = mgR .
R r r—00 r R




Pokud ma miC vyletét nekonecné daleko, musi byt jeho kineticka energie na pocatku
Ly

—mnvu
2 0

alespon rovna préaci, kterou na jeho brzdéni vykona gravitacni sila Zem¢

1 1
/ mg— dr = lim mgR? (——+ R) = mgR .

T—00

Tedy
§mv0 = mgR, Cili vg=+/29R.




Pokud ma miC vyletét nekonecné daleko, musi byt jeho kineticka energie na pocatku
Ly

—mnvu
2 0

alespon rovna préaci, kterou na jeho brzdéni vykona gravitacni sila Zem¢

>~ R? 1 1
/ mgﬁ dr = lim mgR? (—— + —) = mgR .
R

r—00 r R

\ /
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Pfiblizné dostaneme rychlost odpalu 11,2 km/s (pro konstanty R = 6,37 - 10%m, g =
9,83m - s 1).
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Pokud ma micC vyletét nekonecné daleko, musi byt jeho kineticka energie na pocatku
1L,
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2 0

alespon rovna préaci, kterou na jeho brzdéni vykona gravitacni sila Zem¢

1 1
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1
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Pfiblizné dostaneme rychlost odpalu 11, 2 km/s (pro konstanty R = 6,37 - 10°mn, g =
9,83m -s1).
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Priklad. Spoct€te miru mnoziny

A={(z,y) €R®, y >0,y >z -2,y <z/2}.




Priklad. Spoct€te miru mnoziny
A={(z,y) €R®, y >0,y >z -2,y <z/2}.
\

Reseni. Jde o prinik t¥ polorovin. P¥i bliz§im zkoumadni vidime, Ze moZinu A tvoii
trojihelnik s vrcholy (0, 0), (2, 0), (4, 2).
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Dejte si pozor, tady se to
bude fezat.




Dejte si pozor, tady se to
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Mira mnoziny A se spocCte integraci pfes osu x, pficemZ musime zjistit miru fezt A(t)
odpovidajicich libovolnému ¢ € R.

\




Mira mnoziny A se spocCte integraci pfes osu x, pficemZ musime zjistit miru fezt A(t)
odpovidajicich libovolnému ¢ € R.

\

Pro nékterd ¢ jde o prazdnou mnoZinu, pro néktera o interval. Funkce A(¢) je nenulova
pouze na intervalu (0,4).

\




Mira mnoziny A se spocCte integraci pfes osu x, pficemZ musime zjistit miru fezt A(t)
odpovidajicich libovolnému ¢ € R.
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Pro nékterd ¢ jde o prazdnou mnoZinu, pro néktera o interval. Funkce A(¢) je nenulova
pouze na intervalu (0,4).
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Mira mnoziny A se spocCte integraci pfes osu x, pficemZ musime zjistit miru fezt A(t)
odpovidajicich libovolnému ¢ € R.

\

Pro nékterd ¢ jde o prazdnou mnoZinu, pro néktera o interval. Funkce A(¢) je nenulova
pouze na intervalu (0,4).

\

A @)

\
Na intervalu (0, 2) je A(t) = t/2, protoZe fezem je interval (0,%/2).

\




Mira mnoziny A se spocCte integraci pfes osu x, pficemZ musime zjistit miru fezt A(t)
odpovidajicich libovolnému ¢ € R.

\

Pro nékterd ¢ jde o prazdnou mnoZinu, pro néktera o interval. Funkce A(¢) je nenulova
pouze na intervalu (0,4).

\
’ 710
0 2 t 4
\
Na intervalu (0, 2) je A(t) = t/2, protoZe fezem je interval (0,%/2).
\

Na intervalu (2,4) je A(t) =t/2 — (t — 2) , protoze fezem je interval (¢t — 2,¢/2).
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Hledand mira mnoziny A se rovnd integralu

sz/_mA(t)dt _ /02A(t)dt +/24A(t) dt
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Hledand mira mnoziny A se rovnd integralu

Px:/fooA(t)dt _ /02A(t)dt +/24A(t) dt
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Hledand mira mnoziny A se rovnd integralu

Px:/fooA(t)dt _ /02A(t)dt +/24A(t) dt

(©.9]
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2 A (0)
0 2 ¢+ 4
\ /
Tedy
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Px:/—dt+/ <——t+2> dt =1+1=2.
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Jak se spocte to A(t)?




Jak se spocte to A(t)?
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Rezem je usecka, jeji miru
umime spocitat.
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Rezem je usecka, jeji miru
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Rezem je usecka, jeji miru
umime spocitat.
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Mira mnoZiny A se nyni spocte integraci pfes osu y, pri¢emz musime zjistit miru ez
A(u) odpovidajicich libovolnému u € R.
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Mira mnoZiny A se nyni spocte integraci pfes osu y, pri¢emz musime zjistit miru ez
A(u) odpovidajicich libovolnému u € R.
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Pro néktera u jde o prazdnou mnozinu, pro nékterd o interval. Funkce A(u) je nenulova
pouze na intervalu (0, 2).

\




Pro néktera u jde o prazdnou mnozinu, pro nékterd o interval. Funkce A(u) je nenulova
pouze na intervalu (0, 2).

\

Na intervalu (0, 2) je A(u) = u + 2 — 2u, protoZe fezem je interval (2u, u + 2).
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Pro néktera u jde o prazdnou mnozinu, pro nékterd o interval. Funkce A(u) je nenulova
pouze na intervalu (0, 2).

\
Na intervalu (0, 2) je A(u) = u + 2 — 2u, protoZe fezem je interval (2u, u + 2).
\
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’ 4/(w)
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Pro néktera u jde o prazdnou mnozinu, pro nékterd o interval. Funkce A(u) je nenulova
pouze na intervalu (0, 2).

\
Na intervalu (0, 2) je A(u) = u + 2 — 2u, protoZe fezem je interval (2u, u + 2).
\
2
’ 4/(w)
0 2 4
\

Hledan4 mira mnoziny A se rovnd integralu

Py:/_+OOA(u)du _ /02A(u)du :/02(u+2—2u)du _ 9.
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A, ={(z,u) eR*, u>0,u>z—2 u<z/2}.




A, ={(z,u) eR*, u>0,u>z—2 u<z/2}.




Ay ={(z,u) eR*, u>0,u>z—2 u<xz/2}.
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Pti hledani velikosti fez sa-
moziejme zjistime 1 to, které
fezy se musi uvazovat pri in-
tegrovani.
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Pti hledani velikosti fez sa-
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Do tretice spocitame miru
jako rozdil dvou integralt
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Do tretice spocitame miru
jako rozdil dvou integralt
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Do tretice spocitame miru
jako rozdil dvou integralt
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To je sila.




Jak pravi klasik: Na sta je
podob integrovani, zplisoby
je tieba volit.

LEKCE15-IAP
délka
obsah
obsah-param
obsah-polar
objem
objem rotace 1
objem rotace 2

délka
povrch
povrch rotace
pohyb
teziste
t€zisté dratu
Guldin plocha
t€zisté desky
Guldin objem
prace
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni

123456789



Jak pravi klasik: Na sta je
podob integrovani, zplisoby
je tieba volit.

Vsimnéte si, 7Ze se inte- LEKCEIS-IAP
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Jak pravi klasik: Na sta je
podob integrovani, zplisoby
je tieba volit.

Vsimnéte si, 7Ze se inte- LEKCEIS-IAP

gruje od jedné funkce do délla

druhé. Pi1 vodorovnych a obsah-param
1< M : A obsah-polar

sylslych rezech se jednd o obiom

Jlné funkce. objem rotace 1

objem rotace 2

délka

povrch

povrch rotace

Vv

M

M

Guldin objem

prace
Poznd
123456789
Priklady
- L . o 123456789
A nékteré jsou potvory in- Otizky

2 . 123456789
verzni ’_) Cviceni
123456789
Uceni
123456789







Konec cvicCeni 1.




OBJEM NEKTERYCH TELES




OBJEM NEKTERYCH TELES

Stejné jako se pocital obsah
dvoudimenzionalniho  (tj.
rovinného) obrazce pomoci
velikosti jednodimenzional-
nich fezli, pocita se objem
trojdimenziondlniho télesa
pomoci dvoudimenzional-
nich rezt.
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OBJEM NEKTERYCH TELES

Stejné jako se pocital obsah
dvoudimenzionalniho  (tj.
rovinného) obrazce pomoci
velikosti jednodimenzional-
nich fezli, pocita se objem
trojdimenziondlniho télesa
pomoci dvoudimenzional-
nich rezt.

\/

Nisledujici popis je opét vhodny pro velmi obecné podmnoziny R?, ale je 1épe mit na
mysli jen geometricka télesa.
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Necht” A je podmnozina prostoru R, jejiz primét na osu x lezi v intervalu (a,b).
Necht pro kazdé ¢ € (a, b) je A(t) mira priniku mnoZiny A s rovinou kolmou na osu x
Aje

v bodé€ ¢. Pak mira mnoziny
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Necht” A je podmnozina prostoru R, jejiz primét na osu x lezi v intervalu (a,b).
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Naklonime pyramidu a re-

zeme. Dostaneme Ctvercové
fezy. Pohoda.
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Kouzlo spocivda v tom, jak
najit pckné rezy.




LEKCE15-IAP

délka

obsah
obsah-param
obsah-polar

objem
objem rotace 1
objem rotace 2

délka

povrch

povrch rotace

Vv

M

M

Guldin objem
prace
Poznd

* 123456789
Priklady

123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Podobné jako u rovinnych obrazci je i v prostoru nékdy vhodnéjsi pouZit misto osy x
jinou osu. Fubiniova véta opét tvrdi, Ze se pro hezké mnoZiny dostane stejny vysledek.
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Je-li A rotacni téleso, je pocitani objemu jednodussi, protoZe je snadné spocitat plochu
ptisluSnych fezi (tj. kruht).
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Necht’ téleso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a, b) kolem osy z. Pak jeho

objem je dan vzorcem

b b
V:ﬂ'/yde:ﬂ'/fQ(iL')dX.
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Necht’ téleso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a, b) kolem osy z. Pak jeho

objem je dan vzorcem
b b
V = W/yde: W/fQ(iL')dX.
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Je-li graf funkce zadan parametricky (r = ¢(t),y = ¥(t), t € (a,b)), dostane se
dosazenim za x, y do vzorce

parametricky tvar

b b
V:Tl'/yde:ﬂ'/fQ(l‘)dX.

b
V= w/zp?(t)gp’(t) dt .
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Ma4-1i rotacni t€leso ,,diru", tj, vznikne rotaci okolo osy x plochy lezici mezi grafy
funkei |g| < | f|, odecte se od objemu pro funkci f objem pro funkci g:

V=r [ () - F@)ax
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Ma4-1i rotacni t€leso ,,diru", tj, vznikne rotaci okolo osy x plochy lezici mezi grafy
funkei |g| < | f|, odecte se od objemu pro funkci f objem pro funkci g:

V=r [ () - F@)ax
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Uvedenému postupu pro ziskani predeslych vzorci se fikd metoda diski nebo mezi-
kruzi a je odvozen z postupu pro objem obecnych téles.

\




Uvedenému postupu pro ziskani predeslych vzorci se fikd metoda diski nebo mezi-
kruZzi a je odvozen z postupu pro objem obecnych téles.

\

Pro rotacni télesa lze zvolit i jiny postup, tzv. metodu valct, kdy téleso chdpeme jako
sjednoceni tenkych valct s osou stejnou jako je rotacni osa télesa.
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Necht’ téleso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a, b) kolem osy z. Pak jeho

objem je dan vzorcem

kde d je maximum funkce | f| na (a, b) a p(t) je délka priniku pfimky y = ¢ s mnoZinou

{(z,9);0 <y < [f(2)]}.
\

27?/
0

d
yp(y)dy,
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Necht’ téleso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a, b) kolem osy z. Pak jeho

objem je dan vzorcem

kde d je maximum funkce | f| na (a, b) a p(t) je délka priniku pfimky y = ¢ s mnoZinou

{(z,9):0 <y < |f(x)]}.
i

d
QW/yp(y) dy,
0

Vyraz 2nyp(y) je povrch
valcovitého fezu o vySce
p(y) a poloméru y.
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Necht’ téleso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a, b) kolem osy z. Pak jeho

objem je dan vzorcem

kde d je maximum funkce | f| na (a, b) a p(t) je délka priniku pfimky y = ¢ s mnoZinou

{(z,9):0 <y < |f(x)]}.
i

d
QW/yp(y) dy,
0

Vyraz 2nyp(y) je povrch
valcovitého fezu o vySce
p(y) a poloméru y.

SlySel jsem spravné: 2 pipy?
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Z ptredchozich postupti
byste méli snadno odvodit
vzorce pro objemy téles
vzniklych rotaci néjaké
jednodussi plochy kolem
osy y nebo kolem pfimky
rovnobezné s néjakou osou.
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Z ptredchozich postupti
byste méli snadno odvodit
vzorce pro objemy téles
vzniklych rotaci néjaké
jednodussi plochy kolem
osy y nebo kolem pfimky
rovnobezné s néjakou osou.

»OCitaji" se obsahy mezi-
kruzi, jejichZ poloméry jsou
uréené vzdalenostmi hra-
nice k ose rotace.
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Poznamky 2 :

1. Pokud si zapamatujete obecny popis objemu télesa (,,soucet" prislusnych fezu),
snadno a rychle odvodite ostatni uvedené vzorce. Neni pak nutné si tyto vzorce pamato-
vat. Navic uvedeny popis umozni spocitat i objemy nestandardnich téles.

_—




2. Neni jednoduché dokézat rovnost integrali pro objem rotacnich téles ziskanych
metodou diski a metodou valct.

\




2. Neni jednoduché dokézat rovnost integrali pro objem rotacnich téles ziskanych
metodou diski a metodou valct.

\

Ve vzorci ziskaném metodou vélci se samozfejmé miiZze vzit za horni mez jakékoli
¢islo vEétsi nebo rovno maximu | f|. Pro¢ se nemiZe vzit za integraéni meze krajni body
f-obrazu intervalu (a, b)?

\




2. Neni jednoduché dokézat rovnost integrali pro objem rotacnich téles ziskanych
metodou diski a metodou valct.

\

Ve vzorci ziskaném metodou valci se samoziejmé miiZe vzit za horni mez jakékoli
¢islo vEétsi nebo rovno maximu | f|. Pro¢ se nemiZe vzit za integraéni meze krajni body
f-obrazu intervalu (a, b)?

\

Pro podobny vzorec rotacniho t€lesa s dirou (viz Otdzky) urCenou funkci g se misto O
muze za dolni mez vzit jakékoli ¢islo mensi nebo rovné minimu funkce |g|.

Konec poznamek 2.




Priklady 2 :

1. Spoctéte podle integralniho popisu objemu télesa objem jehlanu (umistéte jehlan
vhodné do souradnic; nejlépe tak, Ze vySka lezi na ose z a podstava v roviné x, ).

-




2. Spoctéte objem priniku vélcd 22 + y? = 4,y + 2% = 4.

\




2. Spoctéte objem priniku vélcd 22 + y? = 4,y + 2% = 4.

\

Vhodné je vzit rezy kolmé
na osu y.




3. Spoctéte objem rotacniho elipsoidu vyjadfeného implicitn€ 1 parametricky a meto-
dou disktli i metodou valcu.

=)




4. Spoctéte objem anuloidu, coz je téleso vzniklé rotaci kruhu (mapf. o poloméru a)
kolem osy disjunktni s kruZnici (tj. ve vzdalenosti b > a od stiedu kruzZnice).

\




4. Spoctéte objem anuloidu, coz je téleso vzniklé rotaci kruhu (mapf. o poloméru a)
kolem osy disjunktni s kruznici (tj. ve vzdalenosti b > a od stiedu kruzZnice).

\

Opét je prvnim krokem
vhodné umisténi situace do
soufadnicovych os.
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5. Spoctéte objem rotacniho t€lesa vzniklého rotaci omezené plochy mezi grafy funkci
z, x* okolo osy .

=)




6. Spoctéte objem rotacniho télesa vzniklého rotaci omezené plochy mezi grafy funkci
VvV, x =4,y = 1 okolo pfimky y = 1.

Konec piikladi 2.




Otazky 2 :

1. Odvod’te metodou valct vzorec pro objem rota¢niho télesa vzniklého rotaci mno-
ziny {(z,y);9(x) <y < f(x),2 € (a,b)} kolem osy .

=)




dvod’te vzorce pro objem rota¢niho télesa vzniklého rotaci mnoziny {(z, y); g(z) <
(x

2.0 <
y < f(x),x € (a,b)} kolem osy y. Pfedpoladejte, Ze f, g jsou rostouci funkce.

=)




dvod’te vzorce pro objem rota¢niho télesa vzniklého rotaci mnoziny {(z, y); g(z) <
(

3.0
y < f(z),z € (a,b)} kolem piimky y = a.

Konec otazek 2.




Cviceni 2 :

Priklad. Spocteme objem koule.

\




Cviceni 2 :

Priklad. Spocteme objem koule.

'

Reseni. Zvolime jednotkovou kouli

x2+y2+z2§r2.




Cviceni 2 :

Priklad. Spocteme objem koule.

'

Reseni. Zvolime jednotkovou kouli

x2+y2+z2§r2.

\

Budeme fezat rovinami kolmymi k ose .

\




Cviceni 2 :

Priklad. Spocteme objem koule.

'

Reseni. Zvolime jednotkovou kouli

x2+y2+z2§r2.

4

Budeme fezat rovinami kolmymi k ose .

\

Takto ziskame kruhové rezy.

\




Cviceni 2 :

Priklad. SpoCteme objem koule.

\

Reseni. Zvolime jednotkovou kouli

\

x2+y2+22§7“2.

Budeme fezat rovinami kolmymi k ose .

\

Takto ziskdme kruhové rezy.

\
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K danému ¢ je fezem mnoZina

y2+z2§r2—t2.




K danému ¢ je fezem mnoZina

y2+z2§r2—t2.

\

Jde vlastné o kruh s polomérem

r2 —t2




K danému ¢ je fezem mnoZina

y2+z2§r2—t2.

\

Jde vlastné o kruh s polomérem
Vre—t?.

\ {
Tedy A(t) = w(r* — t?) a tedy objem spoteme

/ Alt) db = / r(r? — 1) dt = [W(T%—?)]il = S




K danému ¢ je fezem mnoZina

y2+z2§7"2—t2.

\

Jde vlastné o kruh s polomérem
Ve —1t2.

\
Tedy A(t) = w(r* — t?) a tedy objem spoteme

/ Alt) db = / r(r? — 1) dt = lw (rzt—@r_l = S

Integrovani je pohoda.




Konec cviceni 2.




DELKA ROVINNYCH KRIVEK

Délka L néjaké krivky (Cary) z bodu A do bodu B se zjisti seCtenim jejich velmi
malych dseka ds, které je moZzné povazovat za tsecky, tj.

B
L:/ds.
A
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DELKA ROVINNYCH KRIVEK

Délka L néjaké krivky (Cary) z bodu A do bodu B se zjisti seCtenim jejich velmi
malych dseka ds, které je moZzné povazovat za tsecky, tj.

B
L:/ds.
A

\

Usecka ds je pfeponou pravothlého trojihelnika se stranami dx a dy.

ds

B
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DELKA ROVINNYCH KRIVEK

Délka L néjaké krivky (Cary) z bodu A do bodu B se zjisti seCtenim jejich velmi
malych dseka ds, které je moZzné povazovat za tsecky, tj.

B
L:/ds.
A

\

Usecka ds je pfeponou pravothlého trojihelnika se stranami dx a dy.

ds

B
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Aproximujeme kfivku po
cv:/éstech aseCkami. A limi-
time.




Tedy je

s = \/dX2—|— dy? — \/1+ (%)2@.




Tedy je

dy

2
ds:\/dx2+ dy? = 1+<—) dx.

dx

Zéakladni vztah pro vyjad-
feni ds.
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Podle zadani krivky (jako funkce, parametricky, polarn€) se za y nebo x dosadi pri-

sluSné funkce a dostane se

1. L:fb\/1+f’2(a:)dx,je—liy:f(a:),:z: €

2. L= [ Vi

3. L= f\/p

)+ p2(t)dt, je-lir = p(t),t € («

(a,b);

)+ WR2(t) dt, je-li x = o(t),y = Y(t),t €

B).

(a,b);
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Poznamky 3 :

1. Podle uvedeného vzorce lze pocitat délky krivek zadanych funkcemi, pokud
prislusSny integral existuje. Délku krivky lze vSak definovat obecné bez pouziti in-
tegralu jako supremum délek lomenych car, jejichZ body lomu leZi na dané krivce.
Zkuste naznacit postup, jak dokazat ekvivalenci této definice s nasi definici pro
hezké krivky.

\




Poznamky 3 :

1. Podle uvedeného vzorce lze pocitat délky krivek zadanych funkcemi, pokud
prislusSny integral existuje. Délku krivky lze vSak definovat obecné bez pouziti in-
tegralu jako supremum délek lomenych car, jejichZ body lomu leZi na dané krivce.
Zkuste naznacit postup, jak dokazat ekvivalenci této definice s nasi definici pro
hezké krivky.

4

2. Stejné jako u obsahu a objemu neni ani u vzorce pro délku krivky stanoveno,
jaky integral se ma pouzit.

\




Poznamky 3 :

1. Podle uvedeného vzorce lze pocitat délky krivek zadanych funkcemi, pokud
prislusny integral existuje. Délku krivky lze vSak definovat obecné bez pouziti in-
tegralu jako supremum délek lomenych car, jejichz body lomu lezi na dané krivce.
Zkuste naznacit postup, jak dokazat ekvivalenci této definice s nasi definici pro
hezké krivky.

\

2. Stejné jako u obsahu a objemu neni ani u vzorce pro délku krivky stanoveno,
jaky integral se ma pouzit.

\

V nékterych pripadech nelze pouzit Newtonuv integral, protoZe derivace f'(x) ve
vzorci nemusi ve vSech bodech existovat.

\

LEKCEI1S5-IAP

délka

obsah
obsah-param
obsah-polar

objem
objem rotace 1
objem rotace 2

délka

povrch

povrch rotace

Vwew

MV

M v

Guldin objem
prace
Poznamky
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Poznamky 3 :

1. Podle uvedeného vzorce lze pocitat délky krivek zadanych funkcemi, pokud
prislusny integral existuje. Délku krivky lze vSak definovat obecné bez pouziti in-
tegralu jako supremum délek lomenych car, jejichz body lomu lezi na dané krivce.
Zkuste naznacit postup, jak dokazat ekvivalenci této definice s nasi definici pro
hezké krivky.

\

2. Stejné jako u obsahu a objemu neni ani u vzorce pro délku krivky stanoveno,
jaky integral se ma pouzit.

\

V nékterych pripadech nelze pouzit Newtonuv integral, protoZe derivace f'(x) ve
vzorci nemusi ve vSech bodech existovat.

\

V téchto pripadech je mozné bud’ pouzit obecnéjsi integral (J-integral obvykle
staci) nebo rozdélit zkoumany interval na casti, kde l1ze Newtoniiv integral pouzit,
nebo nékdy lze pouzit inverzni funkce, tj. divat se na krivku jako na graf funkce

x=f"y)-
 /
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Poznamky 3 :

1. Podle uvedeného vzorce lze pocitat délky krivek zadanych funkcemi, pokud
prislusny integral existuje. Délku krivky lze vSak definovat obecné bez pouziti in-
tegralu jako supremum délek lomenych car, jejichz body lomu lezi na dané krivce.
Zkuste naznacit postup, jak dokazat ekvivalenci této definice s nasi definici pro
hezké krivky.

\

2. Stejné jako u obsahu a objemu neni ani u vzorce pro délku krivky stanoveno,
jaky integral se ma pouzit.

\

V nékterych pripadech nelze pouzit Newtonuv integral, protoZe derivace f'(x) ve
vzorci nemusi ve vSech bodech existovat.

\

V téchto pripadech je mozné bud’ pouzit obecnéjsi integral (J-integral obvykle
staci) nebo rozdélit zkoumany interval na casti, kde l1ze Newtoniiv integral pouzit,
nebo nékdy lze pouzit inverzni funkce, tj. divat se na krivku jako na graf funkce

x=f"y)-
 /

3. Existuji krivky, lezici napr. v jednotkovém kruhu, které maji nekonecnou
délku.

Konec poznamek 3.
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Priklady 3 :

1. Spoctéte délku kruznice pomoci implicitniho, parametrického 1 poldrniho vyjadrent.

—p




2. Spoctéte délku spirdly r = ¢ pro t € [0, 8.




3. Napiste integral pro délku grafu funkce /z na intervalu [—1, 8].

\




3. Napiste integral pro délku grafu funkce /z na intervalu [—1, 8].

\

Pozor na bodv 0. Zkuste v
tomto pripadé pouzit graf
inverzni funkce.
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3. Napiste integral pro délku grafu funkce /z na intervalu [—1, 8].

\

Pozor na boq 0. Zkuste v
tomto pripadé pouzit graf
inverzni funkce.

LEKCE15-IAP
délka
obsah
obsah-param
obsah-polar
objem
objem rotace 1
objem rotace 2

délka
L L . . 7o C ovrch
Ziskany integral nepocitejte e
. ) pohyb
vime proc: 1SFiEs
t€zisté dratu
Guldin plocha
t€zisté desky
Guldin objem
# préce
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni

123456789



4. Spoctéte délku smycky kiivky zadané parametricky jako z = 2,y = °/3 — .
¥




4. Spoctéte délku smycky kiivky zadané parametricky jako x = 2,y = t3/3 — t.
\

Zjistéte nejdiive hodnoty
parametru pro které se
kiivka protne.)

A [e] _
Konec prikladu 3. LEKCELS-IAP
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CviCeni 3 :

Priklad. Spoctéte délku dsecky z bodu (1, 0) do bodu (0, 1).
\




CviCeni 3 :

Priklad. Spoctéte délku dsecky z bodu (1, 0) do bodu (0, 1).
\

Reseni. Jde o graf funkce
y=flr)=1-u
na intervalu [0, 1].

\




CviCeni 3 :

Priklad. Spoctéte délku dsecky z bodu (1, 0) do bodu (0, 1).
\

Reseni. Jde o graf funkce
y=flr)=1-u
na intervalu [0, 1].

\

Podle vzoreCku dostaneme pro délku vztah

/O ST (F@P do = /O T =) de = V2.




CviCeni 3 :

Ptiklad. Spoctéte délku dsecky z bodu (1,0) do bodu (0, 1).
V

Reseni. Jde o graf funkce

na intervalu [0, 1].

\

Podle vzoreCku dostaneme pro délku vztah

/01 V1+(f'(2)?de = 01\/1+(—1)2 dr = V2.

Z7da se, ze vzoreCky funguji.
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MiiZzeme pouzit parametricky zapis grafu pomoci funkci
z =sin®t, Yy = cos’ t
prot € [0,7/2].
\




MiiZzeme pouzit parametricky zapis grafu pomoci funkci
z =sin®t, Yy = cos’ t
prot € [0,7/2].
\

Pak bude délka vyjadrena pomoci

™/2 d ’ d 2 /2
/0 \/(ﬁ) - (?}t/) @ = /0 V/8sin? tcos?t dt =

/2
= / V2 - 2sintcost dt = [\/ﬁsin%]g/2 %3
0




MiiZzeme pouzit parametricky zapis grafu pomoci funkci

prot € [0,7/2].

\

T =sin’t, y:COS2t

Pak bude délka vyjadiena pomoci

/2
J

dx
dt

dy2

dt

dt

/2
= \/ 8sin®tcos?t dt
0

/2
— / \/5-281117500575 dt
0

Nic jiného jsem necekal.

[\/isinzt]g/2 = V2.
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Jeste polarné pro otrlé:




Jeste polarné pro otrlé:

‘

Usecku popiSeme poléarni formulkou

1
= — .
SN ¢ + Cos &«

Pocitac spocita za nés primitivni funkci

/\/(Siﬂ (t) + cos (t))_2 4+ (cos (£) — sin (t))th c

(sin (¢) 4 cos (£))*

c (sin (¢) + cos (1)) \/5\/(—4 (cos (£))* + 4 sin () cos () + 4 (cos (£))* + 1>_1 sin (¢) .
\




Jeste polarné pro otrlé:

‘

Usecku popiSeme poléarni formulkou

1
= — .
SN ¢ + Cos &«

Pocitac spocita za nés primitivni funkci

/\/(Siﬂ (t) + cos (t))_2 4+ (cos (£) — sin (t))th c

(sin (¢) 4 cos (£))*

c (sin (¢) + cos (1)) \/5\/(—4 (cos (£))* + 4 sin () cos () + 4 (cos (£))* + 1>_1 sin (¢) .
\




A tedy diky pocitactim do-
staneme zase /2.
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Priklad. Spoctéte obvod kruhu o poloméru 7.

\




Priklad. Spoctéte obvod kruhu o poloméru 7.

\

Reseni. MiZeme pouzit parametricky zapis pomoci funkci
r=rsint, y=rcost

prot € [0, 27].
\




Priklad. Spoctéte obvod kruhu o poloméru 7.

'

Reseni. MiZeme pouzit parametricky zapis pomoci funkci
r=rsint, y=rcost

prot € [0, 27].
\

Pak bude délka vyjadrena pomoci

2 dX 2 dy 2 2 2w
— — ) dt = 2 dt = dt = [tr]?™ = 277 .
[ Wdt) (&) w = [T [ - o

—p




Polarné to pujde jesté snadnéji.

\




Polarné to pujde jesté snadnéji.

\
Pro jednotkovy kruh je r = 1 a tedy

2
V12 4+02dt = 27 .

0




Polarné to pujde jesté snadnéji.

\
Pro jednotkovy kruh je r = 1 a tedy

2
V12 4+02dt = 27 .

0

Vtele doporucuji :-)




Konec cviceni 3.




POVRCH ROTACNICH TELES




POVRCH ROTACNICH TELES

Podobné jako se odvodil obsah z délky nebo objem z obsahu, da se odvodit povrch
télesa z délky kiivky.

\




POVRCH ROTACNICH TELES

\

Podobné jako se odvodil obsah z délky nebo objem z obsahu, da se odvodit povrch

t&lesa z délky kiivky.
i

Téleso se protne rovinou
kolmou napf. na osu x v
bod¢ ¢ a spocte se délka
L(t) ktivky ohranicujici
vznikly rovinny obrazec.
Tuto kfivku lze povaZovat
za uzky pas se Sitkou ds.
Vsechny tyto pasky daji do-
hromady povrch S daného
télesa.
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Pro Sitku ds se pouziji vyrazy z pfedchozi Casti o délce kiivek a dostane se:

S = /abL(a:) ds = /abL(a:)\/dX2—|— dy? = /:L(x)\/l + (%Yd}(.




Pro Sitku ds se pouziji vyrazy z predchozi Casti o délce kiivek a dostane se:

S/abL(x)ds/abL(x)\/dx2+ dyQ/abL(:v) 1+<%)2dx.

Pozor, ty integrdly jsou
pfi pocitani opravdu nepfi-
] 5 LEKCEI15-IAP
jemne. délka
obsah
obsah-param
obsah-polar
objem
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Pro rotaCni télesa je opct
jednoduché spocitat délky
L(t) kruznic.
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JestliZe téleso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a, b) kolem osy z, pak je
jeho povrch dan vzorcem

o [ 17@IVIF @) dx,




JestliZe téleso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a, b) kolem osy z, pak je
jeho povrch dan vzorcem

o [ 17@IVIF @) dx,

\

Je-li graf funkce zadan parametricky (z = ¢(t),y = ¥(t),
t € (a,b)), pouzije se vzorec

2w/rwww%%w+w%w&.




JestliZe téleso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a, b) kolem osy z, pak je
jeho povrch dan vzorcem

2#/|ﬂ@h“+f%@®m

\
Je-li graf funkce zadan parametricky (z = ¢(t),y = ¥(t),

t € (a,b)), pouzije se vzorec

2w/rwww@%w+w%w&

\
V ptipadé polarné zadané kiivky (r = p(t),t € («, 3)):

g
27‘(’/ )sin(t)4/p2(t) + p2(t) dt .




ﬁ v Lx)=2nf(x)
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Poznadmky 4 :

V Prikladech jsou uvedeny dva priklady na spocitani povrchu ttvaru, ktery se neziskal
rotaci kiivky. Je to tutvar sloZzeny z tseCek postavenych na néjaké kiivce v roviné. Pak

povrch je ,,souctem" délek d téchto useCek podél kiivky v roving, t;. fabdsds, kde ds je
obvykly malinky dilek kiivky.

Konec poznamek 4.




Priklady 4 :

1. Spoctéte povrch koule.




2. Spoctéte povrch anuloidu vznikly oti¢enim kruznice o poloméru a, jejiz stied je
vzdalen od osy otdceni b > a.

_—




3. Rotaci okolo osy x grafu funkce 1/z na intervalu |1, +00) vznikne utvar, ktery ma
nekonecCny povrch a konecny objem. Ovérte.

=




4. M¢éjte pecen chleba tvaru koule. Ukazte, ze vSechny krajice stejné tloust'’ky maji
stejné mnozstvi klrky.

-=p




5. Méjte plot postaveny na grafu funkce 21/, jehoZ vyska v bod¢ (x, 2,/x) ma vysku
24/x. Kolik materidlu se spotfebuje na plot pro 0 < z < 2?

=




6. Spocitejte povrch zdi postavené na kruznici o polomeéru 2, kterd zacind v nékterém
bodé¢ kruznice a jejiz vyska ve vzdalenosti s od tohoto bodu po oblouku kruZznice je 3s.

Konec piikladi 4.




Cviceni 4 :

Priklad. Méjte pecen chleba tvaru koule. UkaZte, Ze vSechny krajice stejné tloust’ky
maji stejné mnozstvi kirky.

\




Cviceni 4 :
Priklad. Méjte pecen chleba tvaru koule. UkaZte, Ze vSechny krajice stejné tloust’ky
maji stejné mnozstvi kirky.

\

Reseni. Budeme zkoumat povrch koule o poloméru R.

\




Cviceni 4 :

Priklad. Méjte pecen chleba tvaru koule. UkaZte, Ze vSechny krajice stejné tloust’ky
maji stejné mnozstvi kirky.

\

Reseni. Budeme zkoumat povrch koule o poloméru R.

\

UvaZzujme, Ze tento povrch vznikl rotaci kruZnice 22 + y*> = R? okolo osy z.

\




Cviceni 4 :

Priklad. Méjte pecen chleba tvaru koule. UkaZte, Ze vSechny krajice stejné tloust’ky
maji stejné mnozstvi kirky.

\

Reseni. Budeme zkoumat povrch koule o poloméru R.

\

UvaZzujme, Ze tento povrch vznikl rotaci kruZnice 22 + y*> = R? okolo osy z.

\
PopiSeme kruznici parametricky x = ¢(t) = Rcost, y = ¢(t) = Rsint, t € (0, 2m7).

=)




Krajic odpovida jistému intervalu (a,b) C (0, 7). Uvazujeme krajice vzniklé ukroje-
nim pomoci roviny kolmé k ose x.

\




Krajic odpovida jistému intervalu (a,b) C (0, 7). Uvazujeme krajice vzniklé ukroje-
nim pomoci roviny kolmé k ose x.

\




Krajic odpovida jistému intervalu (a,b) C (0, 7). Uvazujeme krajice vzniklé ukroje-
nim pomoci roviny kolmé k ose x.

\

\

Pro vypocet povrchu vzniklého rotaci se pouZzije vzorec

on / 6(8)| /(D) + 920 dt.




Krajic odpovida jistému intervalu (a,b) C (0, 7). Uvazujeme krajice vzniklé ukroje-
nim pomoci roviny kolmé k ose x.

\

\

Pro vypocet povrchu vzniklého rotaci se pouZzije vzorec

on / 6(8)| /(D) + 920 dt.

\

Dostaneme tedy

b b
27r/ |Rsint|\/R2sin2t+R2(:os2dt = 27TR2/ | sint|dt .




Zkusime pro jednoduchost krajice (a, b) C (0, 7/2). Pak dostaneme

b
27TR2/ sintdt = 2nR(Rcosa — Rcosb) = 2nR(x, — 1) ,

kde z, = Rcosa je bod na intervalu (0, R), ktery odpovida prvni strané krajice (pro
t = a), podobné x; = Rcosb je bod na intervalu (0, R), ktery odpovida druhé stran¢
krajice (pro t = D).

\




Zkusime pro jednoduchost krajice (a, b) C (0, 7/2). Pak dostaneme

b
27TR2/ sintdt = 2nR(Rcosa — Rcosb) = 2nR(x, — 1) ,

kde z, = Rcosa je bod na intervalu (0, R), ktery odpovida prvni strané krajice (pro
t = a), podobné x; = Rcosb je bod na intervalu (0, R), ktery odpovida druhé stran¢
krajice (pro t = D).

\

Podobné Ize zpracovat i interval (7/2, ).

\




Zkusime pro jednoduchost krajice (a, b) C (0, 7/2). Pak dostaneme

b
27TR2/ sintdt = 2nR(Rcosa — Rcosb) = 2nR(x, — 1) ,

kde z, = Rcosa je bod na intervalu (0, R), ktery odpovida prvni strané krajice (pro
t = a), podobné x; = Rcosb je bod na intervalu (0, R), ktery odpovida druhé stran¢
krajice (pro t = D).

\

Podobné Ize zpracovat i interval (7/2, ).

\

Vysledkem je, Ze kirka na krajici je rovna 27 R krat tloust'ka x, — x;.




BTW, cely pecen ma tedy
povrch 47R% To je to-
lik, jako m4 veliky povrch
opsany valec.
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BTW, cely pecen ma tedy
povrch 47R% To je to-
lik, jako m4 veliky povrch
opsany valec.
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BTW, cely pecen ma tedy
povrch 47R% To je to-
lik, jako m4 veliky povrch
opsany valec.

Tedy, kdyz zapremySlime LEKCEI5-IAP
jesté trosku, vélcové mapy oo

zemského povrchu ukazuji obsah-param
obsah-polar

presné rozlohy jednotlivych objem
2 2 objem rotace 1
uzemi. objem rotace 2
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Urcité Slo pouzit 1 jiny po-
pis povrchu koule a tedy jiné
vzorecky.
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Urcité Slo pouzit 1 jiny po-
pis povrchu koule a tedy jiné
vzorecky.

\
V piipadé€ polarné zadané kiivky (r = p(t) = R, t € («, 3)):

\/
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Urcité Slo pouzit 1 jiny po-
pis povrchu koule a tedy jiné
vzorecky.

\
V piipadé€ polarné zadané kiivky (r = p(t) = R, t € («, 3)):

\/

3

27T/ p(t)sin(t)\/p2(t) + p2(t) dt = 27T/ Rsin(t)VR? + 02dt =

(@

B
= 27TR2/ sin(t) dt = 2nR*( cosa —cos 3 ) .

(@
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Urcité Slo pouzit 1 jiny po-
pis povrchu koule a tedy jiné
vzorecky.

\
V piipadé€ polarné zadané kiivky (r = p(t) = R, t € («, 3)):

\/

3

27T/ p(t)sin(t)\/p2(t) + p2(t) dt = 27T/ Rsin(t)VR? + 02dt =

(@

B
= 27TR2/ sin(t) dt = 2nR*( cosa —cos 3 ) .

(@
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Nastésti je to stejné.




Konec cviceni 4.




FYZIKALNI APLIKACE




FYZIKALNI APLIKACE

Pouziti integralu ve fyzice je
velmi mnohostranné.
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\

V této kapitole bude uvedeno jen ne€kolik zdkladnich aplikaci v mechanice.

\

FYZIKALNI APLIKACE

Pouziti integralu ve fyzice je
velmi mnohostranné.
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\

V této kapitole bude uvedeno jen ne€kolik zdkladnich aplikaci v mechanice.

\

FYZIKALNI APLIKACE

Pouziti integralu ve fyzice je
velmi mnohostranné.

V pozd¢jsich kapitolach budou pfi riznych pfileZitostech uvedeny dalsi aplikace inte-

grilu ve fyzice.
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POHYB




\

Jestlize se bod pohybuje po piimce (napf. po ose x) a znaci-li s(t) souradnici bodu v
Case t, je s'(t) okamZita rychlost v(t) v Case t a v/(t) = s”(t) okamzité zrychleni v Case

\

POHYB
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Jestlize se bod pohybuje po piimce (napf. po ose x) a znaci-li s(t) souradnici bodu v
Case t, je s'(t) okamZita rychlost v(t) v Case t a v/(t) = s”(t) okamzité zrychleni v Case

\

POHYB

Umite to vysvétlit?
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Je-li tedy ddna zdvislost rychlosti na ¢ase funkci v(t), nenf

b
/v(t) dt = s(b) — s(a)

yjeta vzdalenost, ale zména polohy pohybujiciho se bodu.

m
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Je-li tedy ddna zdvislost rychlosti na ¢ase funkci v(t), nenf

b
/v(t) dt = s(b) — s(a)

yjeta vzdalenost, ale zména polohy pohybujiciho se bodu.

m

\/

Ujeta délka cesty od okamZiku ¢t = a do okamZiku ¢t = b se spocCte integralem

/ab\v(m dt .

LEKCE15-IAP

délka

obsah
obsah-param
obsah-polar

objem
objem rotace 1
objem rotace 2

délka

povrch

povrch rotace

Vv

M

M

Guldin objem
prace
Poznamky
12345678
Ptiklady
12345678
Otéazky
12345678
Cviceni
12345678
Uceni
12345678



Je-li tedy ddna zdvislost rychlosti na ¢ase funkci v(t), nenf

b
/v(t) dt = s(b) — s(a)

yjeta vzdalenost, ale zména polohy pohybujiciho se bodu.

m

\/

Ujeta délka cesty od okamZiku ¢t = a do okamZiku ¢t = b se spocCte integralem

/ab\v(m dt .
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SORRY :-)




- OVOrTO<x
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TEZISTE
{

Zhruba fecCeno, soustiedi-li se do t€zisté télesa hmotnost celého télesa, pak (tithové)
momenty (Vzhledem k né¢jakym osam) tézisté a celého télesa se rovnaji.

\/
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TEZISTE
{

Zhruba fecCeno, soustiedi-li se do t€zisté télesa hmotnost celého télesa, pak (tithové)
momenty (Vzhledem k né¢jakym osam) tézisté a celého télesa se rovnaji.

\
Podobné jako u vypocCtu velikosti mnoZzin je 1 u zjiSt' ovani t€zisté vhodné zacit u jed-
nodimenziondlnich objekti (tj. drat) a postupné zvysSovat dimenzi.

\
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TEZISTE
{

Zhruba fecCeno, soustiedi-li se do t€zisté télesa hmotnost celého télesa, pak (tithové)
momenty (Vzhledem k né¢jakym osam) tézisté a celého télesa se rovnaji.

\
Podobné jako u vypocCtu velikosti mnoZzin je 1 u zjiSt' ovani t€zisté vhodné zacit u jed-
nodimenziondlnich objekti (tj. drat) a postupné zvysSovat dimenzi.

\

Vzhledem k pozd€jSimu snadné€jSimu pristupu pomoci integralu funkci vice promén-
nych a plosnych integrali bude zvySovani dimenze ukonéeno u rovinnych desek.

\
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\

Zhruba fecCeno, soustiedi-li se do t€zisté télesa hmotnost celého télesa, pak (tithové)
momenty (Vzhledem k né¢jakym osam) tézisté a celého télesa se rovnaji.

\/

Podobné jako u vypocCtu velikosti mnoZzin je 1 u zjiSt' ovani t€zisté vhodné zacit u jed-
nodimenziondlnich objekti (tj. drat) a postupné zvysSovat dimenzi.

\

Vzhledem k pozd€jSimu snadné€jSimu pristupu pomoci integralu funkci vice promén-
nych a plosnych integrali bude zvySovani dimenze ukonéeno u rovinnych desek.

\

TEZISTE

Tenky drat se bude v nasle-
dujicim postupu povazovat
za kfivku. Drat nemusi byt
homogenni a jeho hustota je
dand néjakou funkci h.
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Nejjednodussi je pripad, kdy drat je rovny — pak ho lze umistit na kladnou osu z s
jednim koncem do pocatku a druhym do bodu d, kde d je délka dratu. Hustota A je
funkce definovana na intervalu [0, d].

\
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Nejjednodussi je pripad, kdy drat je rovny — pak ho lze umistit na kladnou osu z s
jednim koncem do pocatku a druhym do bodu d, kde d je délka dratu. Hustota A je

funkce definovana na intervalu [0, d].

\

Hmotnost M  dratu = se
spocCte ,seCtenim" hmot-

nosti h(x)dx malinkych
dilki dx a je tedy rovna

Jih(z) dx.
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Nejjednodussi je pripad, kdy drat je rovny — pak ho lze umistit na kladnou osu z s
jednim koncem do pocatku a druhym do bodu d, kde d je délka dratu. Hustota A je

funkce definovana na intervalu [0, d].

\

\

TEziste zfejme bude leZet na ose z, feknéme v bod¢e 7'. Podle tvodniho vysvétleni musi
byt moment dratu roven momentu tézisté, coz je 1. M (pocitd se moment vzhledem k

pocatku).

\

Hmotnost M dratu se
spocCte ,seCtenim" hmot-
nosti h(x)dx malinkych
dilki dx a je tedy rovna

fodh(x) dx.
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Nejjednodussi je pripad, kdy drat je rovny — pak ho lze umistit na kladnou osu z s
jednim koncem do pocatku a druhym do bodu d, kde d je délka dratu. Hustota A je
funkce definovana na intervalu [0, d].

\

Hmotnost M dratu se
spocCte ,seCtenim" hmot-
nosti h(x)dx malinkych
dilki dx a je tedy rovna

fodh(x) dx.
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vvvvv
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Necht’ je nyni drat zahnuty, napf. je grafem funkce y = f(z) na intervalu (a,b). V
bodé€ (z, f(x)) ma drat hustotu h(x).

\




Necht’ je nyni drat zahnuty, napft. je grafem funkce y = f(x) na intervalu (a,b). V
bod¢ (x, f(x)) ma drat hustotu h(x).

\/

Hmotnost M dratu se opét spocte ,,sectenim" hmotnosti jednotlivych dilki ds a je tedy
rovna [h(z)ds = [‘h(z)\/T + [2(z) dx.
\
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Necht’ je nyni drat zahnuty, napft. je grafem funkce y = f(x) na intervalu (a,b). V
bod¢ (x, f(x)) ma drat hustotu h(x).

\/

Hmotnost M dratu se opét spocte ,,sectenim" hmotnosti jednotlivych dilki ds a je tedy

rovna [h(z)ds = [‘h(z)\/T + [2(z) dx.
¥

Necht' ma t€zisté souradnice (7, 7},) a ma hmotnost M. Jeho momenty vzhledem k
osam x, y budou momenty dratu vzhledem k témto osdm.

\
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Necht’ je nyni drat zahnuty, napft. je grafem funkce y = f(x) na intervalu (a,b). V
bod¢ (x, f(x)) ma drat hustotu h(x).

\/

Hmotnost M dratu se opét spocte ,,sectenim" hmotnosti jednotlivych dilki ds a je tedy

rovna fabh(:z:') ds = fabh(a:)\/l + f2(x) dx.
\

osam x, y budou momenty dratu vzhledem k témto osdm.

\
Moment M, dratu vzhledem k ose X je souc¢et momentu jednotlivych dilkd, tj. fabyh(x) s ERECEISIAP

J2F(@)h(z)y/T+ f2(z) dx.
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Necht’ je nyni drat zahnuty, napft. je grafem funkce y = f(x) na intervalu (a,b). V
bod¢ (x, f(x)) ma drat hustotu h(x).

\/

Hmotnost M dratu se opét spocte ,,sectenim" hmotnosti jednotlivych dilki ds a je tedy

rovna fabh(:z:') ds = fabh(a:)\/l + f2(x) dx.
\

osam x, y budou momenty dratu Vzhledem k témto osdm.

\

Moment M, dratu vzhledem k ose x je souc¢et momenti jednotlivych dilkd, tj. fabyh(

I) \/ 1+ f’2 (33') dx. Obsoaglsah—param
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objem
# objem rotace 1
objem rotace 2

Moment M, vzhledem k ose y je roven f zh(z)y/1+ f?(x)dx. bovreh

povrch rotace
pohyb

Vv

VWV v

) dS LEKCEIS IAP

Xy

Guldin obJem
préce
Poznamky
Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Porovnanim momenti M, a M, se dostanou vzorce

T — fabwh(x)\/mdx
['h(z)/T+ F2@) dx

_ L @h@)y/1+ ) ds

y =

['h(x)/T+ f2(z) dx
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Porovnanim momenti M, a M, se dostanou vzorce

- Jeh@ I PR [f@)h@)y/ T+ @) dc

[h@)V/IT @ " [h@)y/IT 2w dx

Vzorec pro parametricky za-
dané kiivky se ziskd stan-
dardnim zplisobem: za x,y
se dosadi prislu§né paramet-
rické funkce o, 1.
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Pozor! Zkusime dréty s kon-
stantni hustotou.




\

Necht’ je nyni i = 1; pak je hmotnost dratu rovna jeho délce L.

\/

Pozor! Zkusime draty s kon-
stantni hustotou.
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\

Necht’ je nyni i = 1; pak je hmotnost dratu rovna jeho délce L.

\

Vynasobite-li vzorec pro 7, jmenovatelem a dale Cislem 27, dostanete

kde S je povrch rotacniho télesa vzniklého rotaci dratu okolo osy .

\

Pozor! Zkusime draty s kon-
stantni hustotou.

2, L =5,
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Pozor! Zkusime draty s kon-
stantni hustotou.

\

Necht’ je nyni i = 1; pak je hmotnost dratu rovna jeho délce L.

\

Vynasobite-li vzorec pro 7, jmenovatelem a dale Cislem 27, dostanete
2, L =5,

kde S je povrch rotacniho télesa vzniklého rotaci dratu okolo osy .

\

Uvedena rovnost rikd, Ze tento povrch je rovny plose valcové plochy o poloméru 7, a

vysce L.

=)
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Zhruba lze fici, Ze je délka
kfivky soustredéna v te€zisti
a to obiha kolem osy =.
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Zhruba lze fici, Ze je délka
kfivky soustredéna v te€zisti
a to obiha kolem osy =.

\

Tomuto vzorci se nékdy tikd Guldinovo pravidlo pro rotacni plochy:
VETA. Plocha rotaéniho t&lesa vytvoreného rotaci rovinné kiivky C' kolem pfimky p je

rovna nasobku délky kfivky C' a obvodu kruZnice o poloméru rovném vzdalenosti t€Zisté
kiivky C' od p.

=)
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Ukézka rotacni plochy a je-
jitho rozvinuti pomoci Gul-
dinova pravidla.
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Tenkou rovnou desku (napt. plech) je mozné pokladat za mnoZinu v roviné, na kterém
je definovana funkce h(x, y) udavajici hustotu v bod¢ (z, y).

\
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Tenkou rovnou desku (napt. plech) je mozné pokladat za mnoZinu v roviné, na kterém
je definovana funkce h(x, y) udavajici hustotu v bod¢ (z, y).

\

Pfi vypoctu t€zisteé desky lze postupovat stejné jako u vypoctu t€zisté dratu.

\/
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Tenkou rovnou desku (napt. plech) je mozné pokladat za mnoZinu v roviné, na kterém
je definovana funkce h(x, y) udavajici hustotu v bod¢ (z, y).

\

Pfi vypoctu t€zisteé desky lze postupovat stejné jako u vypoctu t€zisté dratu.

\/

Zatim vSak neni definovan integral pfes mnoZiny v rovin€ a tak je nutné postup roz-
delit. Vypocet hmotnosti je podobny vypoctu plochy. Udélaji se fezy desky kolmé napf.
na osu z a zjisti se jejich hmotnosti a ty se pak ,,seCtou".

\
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Tenkou rovnou desku (napt. plech) je mozné pokladat za mnoZinu v roviné, na kterém
je definovana funkce h(x, y) udavajici hustotu v bod¢ (z, y).

8

vvvvvvvv

\/

Zatim vSak neni definovan integral pfes mnoZiny v rovin€ a tak je nutné postup roz-
delit. Vypocet hmotnosti je podobny vypoctu plochy. Udélaji se fezy desky kolmé napf.
na osu z a zjisti se jejich hmotnosti a ty se pak ,,seCtou".

\

Je-li deska napf. mnoZinou bodii leZicich mezi grafy dvou funkei ({(z,y); € (a,b), g(x) < CEISIAD
y < f(x)}) a hustota je dana funkei h(x y) pak hmotnost M je rovna délka '
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M = h(z,y) dy> dx. objem
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Tenkou rovnou desku (napt. plech) je mozné pokladat za mnoZinu v roviné, na kterém
je definovana funkce h(x, y) udavajici hustotu v bod¢ (z, y).

\

Pfi vypoctu t€zisteé desky lze postupovat stejné jako u vypoctu t€zisté dratu.

\/

Zatim vSak neni definovan integral pfes mnoZiny v rovin€ a tak je nutné postup roz-
delit. Vypocet hmotnosti je podobny vypoctu plochy. Udélaji se fezy desky kolmé napf.
na osu z a zjisti se jejich hmotnosti a ty se pak ,,seCtou".

\

Je-li deska napf. mnoZinou bodii leZicich mezi grafy dvou funkei ({(z,y); € (a,b), g(x) < CEISIAD
y < f(x)}) a hustota je dana funkei h(x y) pak hmotnost M je rovna délka '
obsah-param

M d d obsah-polar
h(x X. objem
? y) y objem rotace 1
objem rotace 2
délka
povrch

‘ povrch rotace
pohyb

Vv

Ny

Xy

Guldin obJem
s v s z P préce/
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nost fezu urceného kolmici Priklady
v bod€ = a vnéjsi integral je
vSechny ,,sCita".
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Stejnym zplisobem se urci momenty desky vzhledem k osdm =z, y: uréi se moment
vzhledem k ose z fezu desky kolmého na osu x a tyto momenty se ,,seCtou".

\
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Stejnym zplisobem se urci momenty desky vzhledem k osdm =z, y: uréi se moment
vzhledem k ose z fezu desky kolmého na osu x a tyto momenty se ,,seCtou".

\

Dostane se

b, rf(z)
a ~Jg(x)

a podobné se vypocte M,

\
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Stejnym zplisobem se urci momenty desky vzhledem k osdm =z, y: uréi se moment
vzhledem k ose z fezu desky kolmého na osu x a tyto momenty se ,,seCtou".

\

Dostane se

b f(=)
M:C — / (/ yh(CL', y) dY) dx
a ~Jg(z)

a podobné se vypocte M,

\

VWV v

J15) yh(e,y) dy) dx

f (ff h(zx,y dy) dx fab(
) Ty -
LS by ay) ax K

fg{;f h(z,y) dy) dx
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Odvodime dalsi pravidlo:




\

Necht’ je nyni i = 1; pak je hmotnost desky rovna jeho obsahu P.

\/

Odvodime dalsi pravidlo:

LEKCE15-IAP
délka
obsah
obsah-param
obsah-polar
objem
objem rotace 1
objem rotace 2
délka

povrch
povrch rotace
pohyb
teziste
téZisté dratu
Guldin plocha
téziste desky
Guldin objem
prace
Pozndmky
12345678
Ptiklady
12345678
Otéazky
12345678
Cviceni
12345678
Uceni

12345678



\

Necht’ je nyni i = 1; pak je hmotnost desky rovna jeho obsahu P.

\

Odvodime dalsi pravidlo:

Podobn¢ jako u drétu se upravou vzorce pro 7; dostava

kde V' je objem rotacniho télesa vzniklého rotaci plechu okolo osy .

\

b
2T, P =2 [ (£(0) - g¥e))/2dx =V
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Odvodime dalsi pravidlo:

\

Necht’ je nyni i = 1; pak je hmotnost desky rovna jeho obsahu P.

\

Podobn¢ jako u drétu se upravou vzorce pro 7; dostava

b
2nT,.P = 2%/(f2(x) —¢*(2))/2dx =V
kde V' je objem rotacniho télesa vzniklého rotaci plechu okolo osy .

\

Podobné jako u plochy rotaCniho t€lesa je tedy 1 objem pocitan jako by byla zakladni

plocha, ktera rotuje, soustfedéna do t€zisté a to obihalo kolem osy .

-=p
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Tomuto vzorci se nékdy tikd Guldinovo pravidlo pro rotaCni objemy:

VETA. Objem rotacniho télesa vytvoreného rotaci rovinné mnoziny A kolem pifimky
p, neprotinajici mnoZinu A, je rovna ndsobku obsahu mnoziny A a délky kruZnice o
poloméru rovném vzdalenosti tézist¢ mnoziny A od p.

Ukazka rotaCniho t€lesa a
jejtho  narovndni pomoci

Guldinova pravidla.
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SILA, PRACE




SILA, PRACE

\

Klasicky vzorec W = F'd vypocitava praci IV vykonanou ptisobenim sily F' po draze
délky d (sila ptisobi ve sméru drahy).
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\

Klasicky vzorec W = F'd vypocitava praci IV vykonanou ptisobenim sily F' po draze

SILA, PRACE

délky d (sila ptisobi ve sméru drahy).

\

Jestlize se velikost sily v
jednotlivych bodech drahy
meéni, je nutné pouzit inte-
graci.
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Necht' ve sméru osy x pusobi sila velikosti F'(x) v bod€ x. Jeji prace na tseku dx je
rovna f(z)dx (na tak malém tseku lze povazovat silu za konstantni).

\/
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Necht' ve sméru osy x pusobi sila velikosti F'(x) v bod€ x. Jeji prace na tseku dx je
rovna f(z)dx (na tak malém tseku lze povazovat silu za konstantni).

\/

Celkova prace vykonana na
intervalu |a,b] pasobenim
této sily je tedy

s LEKCE15-IAP
W= | F(x)dx. délka
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Je-li deska ponofena kolmo do kapaliny, pisobi na maly dilek dx desky hydrostaticka
sila hz dx (z jedné strany desky), kde h je hustota kapaliny a = je vzdalenost dilku od
hladiny kapaliny.

\
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Je-li deska ponofena kolmo do kapaliny, pisobi na maly dilek dx desky hydrostaticka
sila hz dx (z jedné strany desky), kde h je hustota kapaliny a = je vzdalenost dilku od

hladiny kapaliny.
\

hloubka

sila
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Je-li deska ponofena kolmo do kapaliny, pisobi na maly dilek dx desky hydrostaticka
sila hz dx (z jedné strany desky), kde h je hustota kapaliny a = je vzdalenost dilku od
hladiny kapaliny.

\

hloubka
sila

\

Je-1i [(x) délka mnoZiny bodl desky, které jsou vSechny vzdalené x od hladiny, je
hydrostaticka sila piisobici na tuto mnozinu rovna hzl(x) dx a celkova hydrostaticka sila
plisobici na jednu stranu desky je tedy fabhxl(x) dx, kde a, b jsou nejmensi, resp. nejvetsi,
vzdélenosti bodu desky od hladiny. Méni-li se hustota kapaliny s hloubkou, misto A se
pise h(x).

=)

LEKCE15-IAP
délka
obsah
obsah-param
obsah-polar
objem
objem rotace 1
objem rotace 2
délka
povrch
povrch rotace
pohyb

Vv

Vv

Vv

Guldin objem
prace
Poznamky
Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Podobnym zptsobem Ize
pouzivat integraly 1 v dal-
Sich situacich, vSude, kde
nejsou pouzivané funkce
konstantni a napf. meéni
se s Casem. Muze to byt i
vypocet Sifeni chorob nebo
toku financi apod.
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Priklady 5 :

1. Necht’ se bod pohybuje po pifimce rychlosti 57 cos(mt) m/sec v Case t. Zjistéte
zménu polohy body od ¢ = 0 do ¢t = 1 sec nebo do ¢t = 3/2 sec. Jakou vzdalenost bod
urazil za prvni sekundu?

—p




2. Ukazte, ze homogenni ty¢ ma téziSté uprostied.




3. Najdéte tézisté tyCe o délce Sm, kterd ma hustotu (14 /5) kg/m, kde x je vzdalenost
od jednoho zvoleného konce tyce.

=




Y VvV * Vv

kruznice x = rcost,y = rsint,t € [0, 7], s hustotou h(t) = t.

=P




YV * Vv




VWV v

umérnou |y|.

=)




7. Kolik prace se vykon4 stlaenim péra z 2m na 1,5m, je-li konstanta péra rovna 10?
(Pouzijte Hooketliv zdkon F' = —kx, kde F je sila, k je konstanta péra a x je prislusna
draha.)

—p




8. Kolik préce je potieba k vypumpovani vody z plné nadrze tvaru polokoule o polo-
méru 3m umisténé vrcholem dolti do vysky 2m nad horni ¢ast nadrze?

-




9. Dvacetilitrovou nadobu t€zkou 2kg naplnite vodou a vytadhnete na lané (1m lana
vazi 1kg) do vysky 20m stdlou rychlosti 4m/sec. Nadoba je dérava a nahoru vytdhnete
jen 101 vody. Jakou praci vykonate?

=)




10. Jaky hydrostaticky tlak plisobi na jednu stranu desky tvaru lichobéznika ponofenou
svisle do vody s horni hranou 4m pod hladinou? LichobéZnik ma spodni stranu dlouhou
8m, horni stranu 6m a vySku rovnou 6m.

Konec piikladt 5.




CviCeni 5 :

Pfiklad. Najdéte téZist¢ homogenniho dratu ohnutého do tvaru ptilkruznice.

\




CviCeni 5 :

Pfiklad. Najdéte téZist¢ homogenniho dratu ohnutého do tvaru ptilkruznice.

'

VWV v

L fxdm . fydm
fldm’y [1dm




Cviceni 5 :

Piiklad. Najdéte téZisté homogenniho dratu ohnutého do tvaru pulkruZnice.

\

Reseni. Pfipomenime, Ze soutfadnice (z, ) téZisté dratu jsou urceny vzoreCkem

__fxdm __fydm
t fldm’y_ fldm'
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Parametricky popis dratu zvolime
r =rcost, y=rsint.

(r cos t, rsin ¢)

=|




Parametricky popis dratu zvolime

r =rcost, y=rsint.

(r cos t, rsin ¢)

Iy
X
Pak -
o [z dm B Jy reost-h-rdt B hr?[sin t]7 _
-~ [1dm Jo b dt -kt




Parametricky popis dratu zvolime

r =rcost, y=rsint.

(r cos t, rsin ¢)

=|

Pak -
o [z dm B Jy reost-h-rdt B hr?[sin t]7 B
-~ [1dm Jo b dt -kt
 /
Podobné

foﬁfrsint-h-rdt B hrz[—cost]f)r

v [1dm Jo herdt hr(t]?

2r

/s




Priklad. Kolik prace je potfeba k vypumpovani vody z plné nadrze tvaru polokoule o
poloméru » = 3 m umisténé vrcholem dold do vysky h = 2 m nad horni ¢ast nadrze?

\




Priklad. Kolik prace je potfeba k vypumpovani vody z plné nadrze tvaru polokoule o
poloméru » = 3 m umisténé vrcholem dold do vysky h = 2 m nad horni ¢ast nadrze?

{

Reseni. Budeme uvaZovat pohyb vrstvy vody v hloubce z > 0.

\




Priklad. Kolik prace je potfeba k vypumpovani vody z plné nadrze tvaru polokoule o
poloméru » = 3 m umisténé vrcholem dold do vysky h = 2 m nad horni ¢ast nadrze?

{

Reseni. Budeme uvaZovat pohyb vrstvy vody v hloubce z > 0.

\

I

4 (x)




Jde o vrstvu o velikosti 7(r* — x?).

\




Jde o vrstvu o velikosti 7(r* — x?).

\

Tato vrstva bude putovat po draze x + h.

\




Jde o vrstvu o velikosti 7(r* — x?).

\

Tato vrstva bude putovat po draze x + h.

\

Potiebn4 sila bude rovna k - 7w(r? — 22), kde k je titha 1 m® vody.

\




Jde o vrstvu o velikosti 7(r* — x?).

\

Tato vrstva bude putovat po draze x + h.

\

Potiebn4 sila bude rovna k - 7w(r? — 22), kde k je titha 1 m® vody.
\

Prace na vypumpovani se bude pocitat integrovanim "piispévkl" jednotlivych vrstev
k-m(r? —2?) - (x + h) podle vzoretku "prace=sila x draha".

\




Jde o vrstvu o velikosti 7(r* — x?).

\

Tato vrstva bude putovat po draze x + h.

\

Potiebn4 sila bude rovna k - 7w(r? — 22), kde k je titha 1 m® vody.
\

Prace na vypumpovani se bude pocitat integrovanim "piispévkl" jednotlivych vrstev
k-m(r? —2?) - (x + h) podle vzoretku "prace=sila x draha".

\

Tedy celkova prace bude vyjadiena integralem

/Ork:-w(rz—xz)-(x+h) dx =

225k
T




Kazda hloubka prlna51 svoji
informaci, kolik prace na ni
bude potreba.
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Kazda hloubka prlna31 svoji
informaci, kolik prace na ni
bude potreba.
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Konec cviceni 5.
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