Derivace funkce

Mz

Derivace je jednim z hlavnich néstroji matematické analyzy. V pfisti ¢asti ukdZzeme, jak mnoho raznorodych
aplikaci derivace ma.

Tato ¢4st je vénovana zdkladnim vlastnostem de-
rivace a jejim vypoctim.

Geometricky lze derivaci funkce v néjakém bodé chépat jako smérnici tecny grafu této funkce v daném bodé¢.

tecna

vy,

Tecna jako pfimka je grafem nejjednodussi funkce, tzv. linedrni funkce a do jisté miry aproximuje funkci v
nejblizsim okoli bodu dotyku.

Z této predstavy asi uz lze poznat proc se derivace tolik pouZivaji.

te¢na

funkce

Jde tedy v podstaté o linedrni aproximaci funkce.




| Jesté Ze se nechtéji kvadratické aproximace. I

(a3

Na aproximace vysSich fadua si pockame do dalsi
kapitoly.

Definice bude uvedena v obecném tvaru a derivace funkce f bude definovdna v hromadnych bodech D(f),
které do D(f) ndlezi.

Nejvétsi pouziti v dalsich castech bude ovSem
piipad, kdy defini¢ni obor f je interval a defi-
nice derivace ma tedy smysl v kaZzdém jeho bodu
(kazdy bod intervalu je jeho hromadnym bodem).

DEFINICE. Necht ¢ je hromadny bod defini¢niho oboru funkce f. JestliZe existuje
I = ()

T—C xr—cC

)

oznalime ji f’(c) a nazveme derivaci funkce f v bodé& c.

Defini¢ni obor derivace f/ je {c € D(f); f'(c) €
R} aje tedy vzdy Easti defini¢niho oboru funkce
f @ kdyz se funkce f’ d4 rozsifit na vétsi mno-
Zinu).

Vezmeme-li v definici f/(c) limitu zprava (resp. zleva), dostaneme derivaci zprava fﬁr(c) (resp. derivaci zleva

fr(e).



tecna

funkce

Jednostranna derivace je jako jednostranna tecna.

Jde o tenu, bere se i ,teCna" ve svislém sméru.

teCna

funkce

Derivace nemusi byt kone¢na.

Znaceni derivaci je vice a kazdd volba md nékteré vyhody a nékteré nevyhody: pro funkci y = f(x) se derivace
y' v bodé ¢ Casto znalf jako symbol %(C) nebo %(C).

U tohoto znacenfi se poznd, kterd proménnd se derivuje, stejné tak u znaceni (pouZivaného hlavné pro funkce
vice proménnych) fz(c).

Koukejte se na to jednoduse. Derivace je prosté
limita. Sice jiné funkce, ale to je jedno.




>I >0

Ad
pfiblizna rychlost = T

CAS

Ten zlomek v limité pro derivaci odpovida pri-
mérné rychlosti, jak se funkce méni. Limitou zis-
kdme ,,okamZitou rychlost".

Zase je tu jeden maly prolémek. Pfi osové syme-
trii v roving se bod P zobrazi na bod P’. Pfi deri-
vovdani se funkce f zobrazi na funkci f/. Nejsem
potiZista, ale nahlasit by se to mélo.

Pozndmky 1 Priklady 1 Otazky 1 Uceni 1

DERIVACE A SPOJITOST

Vlastn{ derivace je silnd vlastnost. Plyne z ni spo-
jitost.




| Smiila Ze ne naopak. I

VETA. Mai-li funkce v néjakém bod¢ vlastni derivaci, je v tomto bodé spojita.

Diukaz. Mé-li funkce f v a derivaci, je a hromadnym bodem D( f). Pokud f neni v a spojitd, existuje ryze mono-
tonni posloupnost {z,} C D(f) konvergujici k a takovd, Ze existuje lim f(zy,) # f(a), §., Um(f(zpn) — f(a)) #
0.

Potom

. a) . .
lim ) je nevlastni ,

a tedy derivace f v a nemiZe byt vlastni. <&

Citite taky ty vibrace. Ten diikaz je genidlni !!!

Podobné pro jednostrannou derivaci a jednostrannou spojitost. Jestlize ma tedy funkce v néjakém bodé obé
jednostranné derivace vlastni (mohou byt rtizné), je v tomto bodé spojita.

| Spojitd funkce nemusi mit derivaci. I



"teCna" 44 seCna

Nevlastni derivace nezarucuje spojitost. U funkce
sign nejde o te¢nu.

Poznamky 2 Piiklady 2

DERIVACE A KONSTRUKCE FUNKCI

Dozvime se, jak se pocitaji derivace souctu a soucinu, slozZené funkce a podobné.

Jsou to jakési derivace v prasku. Misto pocitani
derivaci jako limit si zvykneme na vzorecky. Moc
se to bude hodit pfi vypoctech.

Nevyskytuji se tu konstrukce funkci pomoci uspofddani (napf. max) protoze v takovych piipadech nemusi
derivace ani u jednoduchych funkc{ existovat.

Aritmetické operace

VETA. Necht ¢ je bodem i hromadnym bodem D(f 4 g) a necht’ funkce f, g maji v bodé ¢ vlastni derivaci. Pak
plati:

L (f+9)(c)=[f(c)+d(c)
2. (f9)(c) = f'(c)g(c) + f(e)g' ()

3. prog(c) #0je

(/‘)/(“) _ F(Qg(e) = F)g' ()

g 92(c)



Dukaz. 1. Prvni rovnost se dostane piimym pouZitim véty o limité soutu funkef:

() e) -~ (Fla) + ()
() (@) + (o) ()
- i (@@ — @) |y, 9@ —9(a) :9(‘1) -
= flla)+4'(a).

(f.9)(x) — (f-9)(a)

(.9)'(a) e
o J@)0) ~ Ja)gla)
_ iy Y@ (@) — fa) + f(2)(9(z) — g(a)) _
=t oo i FE =0+ i ) i, £5 0 -
= g(@)f'(a)+ f(a)g'(a).

V posledni rovnosti se vyuzilo spojitosti funkce f v bod€ a (ma tam vlastni derivaci).

Byl tam TRIK !!! Byl tam TRIK !!! Byl tam
TRIK !!! Néco se pficetlo a odecetlo.




3. Postup pfi ziskani derivace podilu je stejny jako u jako derivace soucinu:

(Yo - B0

g r—a r—a
flx) _ f(a))
— lim 9@ 9@ _
r—a r—a
g(a)f(@)—f(a)g(z))
— i 9@)(a)
r—a xr—a
9(a)(f(z)—f(a))—f(a)(g(z)—g(a)))
C lm 9(@)a(a) _
Tr—a Tr—a

r—a

1
= lim 7( lim g(a) lim

z—a g(x)g(a)

FD) 1)y g i 90 =510)Y

r—a Tr—a T—a T—a Tr—a

g(@)f' (@) — f(@)g'(a)

92(a)

Opét bylo pro posledni rovnost pouzito skutecnosti, Ze g je spojitd v a.

| Pouzili jsme nékde néjakou vétu? ANO. I

Tvrzeni o souctu ma jednoduchou geometrickou interpretaci.

(f+g) + d(f+g)

(f+g)

Prirtstek plochy odpovidajici souctu f a g je
souctem piirastkl jednotlivych funkei.

Tvrzeni o souc¢inu m4 jednoduchou geometrickou interpretaci.

fdg dfdg

g(/f



Zvétsovani plochy odpovidajici f.g da vzniknout
trem obdélnikiim. Dva vétsi odpovidaji vzorecku
pro derivaci soucinu, tieti je fadové mensi a v li-

s vz

mité (jde o prvni fad) se ztrati.

DUSLEDEK. Necht' funkce f, g maji v bodé€ c vlastni derivaci a p, ¢ € R. Pak plati:

®f)(c)=pf(c), (f=9)(c)=[f(c)=d'(c), (pf+a9)(c)=pf(c)+ag(c).

| Recepty do kucharky. I

| Za jakoukoliv dobrou vili predem dékuji. I

Pozndmky 3 Priklady 3 Otazky 3

Skldddni

Vzorec pro derivaci sloZené funkce patii mezi nejuzivanéjsi vzorce pii pocitani derivaci.




VETA. Necht' funkce g ma vlastni derivaci v bodé ¢ a funkce f md vlastni derivaci v bodé g(c), kde ¢ je
hromadnym bodem D(f o g).

Pak f o g ma vlastni derivaci v bodé ¢ a plati

(fog)(c)=f'(g9(c)) - d'(c).

Diikaz. Dokazuje se rovnost limg_. M = f'(g(c)) ¢ (c).

xr
Vezme se libovolnd prostd posloupnost {:c } z defini¢niho oboru funkce f o g konvergujici k c. Zvoli se takova
JeJ1 podposloupnost {xy, }, Ze bud’ g(xy,) # g(c) pro viechna n nebo g(xy, ) = g(c) pro vechna n (potom

g'(c) = 0.
V prvnim piipadé je (pro jednoduchost se pfedpoklada k,, = n):

fg(an)) = flg(0) _ (f(g(xn)) — fg(c)) glon) - g(c))

Ty —C g(zn) — g(c) x—c

Flolwn)) = £9(e)) | 9(wn) = g0
9(wn) — 9(0) o0

lim

lim

"(9(c)) g (c).

I
~

Ve druhém piipadé je
o L00n)) = F9(e)) _
Ty —C

coz je opét f'(g(c)) ¢’ (c). Podle 4. zdkladn{ vlastnosti limity posloupnosti je diikaz dokon&en. <&

DUSLEDEK. Derivace liché (sudé) funkce je sudd (resp. lichd) funkce.

| Japato asi bude ... I

Pozndmky 4 Ptiklady 4 Otazky 4 Cviceni 4

Inverzni funkce

Inverzni funkce k f, pokud existuje, je urCena jednoznacné funkci f a jeji vlastnosti 1ze popsat pomoci vlast-
nosti f.

| Zde to nebude jednoduché. I

10



Zde se déla hodné chyb, a s tim nic nenadélame.

Moje oblibena véta. Tady ud€lam chybu rad.

RYCHLOST =/" (x)

=/(x)

(x, /()

2,

RYCHLOST =1 %}

«—X—>

Jsi dvakrit rychlejsi odpovida derivaci 2. Jsi dva-
krat pomalejsi odpovida derivaci 1/2.

Nasledujici tvrzeni popisuje, jak lze i derivaci inverzni funkce k f vypocitat pomoci derivace funkce f.

VETA. Necht je funkce f spojitd a prostd na intervalu J a ma na ném derivaci. Pak jeji inverzni funkce ¢ md na
f(J) derivaci

1
f'(g(x))

pficemz v piipad& f’(g(z)) = 0 se chdpe pfevricend hodnota jako +o0c nebo —oo podle toho, je-li f rostouci nebo
klesajici.

g'(z) =

11



Dikaz. Necht a € f(J) a{yy} je ryze monoténni posloupnost v f(.J) konvergujici k a. Pro z, = g(yn),c = g(a)
plati z,, — ¢ (pro&?) tedy lim fan)=/(e) _ f(¢). Potom je pro f'(c) # 0

i IWn) —9(@) _ . wn—c 1 1
Yn —a flan) = fle)  f'e)  fg(a))

ProtoZe f je ryze monoténni, jsou i posloupnosti uvedenych zlomkd ryze monoténni. Proto v pifpadé f/(c) = 0
konverguji uvedené zlomky k 400, je-1i f rostouci a k —oo, je-li f klesajici. <&

To, Ze m4 inverzn{ funkce derivaci 1/ f je samo-
ziejmé. Problém je, kdyZ se ma napsat v kterém
bodé€ a nemutiZe se pfitom ukazovat prstem na ob-
razek.

| Ukazovat prstem se nemd. I

Poznamky 5 Priklady 5 Otazky 5 Cviceni 5

DERIVACE FUNKCE NA INTERVALU

Ma-li funkce vlastni derivaci v kaZzdém bodé néjakého intervalu, vyplyvaji z toho pro funkci a pro jeji derivaci
nékteré dilezité vlastnosti.

Prvni vlastnost (tzv. Darbouxova vlastnost) derivace o zobrazovani intervalu je obdobna vlastnosti spojitych
funkci (Bolzanova véta); zde vSak nebude tieba predpoklddat, ze derivace je spojita.

Dalsi vlastnost je i tzv. Rolleova véta o existenci bodu s nulovou derivaci. Posledni dvé véty jsou tzv. véty o
stredni hodnoté, které se budou Casto pouzivat.

Jsou to opravdu zndmé véty !!! Prvni jsem se do-
zvédél neddvno a tu druhou zndm od kolibky.

12



| Nejprve pomocnou véti¢ku. I

LEMMA. Necht mé funkce f v bodé ¢ € (a,b) maximdlni nebo minimdlni hodnotu na (a,b). Jestlize f'(c)
existuje, musi byt rovna 0.

Diikaz. Necht napi. f/(c) > 0. Pak podle véty o vztahu limity a uspofadani plati pro z € U \ {c}, kde U je n&jaké

okoli bodu ¢, nerovnost L=/ - atedy je f(z) > f(e)prox € U,x > ca f(x) < f(c)prox € U,z < c.

r—c
V bodé ¢ tedy f nemd ani minimalni ani maximalni hodnotu na (a, b). <&

| To je mij darek k Mezindrodnimu dni déti. I

VETA. Necht interval .J je ¢asti defini¢éniho oboru vlastni derivace funkce f. Pak f/(J) je bud’ bod nebo interval.

Darbouxova vilastnost

Diikaz. Postup diikazu je podobny dikazu Bolzanovy véty. Necht' p € (f/(a), f/(b)) C R pro néjakd a,b € J.
Nejdiive necht’ p = 0 atedy f'(a) < 0, f'(b) > 0, napf. pro a < b.

Protoze f je spojitd (existuje vlastni derivace), podle Weierstrassovy véty o maximu a minimu spojité funkce
dosahuje na [a, b] nejmensi hodnoty, napt. v bodé c. Je vidét, Ze ¢ € (a,b), nebot’ kdyby napf. ¢ = a, pak (viz
predchozi diikkaz) f(z) < f(a) = f(c) pro blizkd > a. Podle piedchoziho lemmatu je f'(c) = 0 = p.

V obecném piipadé se poloZi g(z) = f(z) — pz. Potom 0 € (¢'(a),¢'(b)) a tedy podle piedchozich dvah
existuje ¢ mezi a, b tak, Ze ¢’'(c) = 0 a tedy f'(c) = p. &

DUSLEDEK. Jestlize funkce f ma vlastni derivaci na intervalu .J, tak
1. f’ nemé na J Z4dné skoky (tj., body nespojitosti derivace jsou body oscilace),

2. je-li f monoténni, je spojitd.

Diukaz. Prvni Cést tvrzeni je zfejmd, druhd vyplyva z tvrzeni, Ze monoténni funkce bez skoki je spojitd. <

Poznamky 6 Piiklady 6 Otazky 6

Veéty o stredni hodnoté

Nasledujici vétu 1ze chdpat bud’ jako pomocné tvrzeni pro dalsi dvé véty (Lagrangeovu a Cauchyovu vétu)
anebo jako zdkladni vétu, z které obé dalsi véty snadno vyplyvaji.

13



Geometricky obé ndsledujici véty fikaji, Ze za danych podminek vzdy existuje teCna ke grafu funkce rovno-
béZna se spojnici krajnich bodd.

Cauchyova véta pak nalézd vhodny bod pro dvé funkce soucasné. Jiny pfistup k této vété umozni vypocet
prirtstku funkce pomoci derivace.

| AZ to nastane, budete si prat, aby to nenastalo. I

VETA. (Rolleova véta) Necht' funkce f je spojitd na uzavieném omezeném intervalu [a, b] a md derivaci v§ude
v otevieném intervalu (a, b). Jestlize f(a) = f(b), pak existuje ¢ € (a, b) takové, Ze f'(c) = 0.

Dikaz. Podle Weierstrassovy véty dosahuje f na [a, b] své nejvétsi i nejmensi hodnoty. Neni-li f konstantni (pak
/" je nulovd funkce a nenf co dokazovat), je jedna z t&chto hodnot rizna od f(a) = f(b); tedy je to hodnota v
néjakém bodé ¢ € (a, b). Podle piedchoziho lemmatu je f(c) = 0. &

| Ten bod dotyku lehce najdeme. I

VETA. (Lagrangeova véta) Necht' funkce f je spojitd na uzavieném omezeném intervalu [a, b] a ma derivaci
viude v otevieném intervalu (a, b). Pak existuje ¢ € (a, b) takové, Ze

1) = fa)

ey = 15
h — a
Dikaz. Funkce ) fla)
o) = 1) - 1O )
—a
spliiuje predpoklady Rolleovy véty a tedy existuje ¢ € (a,b) takové, Ze ¢'(c) = 0, tudiz f’(c) m4d hledanou
hodnotu. <

14



V podstaté odecteme linearni funkci a prevedeme
na predchozi vétu.

| Neni co fesit. I

DUSLEDEK. Jestlize ma funkce na intervalu derivaci rovnu 0, je na tomto intervalu konstantni.

Tak si tu klidné délame matiku a ono to opravdu
vypadd k svétu. To tvrzeni je opravdu silné.

DUSLEDEK. (O jednostranné derivaci ) Necht’ funkce f ma derivaci na otevieném intervalu (a, b) a je spojitd
zprava v bodé a. Jestlize existuje lim f’(x), pak se rovnd f’, (a).
.ITH(I+
Diikaz. Necht lim f/(z) = A. Podle Lagrangeovy véty existuje pro kazdé = € (a,b) bod c; € (a,x) tak, Ze
T—a4

f'ea) = (f(2) = f(a))/(z — a).

Pro libovolnou posloupnost {z} v (a, b) konvergujici k a konverguje i posloupnost {c,, } k a. Proto je

A=1lim f'(cy,) = limM.

Tp —a

15



ProtoZe {xy, } byla libovolnd, je f! (a) = A. &

Takové pouziti Lagrangeovy véty potési. Je do

opravdu pékné.

Tak to je uz opravdu matematika. UZ vdm v hos-
podé neporozumi a pivo s jednostrannou derivaci
nenalejou.

| Ted’ se nadechnéte a nedychejte. I

VETA. (Cauchyova véta) Necht funkce f, g jsou spojité na uzavieném omezeném intervalu [a, b] a maji derivaci
vSude v otevieném intervalu (a, b). Pak existuje ¢ € (a, b) takové, Ze

F(©)(g(b) — g(a)) = ¢'(c)(f(b) — f(a)).
Diukaz. Funkce
h(z) = f(x)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a))

spliiuje predpoklady Rolleovy véty a tedy existuje ¢ € (a, b) takové, Ze h'(c) = 0, coz ddvd hledanou rovnost. <

Zase jsme si nachystali jakousi pomocnou
funkci, pro kterou jsme pouzili Rolleovu vétu.
Kde se ta pomocna funkce vzala, to je nedilezitd
otdzka. Asi to nenf trividlni.

16



Specidlng, kdyZ ¢’ nenabyva hodnoty 0 v (a, b), existuje ¢ € (a, b) takové, Ze

Pro g(x) = z jde zde o Lagrangeovu vétu.
Tedy je Cauchyova véta pouze jakousi deformaci
Lagrangeovy véty. Tu deformaci déla derivova-
telna funkce g.

V hledaném bodé¢ bude tecna ke kiivce odpovidat
spojnici krajnich bodi. Mimochodem, ta klicka
tam nema co délat, pokud g bude monoténni.

Ta véta vypada tak nepouzitelnd, Ze jsem si ji za-
fadil do sbirky kuriozit. Pak jsem se dozvédél jeji
dasledky, ale stejné nechdpu, kdo, pro¢ a jak ji
vymyslel.

17



Je to prosté Lagrangeova (Rolleova) véta s ja-
kousi modifika¢ni vahovou funkci g. A ndhodou
to funguje.

Poznamky 7 Piiklady 7 Otazky 7 Cviceni 7

Derivace vysSich rada
Protoze derivace f/ funkce f je opét funkce, je mozné vzit derivaci (f’)’ funkce f’.

Dostane se tzv. druhd derivace funkce f, kterd se znalf struénéji f”.
Mizeme definovat obecné:

DEFINICE. Pron € N se definuje indukei (™) = (f(*=1Y kde f(9) = f. Funkce f(™) se nazyva n-td derivace
funkce f.

Jak uZ bylo vy3e naznaceno, druh4 derivace se misto f(2) zna&f f a podobné tieti derivace f”’. Pro &tvrtou
derivaci jsou uz 4 ¢arky méné vhodné.

Pokud se pouZije znaceni % pro derivaci, lze druhd derivace vyjadfit formdlné pravidly pro tpravu zlomki

() _d%
dx dz? -

=

. N ed n
Obecné se n-ta derivace znaci gx—}:b’.

Vv

Pro derivace vysSich radu lze samoziejmé pouzit odpovidajici tvrzeni pro derivace.
Napt.
1. existuje-li v bodé c vlastni derivace tietiho 7ddu, je druhd derivace v c spojitd

2.(f+9)™(c) = f™(c) + ¢ (c), md-li pravd strana smysl.
Obdoba posledniho tvrzeni pro souciny uz neni zcela trividln{ a je nutné je dokdzat (viz Otdzky):
VETA. Necht' funkce f, g maji v bod¢ c vlastni derivace az do fadu n vcetné. Pak plati

n

(f- ™) =) <r]1> FD (g™ (e).

1=0

Pro podil jednoduchy vzorec neexistuje. I

18



Pozndmky 8 Priklady 8 Otazky 8 Cviceni 8

Implicitné a parametricky zadané funkce

Implicitné zadané funkce

Implicitné zadand funkce f se zpravidla zaddva rovnici ve tvaru F'(z,y) = 0, kde F' je funkce dvou promén-
nych a proménnd y = f(z) se chdpe jako funkce proménné z, pro které plati uvedend rovnost (tj., grafem funkce
f je mnozina {(z,y); F(x,y) = 0}).

Jak bylo uvedeno v ¢asti o implicitné zadanych funkcich, takto zadand implicitni funkce neni obecné funkci ve
smyslu definice funkce. Nicméné byva funkci ,po ¢astech" a velmi Casto se pouziva.

Definice implicitné zadané funkce uz naznacuje, jak se bude derivovat. Pro zacatek je vhodné psat proménnou
y ve tvaru, ze kterého je vidét, Ze je funkei z, tj. napf. jako y(z).

Rovnost F(z,y(x)) = 0 se derivuje podle proménné = pomoci véty o derivaci sloZené funkce. Napf. pro
rovnost 22y3 — sin(zy) = 0 je prvni derivace funkce y podle = vyjidiena vztahem:

(22 -y (2) +2® - 3y*(2)y (2)) — (cos(z - y(@)) - (1 y(2) + 2 y/(x)) = 0.
Tedy mocnina y3(x) ma derivaci podle x rovnou derivaci vnéjsi funkce (tfeti mocnina) vynasobenou derivaci
vnitini funkce (tj. derivaci funkce y(z), coz je v/ (z)).
Z dosaZené rovnosti (pokud vSe v rovnosti m4 smysl, coZ v uvedeném piikladu m4) Ize vypocitat ' za pfedpo-
kladu, Ze koeficient u ' neni roven 0:
, ycos(zy) — 2213

 3a2y? — xcos(zy)’
pro 3z22y? — x cos(zy) # 0.

Obdobné se postupuje u derivaci vyssich fadi. Napt. u predchoziho piikladu se druhd derivace dostane (uz bez
dodate¢ného oznaceni proménné x u y) ze vztahu

2y342 - 2z - 3y?y'+a? - 6y(y)*+a? - 3yy +sin(zy) - (y+ay) —cos(zy) - (2y"+ay”) =

N Mew

Odtud Ize opét vypoditat 3/, protoZze ma stejny koeficient jako byl v difvé&jsi rovnosti u ¢’. Na pravé strané se
bude vyskytovat '; pokud to vadi, 1ze za ni dosadit pfedchozi vypoctenou rovnost.

Na né&jakém intervalu plati identita F'(z, y(x)) =
0, tedy jde o jakousi nulovou funkci, kterd ma

samoziejmé nulovou derivaci. Nic jiného v tom
neni.

Parametricky zadané funkce

Parametricky zadand funkce ma tvar y = o(t),z = ¥(t), kde ¢ probihd néjakou zadanou mnozinu na redlné
pfimce (vétSinou interval).

Opét se chape proménnd y jako funkce proménné z prostfednictvim parametru ¢.

Grafem je mnoZina {(z,y); existuje ¢ tak, Ze y = (t),z = 1(t)}. Obdobné jako u implicitné zadané funkce
neni takto zadana funkce obecné funkci ve smyslu definice funkce. Opét vSak byva funkei ,po ¢astech” a opét se
velmi Casto pouziva.
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@\V @ (0]

Jestlize 1ze pro n&jaky bod (z,y) grafu parametricky zadané funkce pocitat derivaci, musi byt 2 v néjakém
svém okoli jednozna¢né ureno parametrem ¢, tj., v tomto okol existuje 1)1 () a potom 3y = @ (v~ (z)).

Z tohoto vyjadieni se snadno ziska derivace podle vét o derivaci sloZené a inverzni funkce:

Y = ¢'(t)
V(1)
Tento vzorec lze snadno zapamatovat pii znaceni derivace zlomky (pouZitim dpravy sloZeného zlomku):

dy
by _ @

R
dz &

Dik.

Stejnym zptisobem se dostanou derivace vyssich rada.

/
Napt. druha derivace je derivace parametricky zadané funkce y’ = i 8 ,x = 1(t), takze

- 1 (D" (1)
W) ) e |

) "Y' () — (Y 1 PP ()

Je to kalkulus. Jsou to ndvody, jak zvladnout
technicky narocné situace. Je za tim opravdova
matematika, ale pro pouziti technik nds nesmi
prili§ zatéZovat.

Poldrné zadané funkce r = h(yp), kde h je néjaka funkce a proménnd ¢ probihd néjakou podmnoZinu redlnych
Cisel (Casto interval [0, 27)) jsou specidlnim pripadem parametricky zadanych funkei nebot’ y = h(y) sin(p), z =

h(p) cos(¢).
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(h () cos (¢) , 1 () sin ()

\ 4

Z predchoziho vzorce pro derivaci parametricky zadané funkce vyplyva ndsledujici vzorec pro derivaci polarné
zadané funkce:
_ W(p)sing + h(p) cosp
W (p)cosp — h(p)sing

Y

| Kde takové véci pouZzit nechdme na Ctendfi. I

| To zafidim s radosti. I

Poznamky 9 Piiklady 9 Otazky 9 Cviceni 9

POZNAMKY

Pozndmky 1:
Derivace funkce f v bodé ¢ existuje, jestlize ¢ je hromadny bod D(f) (aby méla smysl piislu$nd limita) a nalezi
do D(f) (protoze v limitnim vyrazu se vyskytuje hodnota f(c)) a pfislu$nd limita existuje (mdZze byt i nevlastni).

Formalné jiné vyjadieni derivace se ziska poloZzenim x = ¢ + h v definici derivace:

Tento popis je vhodny pfi nékterych vypoctech (viz napf. derivace funkce sinus v Prikladech).
Derivace zprava (popt. zleva) v bodé ¢ existuje pravé kdyz existuje derivace funkce f ziZené na mnozinu [¢, +00)N

D(f) (popi. (=00, ] N D(f)).
Mai-li f za defini¢ni obor interval [c, b), pak derivace f v ¢ a derivace zprava f v ¢ jsou totoZné pojmy.
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Jestlize ma v bodé ¢ smysl mluvit o derivaci f zprava a zleva, pak f ma v ¢ derivaci praveé kdyZ tam ma derivaci
zprava a derivaci zleva a obé tyto jednostranné derivace se rovnaji.

Jestlize ma f v ¢ derivaci, md v ¢ aspon jednu jednostrannou derivaci.

Jestlize je f v ¢ spojitd a ma v ¢ obé jednostranné derivace, ale rizné, ika se, Ze f md v ¢ hrot (nebot’ graf f ma v
c jakysi zlom).

To je ve skuteCnosti Casto bod, kde se napojuji
dvé funkce.

Cislo (f(z)— f(¢))/(x—c) je smérnice pfimky prochazejici body grafu (¢, f(c)), (z, f(x)) (tj. jakési seény grafu).

/@ S
setna
fol_ J tegna
podil
Cc € —TX
Jestlize se bod x pribliZi k bodu ¢, sena se stane te¢nou ke grafu f s bodem dotyku c. animace??

Z jiného pohledu znamend zlomek (f(z) — f(c))/(x — ¢) zménu (napt., udava-li f ujetou vzddlenost, pak zlomek
udava pramérnou rychlost od ¢asu ¢ do Casu ). Pfechodem k limité dostavame hodnotu okamzité zmény (okamzita
rychlost v Case c).
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CAS

Konec pozndmek 1.

Pozndmky 2:
Nejsou-li splnény predpoklady véty, mohou nastat v§echny mozné ptipady (viz Priklady).

Priklady spojitych funkci, které nemaji v n€kterém bod¢ derivaci, jsou pomérné€ jednoduché.

Trochu slozitéjsi jsou piiklady funkci, které nemaji v nékterych bodech ani jednostranné derivace.

Existuji i spojité funkce na R, které nemaji derivaci ani v jednom bodé. Konstrukce téchto funkef je slozitd (pomoci
limit posloupnosti funkci nebo souctu nekonecnych fad funkci).

Konec pozndmek 2.

Pozndmky 3:
Ve véteé nelze vynechat predpoklad o existenci vlastnich derivaci obou funkci v daném bodé a chapat platnost
rovnosti za predpokladu, Ze jedna strana ma smysl.
Napf. u derivace soudtu sta¢i vzit g = — f, pak levd strana je nulovd a prava strana nemusi mit smysl (bud’ f/(c)
neexistuje nebo je nevlastni).
Podobné je tomu u dalSich dvou rovnosti (najdéte piiklady). Vétu vSak 1ze zobecnit pro néjaké pripady nevlastnich
derivaci, jestliZe pravé strany budou mit smysl (viz Otdzky).
Uvedené vzorce davaji navod, jak pocitat derivace polynomi, raciondlnich funkci (proménné zx i jinych promén-
nych, napt. trigonometrickych funkci) — viz Priklady.

Konec poznamek 3.

Pozndmky 4:
Vzorec pro derivaci sloZené funkce se dd snadno zapamatovat v nasledujici formulaci (za pfedpokladu, Ze existuji
prislusné derivace):
Jestlize = = f(y),y = g(x), pak
dz dzdy
der  dydz’

Formdlné se tedy jednd o krdceni pfi soucinu
zlomka.
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To je moje dilo. Sdm nevim, jak mi to vyslo.

Konec poznamek 4.

Pozndmky 5:
Pouziti véty o derivace inverzni funkce je jednoduché, jen je nutné davat pozor na to, kterd proménna je zavisla a
ktera nezavisla.

Napt. funkce y = /7 je inverzni k x = y? na intervalu [0, +00). Derivace funkce = = y? je 2y, jeji prevracend
hodnota je ﬁ a za y se musi dosadit ptivodni funkce, takze vysledkem je ﬁ pro x # 0, coZ uz bylo vypocteno
pfimo z definice derivace.

Pro x = 0 je podle véty hodnota derivace 400, a to také odpovidd difvé€jSimu vypoctu.

Ma-li spojitd funkce f na intervalu .J inverzni funkci g (s defini¢nim oborem f(.J)), je pro body x,y ekvivalentni
y=flz)sz=g(y).
Pak vzorec o derivaci inverzni funkce lze psat pomoci ,,zlomka":

,  dx 1 1

I =y~

Konec pozndmek 5.

Pozndmky 6:
Lemma je pro dalsi pouziti velmi dilezité, protoze naznacuje, kde hledat maximalni nebo minimalni hodnoty
funkce. Geometricky je to ndzorné: jestlize ma funkce v bod€ ¢ napf. maximalni hodnotu, musi graf v tomto bodé
ménit stoupani na klesani a te¢na v tom bodé bude rovnobézna s osou .

Vime, Ze spojité funkce zobrazuji interval na bod nebo na interval.

Podle praveé dokdzané véty maji tutéz vlastnost funkce, které jsou derivacemi néjakych funkci.

Na zacatku ¢ésti o integralnim poctu bude ukazano, Ze kazda spojitd funkce na otevieném intervalu je derivaci
néjaké funkce.

Obricend implikace neplati: existuji funkce definované na néjakém intervalu, které maji nespojité derivace. Existuji
tedy na né¢jakém intervalu i nespojité funkce, které maji Darbouxovu vlastnost.

v vy

funkce. (Vzpomeiite na tvodni kapitolu o redlnych funkcich, kde bylo feceno, Ze existuje funkce na R, kterd
zobrazuje libovolny interval na celé R — tato funkce tedy ma Darbouxovu vlastnost a neni derivaci Zadné funkce).

Konec poznamek 6.
Pozndmky 7:

Rolleova véta je disledkem Lagrangeovy véty (pro piipad, kdy f(a) = f(b)) a Lagrangeova véta je disledkem
Cauchyovy véty (pro pfipad g(x) = x).

V uvedenych tvrzenich neni nutné predpokladat, Ze existujici derivace jsou vlastni. Napf. ve druhém ddsledku
miZe byt lim f/(z) = +oo a tedy fjr(a) = 400.
:E*)a_;'_
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Prvni disledek Lagrangeovy véty se zda byt trividlni, ale piimy dikaz je vlastné obdobny postupu v uvedenych
dikazech. Tvrzeni disledku bude velmi dileZité v integralnim poctu. Charakterizuje konstantni funkce na intervalu
jako ty funkce, které tam maji nulovou derivaci.

Druhy dusledek dava dalsi moznost, jak pocitat derivace v néjakych Spatnych bodech, napt. v krajnich bodech
intervalti nebo v bodech, kde je funkce dodefinovana jinym predpisem.

Dikaz Lagrangeovy véty spocival v odeCteni pifimky rovnobé€zné se spojnici obou krajnich bodd grafu, ¢imz se
graf ,narovnal" do podoby potiebné v Rolleové véte.

Lagrangeova véta se nazyva vétou o stiedni hodnot€, i kdyz nalezeny bod ¢ nemusi leZet ve stfedu usecky s krajnimi
body a, b, ale pouze mezi témito body.

I kdyz vice o bodu ¢ neni znamo, ptece jen slouzi k odhadu prirtstku funkce, pokud je zndm vhodny odhad derivace
plvodni funkce. To je obsazeno v zépisu f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

Napf'. derivace sinus je cosinus a ten je v absolutni hodnoté nejvyse 1, takZe pro libovolné dva body a, b plati
|sina — sinb| < |b— a.

Pozdé&ji bude Lagrangeova véta zobecnéna pro vyssi derivace (viz Taylorova véta).

V Cauchyové vété je podstatna existence spolecného bodu pro podil dvou funkeci.

Geometricky 1ze vétu zhruba vyslovit tak, Ze podil pfirGstkd dvou funkei je roven podilu derivaci téchto funkci v
néjakém bod¢.

Existuje jesté interpretace pomoci derivace parametricky zadanych funkci.

Konec poznamek 7.

Poznamky 8:
Pro ¢tvrtou a nékteré dalsi derivace se obCas pouzivalo znaCeni pomoci fimskych Cislic, tj. f*V, fY, fU%

Ve vzorcich se vyhodné pouziva rovnosti f 0) = f — viz napt. vzorec pro n-tou derivaci soucinu.

Je vhodné si uvédomit, ze funkce f (n) maji Darbouxovu vlastnost pro libovolné n € N (jak je to pro n = 07).
Konec pozndmek 8.
Poznamky 9:

Je vhodné si uvédomit, Ze implicitné nebo parametricky zadané funkce zahrnuji i funkce a Ze popsané derivace se
v tomto piipadé shoduji s derivacemi funkci (viz Otdzky).

V bodech, kde je roven 0 koeficient u 3/’ (u implicitng zadanych funkcf) nebo v/ (t) = 0 (u parametricky zadanych
funkcfi), byvd bud’ te¢na ke grafu v prislusném bodé rovnobéznd s osou y jako napriklad u kruZnice v bodech
pruseciku s osou x,

'
i te¢na
H
H
H

nebo se v tom bodé protind vice vétvi grafu. Tato situace nastdva napf. u lemniskaty v pocatku. Tecen je v piislus-
ném bodé vice.

tetna  tecna
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V obou piipadech to jsou body, v jejichz okoli
nelze jednoznacné urcit hodnotu y. Viz Priklady.

Konec poznamek 9.

PRIKLADY

Priklady 1:
Piimo z definice lze vypocitat derivace nékterych elementarnich funkci.

ukazané dale.

Je-li funkce v bodé€ ¢ dodefinovana jinym predpisem neZ v okoli ¢, pocita se derivace funkce v ¢ pomoci definice
(nékdy zvlast’ derivace zprava a derivace zleva, pokud jsou pfedpisy na obou strandch bodu ¢ rizné); ke konci této
kapitoly ukdzeme, Ze 1ze v nékterych takovychto piipadech pocitat derivaci jako limitu derivaci.

1. Je-li f konstantni funkce, je jeji derivace vSude rovna 0. V Citateli definice derivace je totiz stale 0 (ve
jmenovateli nenf nikdy 0).

2. Necht f(x) = . Potom pro vSechna c plati

r—cC

f'(c) = lim =1.

T—Cc I — C

3. Necht' f(z) = x2. Potom pro viechna c plati

22— 2

f'(c) = lim = lim (z + ¢) = 2¢c.

r—cCc I — C r—cC

4. Necht f(z) = y/z. Potom pro v8echna ¢ > 0 plati
"(e) = i VI Ve - - =
f(c) xinc T —c CL‘—>C\/§—|—\/E 2ﬁ

Pro ¢ = 0 je derivace totoZnd s derivaci zprava. Pfedchozi postup da +oo.
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Necht' f(z) = % Potom pro vSechna ¢ # 0 plati

/ ; %_% —1
f'(c) = lim

. 1
= lim — = —
T—Cc T —C

T—c e 2’

Derivace funkce sinus v libovolném bodé€ c:

. . sin(c+ h) —sinc . sinccosh 4 coscsinh —sinc
sin'(¢) = lim = lim =
h—0 h h—0 h
. . cosh—1
sinc lim
.

h

+cosclim —— =sinc-0+cosc-1=cosc.
h—0 h

Funkce sign ma v kazdém nenulovém bod¢ derivaci 0, jak vyplyva z prvniho prikladu. Pro derivace v 0 1ze
napf. vyuZit toho, Ze pro x # 0 je signx = a/|z|):

sgn’(0) = lim

signz — sign0
z—0

— = lim — = 4c0.
x—0 z—0 :L‘|CL'| z—0 |:L‘|

Derivace obecné mocniny v libovolném bodé x:

z+h _ h _ 1
lim ~ = a® lim 2 =a"loga.
h—0 h—0
Specidlné je (e*)' = ¥
9. Derivace logaritmu log, « v bodé c:
. logax —logac 1. loga(z/c) 1 .. logay 1
lim ——— = - lim ———— = — lim —— = .

z—c r—c cr—c xfe—1 cy—=ly—1 cloga

Pro posledni limitu viz Priklady 6 predchozi kapitoly.

Specidlné je tedy (logz) =

1
T
Konec piikladu 1.
Priklady 2:

Funkce sign md v 0 nevlastni derivaci a nenf tam spojita.

Funkce /7 md v 0 nevlastni derivaci a je tam spojitd.

Funkce || nemd v 0 derivaci a je tam spojitd (protoZze md v 0 vlastni derivaci zprava a vlastni derivaci zleva).

Funkce | sign | nemd v 0 derivaci a neni tam spojitd (méd v 0 ob& jednostranné derivace nevlastni).
Funkce

x # 0;
x=0.

0,
je spojitda v 0 a nemd tam ani derivaci zprava ani derivaci zleva.
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xsin 1/x

Konec piiklada 2.
Priklady 3:
Snadno se nyni vypoctou derivace nékterych souctt, napf.
3 ! 3 1
(522 — Tsinz) = 10z — Tcosx, (% + 2\/5) =:2 + 7

Pomoci véty o derivaci soudinu lze znovu spoéitat derivaci funkce z%:

(r.z) = (@)z+2(@) =1lo+2l=2z.

Podobné 1ze postupovat pti vyssich mocnindch:
(%) = (z.2?) = 1.2® + 222 =322, (2 = (x.23) = 23 + .32 = 423

Pro dal$i mocniny viz Otdzky.
Pomoci véty o derivaci podilu 1ze znovu spocitat derivaci funkce 1/x:

2 2

(1)/_ 0.x—1.1 _ —1
B o

T €T

Derivaci funkce 1/ x2 1ze potitat jak podle véty o derivaci soudinu tak podle véty o derivaci podilu:

(1)’_0.:52—1.23:_—230_—2 (1)/_1(1>/+(1)/1_2—1
2/ zt ot 23 \g2) oz \z v) x Tad’

Pro dal§i mocniny viz Otdzky.

Jiné piiklady:
(sin z)’ = (sinzsinz)’ = cosxsinz + sinz cosz = 2sin z cos & = sin(2z)
( 1 )l _ Osinz —1lcosz  —cosx  —cotgw
sinz/ sin? ~ sin?z sinz
Konec piiklada 3.
Priklady 4:

Postup pfi vypoctu derivace slozené funkce, napf. sin(z?):
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voews voev s

Nejdrive se zderivuje vnéjsi funkce, tj. funkce sin (dostane se funkce cos) a opiSe se argument této vnéjsi funkce
(tj. 2%); vysledek se nasobi derivaci vnitini funkce, tj. funkci 322 a dostane se cos(x3) - 322,

Je-li funkce sloZena z vice funkci, derivuji se postupng viechny vyskytujici se funkce, napf. u derivace sin v 3:

Zderivuje se prvni funkce (tj. sin) a opiSe jeji argument (dostane se cos V' x?3) — vysledek se vyndsobi derivaci druhé
funkce (tj. funkce druhé odmocniny) s opsanym jeji argumentem (dostane se cos Va3 - L) atento vysledek se

2V a3

vynasobi derivaci posledni funkce 3; vysledkem je funkce cos Va3 - L_ . 322

2V a3

Je nutné davat pozor na poradi jednotlivych funkci definujicich sloZzenou funkci. Napf. u funkce sin? z je vn&jsi
funkci druhd mocnina a vnitini funkef sin, takze se nejdiive derivuje druhd mocnina a potom sinus — vysledkem je
funkce 2sinx - cos x.

UkaZte pomoci rovnosti cos & = sin(z + 7/2), Ze (cos 2)’ = — sin x pro kazdé z (a tedy (tgz)’ = 1/ cos® z).
Pomoci vyjadieni 2% = e*1°8% spottéte (2%) = az® L.

Pomoci podobného vyjadieni f9 = €918 f se potitaji derivace mocnin funkci:

(F@)9)" = 7(@)7@ (g (@) og( 1)) + W) |

Zamlada jsem z” derivoval velmi zvlastnim zput-
sobem. Ted’ jiZ to nedélam :-)

Konec piikladu 4.

Ptiklady 5:
Pro ¢ € N je funkce y = &z inverzni k z = 37 (na R pro liché ¢ a na [0, +00) pro sudé q).
Protoze derivace y? je qui—1, je derivace funkce &z rovna funkci

1 g,
1 _lxa—l_ﬁ

g(Yr)a=t g qr

(v bodé z = 0 je derivace rovna +00).

Je-lip € Z,q € N,r = p/q, derivuje se funkce =" jako sloZend funkce ¥/zP s vysledkem
1 1_ p_
—(2P)u ! paPT = Ppa = ppr-1

na prislusném definicnim oboru (s imluvou o prevracené hodnoté 0 ve vété o derivaci inverzni funkce).

Vysledkem je stejné pravidlo, jako bylo doka-
zané pravidlo pro piipad r € Z.
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Cyklometrické funkce. Necht’ y = arcsin z, tj. x = siny. Pak

- 1 B 1
cosy \/1—sin2y V1—a2’

(arcsinz)’ =

protoze y € [—7/2,7/2] atam je cosy > 0. V bodech £1 jsou derivace nevlastni (+00).

Podobné spoctéte

1
\/1—9627

1 1
tor) = —— tor) = ——— .
(arctg x) (arccotg x) T2

Vo
(arccos x) 522

Logaritmické funkce. Necht’ y = log, z, tj. © = a¥. Pak

1 1

loga ) = =
(loga ) a¥loga xloga’

coz souhlasi s vypoctem v Prikladech 1.

| Taky to mohlo nevyjit !!! I

Konec prikladu 5.

Ptiklady 6:
Vypoctéte derivaci funkce

1
_J z%sing, proz #+0;
f@) { 0, proz = 0.

na R.

UkaZzte, Ze tato derivace neni spojitd v 0.

Konec prikladu 6.

Piiklady 7:
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Ukazte, Ze obracené tvrzeni ke druhému dusledku neplati, tj., Ze existuje funkce f, kterd ma derivaci f’+(a,), ale

lim f’(x) neexistuje.
T—at

Navod: funkce 2 sin(1/z).

| Tu jsem si chtél nechat pro sebe. Zlobim se. I

Pomoci Lagrangeovy véty uka’te, 7e pro 0 < a < bje Vb — \/a < (b —a)/(2v/a), tj. Vab < (a + b)/2

Geometricky primeér dvou riznych kladnych ¢i-
sel je vZdy mensi neZ jejich aritmeticky prumér.

| Matematicka analyza je moje slunicko. I
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| Moje je slunicko. I

Konec prikladi 7.
Priklady 8:
Spoctéte tieti derivaci funkce /.
Spoctéte n-tou derivaci funkce " pror € N, r € Zar € Q.
Spoctéte n-tou derivaci funkef sin, cos.
Spoctéte 57. derivaci funkei e®.
Konec prikladua 8.

Priklady 9:
Implicitné zadané funkce Vypoctéte derivaci funkce y proménné - dané rovnosti 22 + y2 = a? pro a > 0.

Grafem takto implicitné zadané funkce je kruz-
nice.

| MiizZe se v téchto bodech brét derivace nevlastni? I

Rovnice lemniskaty s parametrem a > 0 je (22 + y%)% = a?(z? — ?).
Vypoctéte derivaci a uvazte, pro¢ z geometrického hlediska v bodech, kde y = 0, derivace neexistuje.

Najdéte druhou derivaci 3 implicitné zadané funkce tvaru 223 — 3y? = 0 v bodech, kde y #£0.
Upravte vysledek tak, aby neobsahoval explicitné ¢’ a to dvéma zplisoby:
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1. vypoctéte 3/ jako zlomek, ten derivujte a do vysledku dosad’te za ' vypoéteny zlomek;

2. nechte prvni derivaci v implicitnim tvaru, derivujte ji podruhé, vyfeste rovnici pro y” a teprve do tohoto vysledku
dosad’te za y/'.

Parametricky zadané funkce Vypoctéte derivaci ,kruznice" zadané parametricky, tj. y = asint,x = acost pro
t €[0,2m).

Srovnejte vysledek s vySe vypoctenou derivaci pomoci implicitné zadané kruznice. KruZnice je polarné zadana
rovnici 7 = a pro ¢ € [0, 2). Ovéfte derivaci i pres toto zadéni.

Predchozi tlohu zopakujte pro lemniskatu. Jeji parametrické zadani je

at(1 —t%) at(1 4+ t2)
Y= A T g , prot € (—oo, +00)
a polarni zadanf{ (pfesnéji implicitné polarni) je

r2 =a®cos(2¢) proy € [0,27]
Konec piiklada 9.
OTAZKY

Otéazky 1:
Ukazte pomoci definice derivace, Ze Dirichletova a Riemannova funkce nemajf derivaci v Zddném bodé¢.

Pro jaka kladnd a ma funkce

derivaci v 07 A jednostranné derivace?

Spoctéte v bodé 1/2 derivaci nasledujici funkce:

Konec otazek 1.

Otazky 2:
Najdéte spojitou funkci na R, ktera ....

Konec otazek 2.

Otazky 3:
Dokazte indukci pomoci postupu v Prikladech, Ze pro kazdé prirozené islo n
1/ n
N o n—1 =) =
(") = nax , (,T,”) =

ProtoZe prvni rovnost plati i pro n = 0 a druha rovnost je vlastné prvni rovnost pro n < 0, plati prvni rovnost pro
kazdé celé Cislo n.

Nevlastni derivace V nésledujici ¢dsti se predpokladd, Ze ¢ je bodem i hromadnym bodem D( f + g) (pro¢ je tento
predpoklad nutny?) Derivace mohou byt i nevlastni.

Ukazte, ze (f + g)'(c) = f'(¢) + ¢'(c), jakmile md prava strana smysl.
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Ukazte, ze (fg)'(c) = f/(c)g(c) + f(c)d'(c) jakmile m4 pravd strana smysl a bud’ f nebo g je spojitd v c.
Ukazte, Ze plati vzorec pro derivaci podilu jakmile ma prava strana smysl a g je spojitd a nenulova v c.

Vice nez dva faktory Dokazte indukci vzorce pro derivaci souctu a soucinu pro n funkei f1, fo, ..., fn, kden € N
(jaké budou predpoklady?)

O e = > i),
=1 =1
(fifofn) (€)= file)fale)...fu(c) + fi(e) f3(c) f3(c).. fulc) + - -
Ji(e) f2(e).-fr—1(c)ofn(e) + fi(e) fa(e).. fno1(c)... fr(c)

Konec otazek 3.

Otéazky 4:
Jaké moZnosti mohou nastat, pokud jsou ve vété o derivaci sloZené funkce pfipustény i nevlastni derivace? Staci
pro uvedenou rovnost predpokladat, Ze prava strana ma smysl?

Zformulujte ptislusné tvrzeni o derivaci sloZzené funkce pro jednostranné derivace. Sta¢i vSude predpoklddat napr.
derivaci zprava?

Spoctéte derivaci funkce (tg ;zz)log(sm ). Ve kterych bodech je tato derivace definovdna?
Konec otazek 4.
Otéazky 5:
Zformulujte vétu o derivaci inverzni funkce pro jednostranné derivace. Je mozné brat vSude napt. derivaci zprava?

Ukazte, Ze pokud je zndma existence derivace funkce g, kterd je inverzni k f, 1ze vzorec pro vypocet derivace
funkce g ziskat pomoci véty o derivace sloZzené funkce z rovnosti f o g = id.

Konec otazek 5.
Otazky 6:

Ukazte, e neplati ndsledujici modifikace véty: Ma-li f derivaci (i nevlastni) na intervalu .J, pak f/(.J) je bud’ bod
nebo interval.

Zkuste upravit predchozi formulaci tak, aby platila i kdyz se ptipusti nevlastni derivace (a tedy neomezeny interval
J).

Konec otdzek 6.

Otazky 7:
Ukazte, ze Rolleova véta (a tedy i Lagrangeova a Cauchyova véta) neplati, pokud vynechdme nebo oslabime

néktery ze dvou predpoklad (tfeti predpoklad Rolleovy véty samoziejmé neni potieba pro Lagrangeovu a Cau-
chyovu vétu):

f je spojitd na [a, b] (pfedpokladejte spojitost jen na (a, b]);

existuje derivace na (a, b) (pfedpokladejte, Ze f/ neexistuje v jednom bodé& (a, b)).

Mize se ve druhém dusledku vynechat predpoklad, Ze f je spojita zprava v a?
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o)

Konec otazek 7.

'’ | Ja nic, ja muzikant. I
Otazky 8:

Dokazte indukci vzorec pro n-tou derivaci soucinu.

Ukazte, Ze pro druhou derivaci sloZené funkce plati vzorec

(fog)"(z) = f"(g9(x) ¢*@) + f'(9(z)) - ¢ (x)

za predpokladu, Ze vSechny vyskytujici se derivace existujf a jsou vlastni.

Ukazte, Ze je-li g inverzni funkce k funkci f na néjakém intervalu, lze z predchozi rovnosti ziskat vzorec pro

druhou derivaci funkce g:
() = —1"0@)I @) _ —f"(9()
| Fe@) @)

Predpoklad je, Ze vSechny vyskytujici se derivace existuji a jsou vlastni. Tento pfedpoklad 1ze oslabit.

UkaZte, Ze pro kazdy polynom P existuje n tak, Ze P(™) = 0 na R. Jak souvis{ takovéto nejmensi n se stupném
P? (Pozdé&ji bude ukdzano, Ze tato vlastnost charakterizuje polynomy.)

Konec otazek 8.
Otazky 9:
Jak Ize funkci f vyjadfit pomoci implicitniho zadani?
Pomoci parametrického zadani?
Ukazte, Ze derivace ziskané pomoci téchto zadani souhlasi s derivaci funkce f.

Pomoci derivace implicitn& zadanych funkci dokazte vzorec (z") = ra"~! pro r € Q, vite-li, Ze plati vzorec pro
r € N.

Névod: pro r = p/q pouZijte implicitné zadanou
funkci y? = zP.

Konec otazek 9.
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CVICENI

Cviceni 1:
Konec cviceni 1.

Cviceni 2:
Konec cviceni 2.

Cviceni 3:
Konec cviceni 3.

CviCeni 4: Pfiklad. Zderivujte sin(cos x).

Reseni. Derivujeme nejdiive vnéjsi a pak vnitini funkci. Dostaneme — cos(cos z) sin .

Vv s

Co jsou ty vnitini a vnéjsi funkce?

To chce cvik. Vnitini je ta uvnitf.

Priklad. Zderivujte x*.
Reseni. Rozepiseme 2% = exp(z log x)) a zderivujeme jako slozenou funkci.

Dostaneme z* (1 + log x).

To je docela dobré umét nazpamét’.
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Kdo bude derivovat 2% jinak, bude po zasluze od-

meénén.

[ox |

¥
i

I ja derivuju * podle vzorecku (z*(1 + log z)).

Podobné spocitime pro

2™ = exp(exp(z log z)) log ))

derivaci
Py i3

2 (21 + 2%(1 + log ) log z) .

¥

Derivace obecné mocniny obvykle obsahuje jako

faktor zadanou funkci.
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Podobng derivujeme f (z)9(%).

Piiklad. Dodefinujte funkci

v pocdtku limitou a zkoumejte jeji derivaci v pocatku.

Reseni. Vidime, Ze pro z # 0 plati
2 _ 1
f(z) = 3¢ z?

Spocitame pro pfirozené m

e z2 S 1 S . le/Q
= = lim

lim = ;
t—oo e’

r—0 €T X

Podobné ukaZeme, ze f ma v pocatku vSechny
derivace nulové.

Konec cviceni 4.

Cviceni 5: Pfiklad. Spoctéte derivaci funkce g inverzni k f(x) = /z.
Reseni. Mame ¢(y) = x pravé kdyz y = f(x). Pro derivaci plati vzoretek

=2V =2f(x) =2y .

| Jako po masle. I

38



Vsimli jste si toho Ypsilonu? Vypada jako tvrdy

y, ale umi, co?

-

Jednostrannd derivace v pocatku je také snadnd diky jednostranné spojitosti.
Piiklad. Zkoumejte derivaci funkce f(x) = arcsin(sinx) .
Reseni. Jde postupovat mechanicky a dostaneme

1

V1—sin?z

COST .

To si fikd o zjednoduSeni a vysvétleni. Vyjde +1,

v nékterych bodech jednostranné.

Koukdm, Ze jde o Zubatou funkci. I

B |
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arcsin (sin x)

NN
N2

Piiklad. Zkoumejte f(x) = arcsin(cos z).

Reseni. Spocitime f'(z) = — sign(sinz) pro = # kr, fi(x) = £(=1)**1 pro x = k.

arcsin (cos x)
1.5
=6 4 +0. 4, 6
+
*1.

Konec cviceni 5.

Cviceni 6:

Konec cviceni 6.

Cviceni 7: Pfiklad. Spoctéte derivace funkce f(x) = |z|.

Reseni. Pro z # 0 jde o +x a derivace je +1. Jednostranné derivace v po&itku spoéitime podle véty o
jednostranné derivaci:

1. Funkce f je spojitd zprava v bode 0.
2. limg—o4 f'(x) =1.

3. Tedy f,(0)=1.

| Uvidime, co se da d€lat . .. I
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| At jakkoliv struéné, ale spravné. I

Funkce f je spojita zprava v 0, proto

o/ vV . o/
0) = 1 x),
f3(0) = lim f(z),
kde V' znamena vétu o jednostranné derivaci.
Takhle to beru. I
Konec cviceni 7.
Cviceni 8:
Priklad. Spoctéte osmou derivaci funkce
2
) x
fla) = 7
Reseni. Vidime, Ze
f#)=—-(1+2)+ ——=—(14z)+(1—z)"t.

Nyni

| Pted derivovdnim je dobré pfemyslet ;-) I

Konec cviceni 8.
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Cviceni 9:
Ptiklad. Derivujte funkci y = y(z) implicitn& zadané vztahem 32 = 4z.

Reseni. Derivace se snadno ziska derivaci vztahu podle . Dostaneme
2y(x)y/(x) = 4.

Tedy v/ (x) = 2/y(z).
Pfiklad. Odvod’te vztahy pro dr/dx a de/dz u poldrnich soufadnic.

Reseni. Pracujeme nyni v poldrnich soufadnicich
T =rcosp,y=rsinp.

Derivujeme tyto vztahy podle = (pokud jde o y = y(x), r = r(x) a ¢ = ¢(x)) a dostaneme

1 = di cosp — rd—@ sin

dx dx

,_ dy dr . de
= ar = ar smey + 7@ cos .

Odtud spocteme takzvané ,poldrni derivace"

dr xz+yy  dp  xy —y

de  r T odx r2

pe

Pomoci téchto ,poldrnich derivaci" budeme dal
pocitat.

Takové vztahy nejdou pamatovat, je potfeba je
vzdy vypocitat.

Priklad. Spocteme dy/dx pro poldrné zadanou funkci r» = ¢ (Archimedova spirdla).

Reseni. Derivujeme podle = a dostaneme

Dosadime sem ,polarni derivace" (viz vy$e) a z rovnice vypocitime 3 ve tvaru

y/,@,m'er B T‘—I—% _ pttge g

tg(p + arctg ¢
dr  x—ry 1+ 1+ ptgp gl +arctg )
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| A7 na otaznik je vSechno jasné. I

o Archimedova spirala

Pfiklad. Spoctéte F/, pokud F(z) = f(2?).
Reseni. F/(z) = f'(2?)2z.

Piiklad. Spoctéte derivaci F'(z) = f(f(f(z))).
Resent. '(z) = f/(f(F(@))f (F@) (@)

Piiklad. Necht funkce f je spojitd a derivovatelnd na (g, 00) a existuje limy— o0 f/ (). Musi mit f limitu
v 00?

Reseni. Ne. Volme napiiklad f(z) = g(h(x)) pro g(x) = sinz,cosz. ..., h(z) = logz, \/z, .. ..

H
0.5

0 200 400 60 8do 1h00
:0.5

+H
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| U nekonecna ¢im dal pomalejc nahoru a dolu . .. I

Piiklad. Necht' f(z) = (z — a)g(x), g spojitd v a. Pak f'(a) = g(a).

Reseni. Spocteme snadno

f(a) = im (@FD —a)glat 1)

lim ; =g(a) .

Pfiklad. Jde Rolleova véta zobecnit na neomezeny interval?

Reseni. Snadno.

Priklad. Necht’ ma nekone¢né derivovatelna funkce f alespon n + 1 riznych nulovych bodd. Dokazte, Ze
existuje bod z, kde je f(™) (z) = 0.

Reseni. Pomoci opakovaného pouZiti Rolleovy véty je to jednoduché.

Pfiklad. Necht' f je spojitd na [0, 1] a m4 vlastni derivaci na (0, 1). Podle Lagrangeovy véty existuje pro
kazdé x € (0,1) &islo c(x) € (0, x) tak, Ze plati

f(x) = f(0)

LI ety

Muzeme chtit, aby funkce ¢(x) byla spojita?

Je to pravy diamant! Asi ho nenajdete . .. Alesponl
se miZete podivat.

c(x)
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Ja ho taky nenasel. Ale krasné se unéj sni ...

|

Priklad. Dokazte pomoci Lagrangeovy véty vztah

[sinx —siny| < |z —yl.

Kdo to nevidi si nasadi bryle.

|

Piiklad. Necht' f ma na intervalu (0, 1) vlastnf derivaci. Pokud je f neomezend, plati to i pro f’.

Kdo to nevidi si nasadi bryle a hlavu.

Priklad. Dokazte pro |x| > 1 vztah

2arctgx + arcsin

—_

Kdo to vidi, je kabridk.

|
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Reseni. Derivaci ziskdme po ¢astech konstantni funkci.

Piiklad. Dokazte, Ze funkce
1 xT
— 1 —
ro)=(1+7)

je rostouci na (0, 00).

Reseni.

(a) = ) (togto+ 1) togz — =) L s (- )

kde ¢(x) € (z,2+ 1). Zde V je Lagrangeova véta. Kladnost derivace a tifm i monotonie f je tim dokdzdna.

Piiklad. Zkoumejte monotonii funkce

2. 2
r+x7sm — .
x

Reseni.

X+ X

Piiklad. Dokazte
eF>1+z, 2R

Piiklad. Dokazte 5

x—%zlog(l+x),x>0

1\?% 1 z+1
<1+> <e<<1+> , x>0
x x

Piiklad. Dokazte pro kladna ¢isla nerovnost

Priklad. Dokazte

P S T e s

n

Reseni. Postupujeme indukci. Zvolime
T1+To++T
n
xr = —
f( ) ”/1‘15(}2---.1‘

a dokdzeme pomoci derivace, Ze f(z) > f(yn), kde

T1+ T2+ + Tp—1

Yn = n—1

PouZijeme pro odhad f(yy,) indukéni predpoklad a po dpravé dostaneme f(yy) > 1, tedy je dikaz indukef
hotov.

46



| A jesté par triki z rukavu: I

2n+41,
5 X

Zderivovanim

(60)] 2 COSs

Sy, =sinz +sin2x +---+sinnx = —
2s8in 5

spocteme C'y, = cosx + 2cos 2z + - - - + n cos nx.

To jsem se potésil. I

' B BTW, zderivoval jsem to jesté parkrat. Povinnost
Konec cviceni 9.
UCENI
Uceni 1:
? flz) = flzo
f’(-’lj()) L ( ) ( )

T — X
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Konec uceni 1.

Uceni 2:

Konec uceni 2.

Uceni 3:

Konec uceni 3.

Uceni 4:

Konec uceni 4.

Uceni 5:

Konec uceni 5.

Uceni 6:

Konec uceni 6.

Uceni 7:

Konec uceni 7.

Uceni 8:

Konec uceni 8.

Uceni 9:

Konec uceni 9.
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Tomuhle dobfe rozumim, vysvétlit nic nepotie-
buju.

Asi bych ti to ani vysvétlit nedokazal.
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