Derivace funkce

/Z Y 7/

Derivace je jednim z hlavnich nastrojii matematické analyzy. V pfisti Casti ukdaZeme,
jak mnoho riiznorodych aplikaci derivace ma.

Geometricky l1ze derivaci funkce v néjakém bod¢ chipat jako smérnici teCny grafu t€to
funkce v daném bodé.

teCna

funkce

TeCna jako primka je grafem nejjednodussi funkce, tzv. linearni funkce a do jisté miry
aproximuje funkci v nejbliz§im okoli bodu dotyku.

Z této predstavy asi uz lze poznat proC se derivace tolik pouzivaji.
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teCna

funkce

Jde o teCnu, bere se 1 ,tecna" ve svislém sméru.

teCna

funkce

Znaceni derivaci je vice a kazda volba ma nekteré vyhody a nékteré nevyhody: pro
funkci y = f(x) se derivace 3’ v bod¢ ¢ Casto znaci jako symbol %(c) nebo %(c).

U tohoto znaceni se poznd, kterd proménna se derivuje, stejné tak u znaceni (pouZziva-
ného hlavné pro funkce vice proménnych) f,(c).
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DERIVACE A SPOJITOST

VETA. Mi-li funkce v n&jakém bodg vlastni derivaci, je v tomto bod& spojitd.

Podobné pro jednostrannou derivaci a jednostrannou spojitost. Jestlize ma tedy funkce
v néjakém bodé€ ob€ jednostranné derivace vlastni (mohou byt riizn€), je v tomto bod¢
spojita.
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DERIVACE A KONSTRUKCE FUNKCI

Dozvime se, jak se pocitaji derivace souctu a soucinu, slozené funkce a podobné.

Nevyskytuji se tu konstrukce funkci pomoci usporadani (napf. max) protoze v tako-
vych pripadech nemusi derivace ani u jednoduchych funkci existovat.
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Aritmetické operace

VETA. Necht ¢ je bodem i hromadnym bodem D(f + g) a necht’ funkce f, g maji v
bodé¢ c vlastni derivaci. Pak plati:

L (f+9)(c) = fic) + ¢'(c)
2. (f9)'(c) = f'(c)g(c) + flc)g'(c)
3. pro g(c) # 0 je
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/ df

DUSLEDEK. Necht' funkce f, g maji v bodé c vlastni derivaci a p, ¢ € R. Pak plati:
(pf)(c)=pf(c), (f—9)(c)=f(c)=g'c), (pf+ag)(c)=pf(c)+ad(c).
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Skldaddni

Vzorec pro derivaci sloZené funkce patfi mezi nejuzivanéjsi vzorce pri pocitani deri-
vaci.

VETA. Necht funkce g ma vlastni derivaci v bodé€ c a funkce f ma vlastni derivaci v

bodé g(c), kde ¢ je hromadnym bodem D(f o g).
Pak f o g ma vlastni derivaci v bod¢ c a plati

(fog)(c)= f(g(c)-g'(c).

DUSLEDEK. Derivace liché (sudé€) funkce je suda (resp. lichd) funkce.

Poznamky 4 Priklady 4 Otazky4 4




Inverzni funkce

Inverzni funkce k f, pokud existuje, je urCena jednoznacné funkci f a jeji vlastnosti

1ze popsat pomoci vlastnosti f.

Jsi dvakrat
rychlejsi ...

Jsi dvakrat
pomalejsi ...

RYCHLOST = /" (x)

y=f(x)

(x,f(x))

RYCHLOST =1 %

‘O «—X—>»

Nésledujici tvrzeni popisuje, jak lze i derivaci inverzni funkce k f vypocitat pomoci

derivace funkce f.
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VETA. Necht je funkce f spojitd a prostd na intervalu J a ma na ném derivaci. Pak
jeji inverzni funkce g ma na f(J) derivaci

, B 1
9@ = Fe@)

pricemz v pripadé f'(g(z)) = 0 se chape prevracena hodnota jako +oco nebo —oo podle
toho, je-li f rostouci nebo klesajici.
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DERIVACE FUNKCE NA INTERVALU

Ma-1i funkce vlastni derivaci v kazdém bod¢ néjakého intervalu, vyplyvaji z toho pro
funkci a pro jeji derivaci nékteré diilezité vlastnosti.
Prvni vlastnost (tzv. Darbouxova vlastnost) derivace o zobrazovani intervalu je ob-

dobn4 vlastnosti spojitych funkci (Bolzanova véta); zde vSak nebude treba predpokladat,
ze derivace je spojita.

Dalsi vlastnost je 1 tzv. Rolleova véta o existenci bodu s nulovou derivaci. Posledni
dvé véty jsou tzv. véty o stiedni hodnoté, které se budou Casto pouzivat.

LEMMA. Necht ma funkce f v bodé ¢ € (a, b) maximélni nebo minimalni hodnotu

na (a, b). Jestlize f'(c) existuje, musi byt rovna 0.
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Darbouxova vlastnost

VETA. Necht interval J je ¢asti definiéniho oboru vlastni derivace funkce f. Pak f'(J)
je bud’ bod nebo interval.

DUSLEDEK. Jestlize funkce f ma vlastni derivaci na intervalu .J, tak
1. f/ nemd na J zadné skoky (tj., body nespojitosti derivace jsou body oscilace),

2. je-li f" monotdnni, je spojita.
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Veéty o stredni hodnoté

Nasledujici vétu 1ze chapat bud’ jako pomocné tvrzeni pro dalsi dvé véty (Lagrange-
ovu a Cauchyovu vétu) anebo jako zdkladni vétu, z které obé dalsi véty snadno vyplyvaji.

Geometricky obé nasledujici véty rikaji, ze za danych podminek vzdy existuje tecCna
ke grafu funkce rovnobézna se spojnici krajnich bodi.

Cauchyova véta pak naléza vhodny bod pro dvé funkce soucCasné. Jiny pristup k této
véte umozni vypocet prirtistku funkce pomoci derivace.

VETA. (Rolleova véta) Necht funkce f je spojitd na uzavieném omezeném intervalu
la, b] a ma derivaci vSude v otevieném intervalu (a, b). Jestlize f(a) = f(b), pak existuje
c € (a,b) takové, ze f'(c) = 0.
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DUSLEDEK. Jestlize m4 funkce na intervalu derivaci rovnu 0, je na tomto intervalu
konstantni.

DUSLEDEK. (O jednostranné derivaci ) Necht' funkce f ma derivaci na otevieném
intervalu (a, b) a je spojitd zprava v bod¢é a. Jestlize existuje lim f'(x), pak se rovna

fL.(a). +




VETA. (Cauchyova véta) Necht' funkce f, g jsou spojité na uzavieném omezeném
intervalu [a, b] a maji derivaci vSude v otevieném intervalu (a, b). Pak existuje ¢ € (a, b)

takové, ze
f'(e)(g(b) — g(a)) = g'(c)(f(b) — f(a)).
Specidlné, kdyZ ¢’ nenabyva hodnoty O v (a, b), existuje ¢ € (a, b) takové, Ze
Fle) _ fb) = fla
g(c)  gb)—gla)

Pfi troSe snahy uvidime Cauchyovu vétu v néasledujicim obréazku.

A/ (g (D), [ (b))

(o @.1@
- (2 (©).f(0)
LRECNIT) <

. @f Q & J
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Derivace vysSich radu
Protoze derivace f’ funkce f je opét funkce, je mozné vzit derivaci (f’)’ funkce f.

Dostane se tzv. druha derivace funkce f, kterd se znaci strucnéji f”.
Miizeme definovat obecné:

DEFINICE. Pro n € N se definuje indukei f = (f*=DY kde f¥) = f. Funkce f™
se nazyva n-ta derivace funkce f.

Jak uZ bylo vyse naznaleno, druhd derivace se misto ) znaéi f” a podobné tieti
derivace . Pro Ctvrtou derivaci jsou uz 4 ¢arky méné vhodné.

Pokud se pouzije znaCeni % pro derivaci, 1ze druha derivace vyjadrit formalné pravidly
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VETA. Necht' funkce f, g maji v bodé ¢ vlastni derivace az do fadu n vcetné. Pak plati

790 =3 (7))
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Implicitné a parametricky zadané funkce




Implicitné zadané funkce

Implicitné zadand funkce f se zpravidla zadava rovnici ve tvaru F'(z,y) = 0, kde F' je
funkce dvou proménnych a proménnd y = f(z) se chape jako funkce proménné z, pro
které plati uvedena rovnost (tj., grafem funkce f je mnozina {(x,y); F'(x,y) = 0}).

Jak bylo uvedeno v Casti o implicitné zadanych funkcich, takto zadana implicitni
funkce neni obecné funkci ve smyslu definice funkce. Nicméné byva funkci ,,po Cas-
tech" a velmi Casto se pouziva.

Definice implicitné zadané funkce uz naznacuje, jak se bude derivovat. Pro zacatek je
vhodné psat proménnou y ve tvaru, ze kterého je vidét, ze je funkci x, tj. napt. jako y(z).
Rovnost F'(x,y(x)) = 0 se derivuje podle proménné = pomoci véty o derivaci slo-

zené funkce. Napi. pro rovnost z°y> — sin(zy) = 0 je prvni derivace funkce y podle
vyjadrena vztahem:

(22 - y°(z) + 2° - 3y (2)y/(x)) — (cos(z - y(2)) - (1 y(z) +z - ¢/ (z)) = 0.

Tedy mocnina y*(z) m4 derivaci podle z rovnou derivaci vn&jsi funkce (tieti mocnina)
vynasobenou derivaci vnitini funkce (tj. derivaci funkce y(z), coZ je y'(z)).

Z. dosazené rovnosti (pokud vSe v rovnosti ma smysl, coz v uvedeném prikladu m4)
lze vypocitat 3’ za predpokladu, Ze koeficient u 3’ neni roven O:

,  ycos(wy) — 221>
 322y% — zcos(wy)

pro 3zy? — x cos(zy) # 0.
Obdobné se postupuje u derivaci vyssich radl. Napt. u predchoziho ptikladu se druha
derivace dostane (uz bez dodatecného oznaceni proménné x u y) ze vztahu

2y™2 - 22 - 3Py - 6y(y)+a® - ByPysin(zy) - ((yHwy’) —cos(zy) - (2y'+ay”) = O
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Odtud lIze opét vypocitat yy”, protoze ma stejny koeficient jako byl v diivéjsi rovnosti
u y'. Na pravé strané se bude vyskytovat 3/; pokud to vadi, 1ze za ni dosadit pfedchozi
vypoctenou rovnost.
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Parametricky zadané funkce

Parametricky zadana funkce ma tvar y = (t), x = 1 (t), kde ¢ probiha n&jakou zada-
nou mnozinu na realné primce (vétSinou interval).

Opét se chape proménna y jako funkce proménné x prostrednictvim parametru ¢.

Grafem je mnozina {(x,y); existuje t tak, Ze y = (t),x = (t)}. Obdobné jako u
implicitné zadané funkce neni takto zadana funkce obecné funkci ve smyslu definice
funkce. Opét vSak byva funkci ,,po Castech" a opét se velmi Casto pouziva.

Av @ (), v (1)
¢
\\§ — >/
o o

J

Jestlize 1ze pro néjaky bod (x,y) grafu parametricky zadané funkce pocitat derivaci,
musi byt x v néjakém svém okoli jednoznacné urCeno parametrem ¢, tj., v tomto okoli
existuje ¢ !(x) a potom y = (¢ (x)).

] Zktohoto vyjadreni se snadno ziska derivace podle vét o derivaci sloZzené a inverzni
unkce:
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Tento vzorec Ize snadno zapamatovat pri znaceni derivace zlomky (pouZzitim Upravy
slozeného zlomku):

dy
dy @

=4
dz =

Stejnym zptisobem se dostanou derivace vysSich radu.

Napf. druhd derivace je derivace parametricky zadané funkce y' = zigg,x = Y(t),
takze

) = PP () — ' @)P"(E) 1 " OY(E) — L B)P(2)
P (¢) P'(t) P (¢)
Polarné zadané funkce r = h(yp), kde h je néjaka funkce a proménnd ¢ probihd né- LEKCEO7-DER
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vzorec pro derivaci polarn€ zadané funkce:

, h' (o) sin @ + h(p) cos ¢
() cosp — h(p)sinp

Y
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