Limita funkce

s vz

V predchozi ¢dsti o spojitosti funkci byl probirdn pripad, kdy lim f(xy,) existovala a byla stejnd pro vSechny
posloupnosti {x, } konvergujici k bodu a.

Slo o spojitost, nemylim se?

Pokud a € D(f) a lim f(zy,) se rovnala f(a), byla funkce f v a spojitd. Pokud a € D(f) a lim f(x),) se
nerovnala f(a), méla f v a odstranitelnou nespojitost.

Diilezity je vSak i ptipad, kdy a ¢ D(f). Pak lze funkci f v a dodefinovat hodnotou lim f(xy,) a dostane se
funkce spojitd v a.

Tento dulezity piipad bude nyni probiran. V na-
sledujici definici neni navic ddvod nevzit v ivahu
i nevlastni body.

DEFINICE. Necht a je hromadny bod defini¢niho oboru funkce f.
Limita funkce f v bodé a € R* serovnd A € R*
(znaCeni lim f(z) = A, nebo f(x) — A prox — a),
r—a

jestlize lim f(axy,) = A pro kazdou posloupnost {x,,} C D(f) \ {a} konvergujici k a.

Jde o to samé jako u spojitosti, jenom ta hodnota
nemusi byt funkéni hodnota v bodé a posloup-
nosti se cudné vyhybaji bodu a.

Pokud se v definici limity berou jen posloupnosti {zy,} s z,, < a (nebo x,, > a) dostane se tzv. limita zleva
(resp. limita zprava); znaCeni lim f(x) (resp. lim f(z)). Zapisujeme to prehledné f(z+) (resp. f(xz—)).
T—a_ T—a



V tomto piipadé je nutné predpokladat, Ze takové
posloupnosti {xy, } existuji.

Poznamky 1 Priklady 1 Otazky 1

POZOROVANI.
1. Necht' a € D(f) je hromadnym bodem D( f). Funkce f je spojitd v bodé a pravé kdyz lim f(z) = f(a).
r—a
2. Funkce md v daném bod¢ nejvySe jednu limitu.
3. V definici limity 1ze brdt jen prosté posloupnosti nebo jen rostouci a klesajici posloupnosti {xy, }.

4. lim f(z) = A, jestliZe existuje posloupnost {xy} z defini¢niho oboru f klesajici k a a pro vSechny
Zf*)a_i'_

takovéto posloupnosti je lim f(zy) = A. Podobné pro limity zleva.

5. lim f(z) = Apravé kdyz lim f(z)= lim f(z)=A4

r—a T—a| T—a_—

Nésledujici charakterizace limit odpovidd po-
dobnému tvrzeni pro spojitost. Tvrzeni znamen4,
Ze limita funkce f v bodé a je hodnota, ke které
se priblizuji v§echny hodnoty f(x), pokud je =
blizko a.

VETA. Nisledujici tvrzeni jsou pro funkci f, hromadny bod a defini¢niho oboru f a bod A ekvivalentni:

I. lim f(x) = A;

r—a

2. Pro kazdé okoli U bodu A existuje okoli V' bodu a takové, ze f(x) € U jakmile z € V N D(f),x # a.

Diikaz. Dikaz je podobny obdobné charakterizaci spojitosti funkce pomoci okoli, jen se misto bodu f(a) musf

nyni pouzit bod A a uvdzit, Ze a miZe byt nevlastni &islo (nelze tedy vZdy brét za okoli intervaly (a—1/n,a+1/n)
ale obecné spocetnou soustavu klesajicich okoli k bodu a). <&

Nasledujici obrazky ilustruji jednotlivé piipady moznosti Cisel a, A:



A%
w |
Obdobou g-9 charakterizace spojitosti pro rizné kombinace vlastnich ¢i nevlastnich ¢isel a, A jsou ndsledujici
prepisy predchozi charakterizace (viz ilustrace v pozndmkach):

Body a i A jsou vlastni. Pro kazdé e > 0 existuje § > 0 tak, Ze | f(z) — A| < &, jakmile 0 < |z — a| < 4.

Bod a vlastni, bod A nevlastni. Pro kazdé &islo K existuje & > 0 tak, Ze f(z) > K pro A = 4oco (resp.
f(z) < K pro A = —00), jakmile 0 < |z — a| < 4.

Bod a nevlastni, bod A vlastni. Pro kazdé € > 0 existuje &islo & tak, Ze |f(z) — A| < e, jakmile > k pro
a = oo (resp. x < k pro a = —00).

Body a i A jsou nevlastni. Pro kazdé ¢islo K existuje Cislo k& tak, Ze f(x) > K pro A = 400 (resp. f(z) < K
pro A = —o0), jakmile x > k pro a = 400 (resp. x < k pro a = —o0).

Tady prosim o POZORNOST!!! Radéji si to zo-
pakujte.

Pozndmky 2
Limita a konstrukce funkci

V této casti budou uvedena tvrzeni pro limity aritmetickych operaci a sloZeni funkci, analogické piislusSnym
tvrzenim o spojitosti.

| Ted’ to bude trochu opakovani. I

VETA. Necht a je hromadny bod defini¢nich oborG funkce f + g. Pak plati (zkracen€ je misto lim pouzito lim):
r—a



1. lim(f(z) + g(z)) = lim f(z) + lim g(x), pokud m4 pravd strana smysl;
2. im(f(z)-g(z)) =lim f(z) - lim g(z), pokud m4 prava strana smysl;

. f(z) _ lim f(x)
3. lim (](;L) - liﬁq(f)

, pokud m4 pravd strana smysl;

Dikaz. Dikaz provedeme pro podil, ostatni pfipady jsou obdobné. Pro libovolnou prostou posloupnost {zy} z
D(f/g) konvergujici k a je lim f(xy,) = A,lim g(x,) = B atedy (prvni rovnost z definice podilu funkef, druhd
rovnost z limity podilu posloupnosti):

f(zn) _ lim f ()
g(zn) lim g(zy,)

lim i(gjn) = lim ,
g

pokud md posledni vyraz, ktery se rovna A/B, smysl. <

Poznamky 3 Priklady 3 Otazky 3

Je zakefné necekané zdludné. Je to jemna zdleZi-
tost. Prectéte si nasledujici vétu nékolikrat.

—a”

VETA. Necht' f, g jsou funkce, a je hromadny bod D(f o g).Jestlize lim g(z) = Aa 1hnA fly) = a, pak
x Y— L

lim (fog)(z) =«

r—a
za predpokladu, Ze g(x) # A pro vSechna x # a z néjakého okoli bodu a.

Dikaz. Necht' {z,} je posloupnost z D(f o g) \ {a} konvergujici k a. Pak {g(zy)} je posloupnost z D(f)
konvergujici k A a skoro vSechny jeji Cleny jsou rdzné od A.

To znamenad, Ze f(g(zp)) — «, coZ bylo dokazat. &

Vétinou se limita sloZzenych funkei pouziva ve specidlnich pfipadech popsanych v nasledujicim ddsledku, kde
neni tfeba ovéfovat podminku g(z) # A (je pfidan dilezity piipad zndmy jiz z Césti o spojitosti).

DUSLEDEK. Necht a je hromadny bod defini¢niho oboru funkce f o g a lim g(x) = A. Pak lim (f o g)(x) =
r—a r—a
lim f(y) pokud je
y—A
1. f spojitd v A nebo
2. A je nevlastni nebo

3. g je ryze monoténni v néjakém okoli bodu a.



To si je tfeba dikladné promyslet.

fx) —>

y=

(W)s=(H)5=z

« g(f(x)~> 0 —x—s

Skladani funkei, to uz je néco jako
organizovany zlo¢in ...

Kdyz se blizime v ,x", blizime se v ,y" a na-
slednéiv ,z".

(x.fx)

(y.g»)




Nastavime toleranci v ,,z", pak hleddme toleranci
v ,y", kvtli tomu dohleddame toleranci v ,z".

Pozndmky 4 Ptiklady 4 Otazky 4

Limita a usporadani

Limita funkci v ur¢itém smyslu zachovava uspofddani a plati obdobnd tvrzen{ jako pro limity posloupnosti.

| Je tfeba zkontrolovat drobné odlisnosti ! I

| VEtsi funkce nema mensi limitu. I

VETA. M¢jme na mnoziné J funkce f, g a @ bud’ hromadny bod J.

1. Jestlize lim f(z) < lim g(z), pak existuje okoli U bodu a takové, Ze f(x) < g(z) pro vSechna x €
r—a r—a

UndJ,xz # a.
2. Jestlize existuje okoli U bodu a takové, Ze f(x) < g(x) pro vSechna x € U N J,x # a, pak lim f(z) <
r—a

lim g(z) (pokud existuji).
r—a

Diikaz. Necht’ tvrzeni | neplati a {V},} je klesajici posloupnost okoli bodu a s (| V;, = {a}. Pro kazdé n existuje

xn € Vo N J,xy # a, tak, Ze f(zn) > g(zy). Pak 2, — a atedy lim f(z) = lim f(zy,) > limg(z,) =
r—a

lim g(x), coZ je spor s predpokladem.

r—a

Tvrzeni 2 plyne ihned z 1. <&



DUSLEDEK. Mégjme funkce f, g, h na mnoziné€ .J, a bud’ hromadny bod .J, U okoli a aproz € JNU,x # a
necht’ f(z) < g(z) < h(x). Jestlize existuji lim f(x), lim h(x) a rovnaji se, pak existuje i lim g(x) a rovnd se
r—a r—a r—a

obéma zbyvajicim.

Velky Policajt

Maly Policajt

Jak se na MFF fika: Maji-li dva policajti mezi
sebou stdle zlodéje, pak pfi dopadeni policajt i
zlod€j jedno jsou.

f.

| To je jasné. I

DUSLEDEK. Necht lim f(x) = 0 a funkce g je omezend na néjakém okoli bodu a. Pak lim f(z)g(z) = 0.

Tr—a r—a

| Nula krat omezend je nula. To je uzite¢né. I

Pozndmky 5 Ptiklady 5 Otazky 5



Limita monotonnich funkci

Pro monoténni funkce je situace jednodussi, podobné jako u monoténnich posloupnosti, protoZe tam nékteré
limity vzdy existuji.

| Monoténni funkce maji v podstaté vzdy limitu. I

VETA. Monoténni funkce ma jednostrannou limitu v kazdém bodé, kde to ma smysl, a to
1. pro neklesajici funkci f na intervalu J je

lim f(z)=inf{f(y):y >a,ycJ}, lim f(z)=sup{f(y):y<ayeJ},

T—a4

2. pro nerostouci funkci je

lim f(x)=sup{f(y):y>a,ycJ} 1L11}{1 flx)=mt{f(y):y<a,yeJ}

T—a

(ve vSech pripadech pokud maji smysl levé strany).

Diikaz. Sta¢i dokdzat napf. prvni rovnost v 1. Necht' {z,} je klesajici posloupnost v J konvergujici k a. Pak
{f(xn)} je nerostouci a tedy lim f(zy,) = inf{ f(xyn)}. Ztejmé je inf{f(xn)} = nf{f(y) :y > a,y € J}. <

Pozndmky 6 Priklady 6 Otazky 6 66

POZNAMKY

Poznamky 1:
Na rozdil od spojitosti v bodé a nemusi byt funkce pfi pocitani limity v bodé a viibec definovana. Musi vSak byt
definovdna v mnoha bodech okolo bodu a.
I pokud f(a) existuje, na jeji hodnoté limita f v a viibec nezdvisi.
ProtoZe Casto jsou defini¢nimi obory intervaly nebo jejich sjednoceni, pocitaji se limity téchto funkci v krajnich
bodech téchto intervalti nebo ve vnitinich bodech, pokud v nich funkce neni spojita.

Zjist'uje se, zda tam nelze funkce spojite predefi-
novat.




V pripadé limit zleva (podobné tomu je zprava) znamend predpoklad o existenci rostouci posloupnosti k a z D(f),
Ze a je hromadnym bodem mnoziny M = D(f) N (—o0,a).

Oznadli-li se g zdZeni funkce f na mnoZinu M, je lim f(z) = lim g(x).
r—a_

r—a

Neni tedy nutné zvIast’ dokazovat véty pro obou-
stranné limity a pro jednostranné limity.

V piipadé a = oo je f = g a tedy limita a limita zleva splyvaji, limita zprava nema smysl.

Ziejmé nezdlezi na oznaceni proménné: lim f(xz) = A znali totéz jako lim f(u) = A.

r—a u—a
Zda se, ze piipady v nevlastnich bodech nebo nevlastni hodnoty limit jsou zcela nové oproti pripadiim vyplyvajicim
ze spojitosti funkce.

Neni vSak divod, pro¢ funkce nedefinovat i v nevlastnich bodech a s nevlastnimi hodnotami (tj. zobrazeni R* —
R*).

VSe, co bylo probirdno v pfedchozich ¢dstech o
funkcich a spojitosti, plati i pro takto rozsifené
funkce. Musi se ovSem davat pozor na dal$i neu-

r¢ité pifpady (oo — oo, 22, atd.).

ProtoZe N m4 jediny hromadny bod, a to co, m4 pro posloupnost (tj. funkci na N) smysl mluvit jen o limité v oo,
coZ byl piipad probirany v kapitole o posloupnostech.

voevs

Je to najednou jasné&jsi a neni v tom problém.

Jak bude vidét déle, mnoho tvrzeni o limitdch funkci je zobecnénim pfisluSnych tvrzeni o limitich posloupnosti
(resp. tvrzeni o limitach posloupnosti jsou specidlnim pfipadem pfislusnych tvrzeni o limitach funkcei).



| Nuad’o. I

Je vhodné si uvédomit (stejné jako u spojitosti), Ze definici limity 1ze vyslovit i pro zobrazeni napt. mezi Euklidov-
skymi prostory. Staci, Ze na defini¢nim oboru i oboru hodnot je definovdna konvergence posloupnosti.

Konec poznamek 1.

Pozndmky 2:

Vlastni ptipad. Nejprve si nastavime toleranci,
pak najdeme okoli, kde se ta tolerance dosahuje.

Polonevlastni pfipad. Nejprve si nastavime tole-
ranci, pak najdeme okoli, kde se ta tolerance do-
sahuje.

10



Nevlastni piipad. Nejprve si nastavime toleranci,
pak najdeme okoli, kde se ta tolerance dosahuje.

U nekonecna jako u kone¢na. Myslenka je stejna.

Obecna exponencialni funkce

Posledni ¢ast Otdzek 5 kapitoly o posloupnostech vlastné fik4:

Je-li f(x) = a” definovand na Q, pak pro kazdé redlné &islo z existuje lim f(x). Tato limita se rovnd a”.
rT—z
Timto zptsobem lze exponencialni funkce také definovat.

Konec poznamek 2.

Pozndmky 3:
Vyrazy pokud md pravd strana smysl znamenaji dvé véci: jednak existenci vSech limit na pravé strané a jednak to,
7e se na pravé strané nevyskytuje neurcity vyraz.
TakZe napf. prvni rovnost lim(f(x) + ¢g(z)) = lim f(z) + lim g(z) znamend, Ze pokud existuji ob& limity
lim f(z),lim g(x) a vyraz lim f(z) + lim g(x) neni neurdity, pak existuje i limita lim(f(x) 4+ ¢g(z)) a rovnd
se souctu lim f(z) + lim g(x).

lim (2241)
. 4 4 . /'2 v v , P "— . v .. 4 ’
Pocita-li se tedy priklad, napf. lim "’3+1 , napise se, Ze se tento vyraz rovna % i kdyZ v tu chvili jesté neni
20 x°—2 hmo(:r —2)
€Tr—

znamo, Ze ta rovnost opravdu plati. Teprve po vypoctu poslednich dvou limit 1ze ovérit zpétné platnost rovnitka.

11



Je mozné nad takova ,podminénd rovnitka" na-
psat otaznik a po ovéfeni a dopocitani konstato-
vat: 7=ANO.

Predchozi véta md smysl a plati i pro redlné funkce definované na Euklidovskych nebo jinych prostotech, protoze
v diikazu byla potieba jen spojitost aritmetickych operaci na R.

Konec poznamek 3.

Poznamky 4:

Pripad spojité funkce f v poslednim tvrzeni plyne z definice spojitosti funkce, nicméné, je vhodné si toto pouziti
spojitosti pfipomenout.

Jinymi slovy:

Je-li f spojitd, pak lim (f o g)(x) = f(lim g(x)), jakmile existuje levd strana (pravd strana existuje, i kdyz
r—a r—a

lim ¢g(x) neni hromadnym bodem defini¢niho oboru f — miZe byt jejim izolovanym bodem).

r—a

Pokud je ale f definovana napf. na intervalu, pak rovnost plati, jakmile ma jedna strana smysl. TakZe napr.

lim /g(z) = \/lim g(z), jakmile jedna strana existuje.

r—a r—a

Predchozi véty o limité nové sestrojenych funkci davaji ndvod k pocitani.

Je-1i g sestrojena pomoci aritmetickych operaci a skladani ze spojitych funkci f;,2 = 1,..., k, je prvnim krokem
ve vypoctu limity g v bodé€ a dosazeni bodu a do g.

Jestlize se dostane smysluplnd hodnota (tj. ni-
kde se nenarazi na ,neurcity vyraz"), je tato hod-
nota hledanou limitou. Pokud se vyskytne neur-
City vyraz, je nutné funkci g upravit (napf. rozsifit
zlomek vhodnym vyrazem, pouZit vzorec pro go-
niometrické funkce) a po upravé opakovat prvni
krok, tj. opét dosadit bod a.

Konec poznamek 4.

Pozndmky 5:
Pfedchozi tvrzeni maji smysl (a plati) pro funkce s hodnotami v R (nebo v jiné uspofddané mnoZiné€) a tedy i pro
funkce vice proménnych nebo definovanych na normovanych prostorech a pod.

Konec poznamek 5.

Pozndmky 6:
Je-li tedy funkce f monoténni na intervalu I, a bod a bud’ lezi v I nebo je krajnim bodem I, pak existuje
lim f(x) pokud a neni pravym koncovym bodem I a existuje lim f(z) pokud a neni levym koncovym bodem
ZCH(Z_Q_ r—a_

1.

12



Je to najednou vysloveno pro pravéaky i levaky ;-)

1 kdyZ je a vnitinim bodem intervalu I, nemusi oboustrannd limita v a existovat (miZe tam byt skok, jak ukazuje
priklad funkce signum v bod¢ 0).

Samoziejmé staci pro existenci lim f(z) pfedpokladat, Ze dand funkce je monoténni jen na néjakém intervalu
T—a4

(a,b); podobné pro lim f(x) stali monoténnost na néjakém intervalu (b, a).
Tr—a_

Jenom kousiCek staci k limité.

s ¥ 2

Na rozdil od pfedchozi ¢asti o vztahu limity a usporadani je v této Casti potieba i usporddani na defini¢nim oboru
a tedy tato tvrzeni nelze prenést na funkce vice proménnych.

V nésledujicich Prikladech je uveden prirozeny logaritmus log, coZ je logaritmus se zdkladem e.

Tento logaritmus se znaciva i jako In nebo Ig. Dfive toto znaceni mélo smysl, aby se pfirozeny logaritmus nepletl
s dekadickym logaritmem se zdkladem 10, ktery se Casto znacil log.

Ten se pouzival velmi Casto pro vypocty, kdyz jesté nebyly rozsiteny kalkulacky a pocitace (existovaly podrobné
tabulky dekadickych logaritmi).

V soucasné dobé dekadicky logaritmus ztratil sviij ptivodni vyznam a pouZiva se spisSe vyjimecné. Pfirozeny loga-

2N v

ritmus je vSak v matematice (zv1asté teoretické) velmi rozsifeny a mize se nyni znacit log aniz dojde k zaméné s
dekadickym logaritmem.

Stejné jako pfirozeny logaritmus, md i jeho inverzni funkce e” v matematice vyjimecné postaveni. Ma proto svij
ndzev: exponencidlni funkce. Obcas byvd misto e” znacena jako exp (z).

13



Exponencidlni funkce je opravdu svétovd. Mam
jirada :-)

Konec pozndmek 6.

PRIKLADY

Priklady 1:
V nasledujicich situacich je vZdy piedpoklad, Ze a je hromadny bod defini¢niho oboru dané funkce f.

Je-li f konstantni s hodnotou k, je lim f(z) = k.

r—a

Je-li f identickd funkce, je lim f(x) = a.

r—a
lim sgnzx = —1, lim sgnz = 1.
r—0_ z—04
A co lim sgnz?
z—0
lim 1/z = —o00, lim 1/x = .
z—0_ z—04

lim 1/z= xhgréo 1/z=0.

r——00
lim z = —o0, lim x = oco.
Tr——00 T— 00

lim sin z neexistuje.

r—00

Je jasné, Ze kazdy ptiklad v sobé obsahuje drobny
vtipek? Je to takovd mald pocetni anekdota. Je
tieba tyto triky ,,dat do batizku" a stdle pouZivat.

14



Konec prikladu 1.

Piiklady 2:
Konec piikladua 2.

Ptiklady 3:

. 2_ . v ¥ o ¥e 1 < . y
hm1 ";_11 = hm1 (z + 1), protoZe obé funkce se rovnaji na néjakém okoli bodu 1 kromé tohoto bodu (v tomto
xr— xr—

piipadé na R\ {1}).

KdyZ nékdo poradi, které dvé funkce jsou skoro
stejné, je to jasné. Jinak na to musime pfijit sami.

Konec priklada 3.

Piiklady 4:
Zakladni techniky pocitani limit jsou velmi diilezité pro vSechny dalsi kapitoly.

Pocitejte asi 10 hodin limity raciondlnich funkci
z odmocnin, z goniometrickych funkci. Usmi-
vejte se.

Konec piikladu 4.

Pfiklady 5:

Z naivni predstavy o délk_éch Ize odvodit vzorec sinz < z < tgx proz € (0,7/2). Tedy *7* < 1 <

Sin x
xr

sinz 1
N x cosx’
sinz _ |

> — L

odkud vyplyva cos x < < 1. Protoze kosinus je spojita funkce a v 0 ma hodnotu 1, je liﬂb
€Tr—>

15



| Taky jsem byla kdysi naivni. I

lim xsin(1/z) = 0 pfestozZe lim0 sin(1/x) = 0 neexistuje.
€r—>

xr—

x sin 1/x

Konec prikladi 5.

Priklady 6:
Monotonni funkce ma limitu.

| Tato funkce je dokonce spojita. I

16

Limity exponencialni a logaritmické funkce.



l.Je-lia > 1,je lim a% =400, lim a” =0.
r——400 Tr——00

[Navod: lim a* =sup{a™;n € N} = 400 nebot’ pro dostate¢né velkd n je ¥n < aatedy n < a™.]

T—+00
Je-lli0<a<1l,je lim a*=+c0, lim a®=0.
r—+—00 r—-+00
2. Dalsi limity budou uvddény pro a > 1. Dodélejte si prechodem k 1/a pfislusné limity pro pfipad 0 < a < 1.
Necht’ tedy @ > 1. Pak plati
al’
lim — =+4o00.

r—+00 T
Staci uvazit, ze a = 1 + h pro néjaké h > 0 a Ze pro kazdé x > 1 existuje n,; € Ntak, Ze n; <z < ng + 1.
Potom
(14 h)n= - 1+ ngh + ng(nge — 1)h?/2

ne+1 = ng + 1

a posledni vyraz je libovolné velky pro dostate¢né velkd x.

ax
—
x

3.Proa > 1,u > 0,v > 0 plati:

uxr (ICL
lim —— =400, spec. lim — =+
z—+o0 Y r—+o0 x"
lim [|z[%a"* =0, spec. lim |z["a® =0
r——00 Tr——00
. z" . T
lim 57— = |00, spec. lim =400
T—+00 loga xr T——+00 loga T
v
lim z%logax =0, spec. lim xlogaxz =0.
r—04 r—04

Tyto limity vyplyvaji z limity v bodé 2. Napf. funkce v prvni limité Ize upravit takto pro y = (uxzloga)/v, k =
(uloga)/v:

0 (emloga)/v)v ) k(ﬁ)

xv T Y

Dalsi limity vyplyvaji z této prvni riznymi dpravami — ukazte to.

Zhruba feceno, exponencidlni funkce a® pro a >

1 roste k nekonecnu rychleji nez jakdkoli moc-
nina x™.

Logaritmickd funkce log, pro a > 1 roste k ne-
kone¢nu pomaleji nez jakdkoli mocnina z pro
e>0.
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To si pamatujte a mezi nematematiky to lehce
prodate za koralky.

4. Pro kazdé a > 0 existuje limita 1inb(a$ —1)/x.
Tr—
Pripad @ = 1 je trividlni. Necht' tedy a > 0,a # 1.
Dosad’te do limity y = 1/(a” — 1). Tfm se piivodn{ limita zm&ni na 1/ log, ( lir_E (1+ 1/y)¥). Pro libovolnou
y—-+oo

posloupnost {yg} jdouci k +oo existuje posloupnost {ny, } takova, ze ng < yp < ny + 1 pro skoro kazdé k. Tim
se dostanou nésledujici nerovnosti:

1 \np+1 1 \Yr 1 ni.
() =0 y)" 2 ()™
Nk Yk ng+1

Protoze {n;, } konverguje k +00, je limita obou krajnich vyrazii rovna Eulerovu &islu e.

Takze
Coat -1 1
lim = =loga,
z—0 loga e

pfijmeme-li dmluvu, Ze u logaritmu se zdkladem e se tento zdklad znacit nebude. Jednd se totiz o velmi dulezity
logaritmus, tzv. pfirozeny logaritmus.

Plat podle pfirozeného logaritmu bych pfirozené
bral vSema deseti ;-)

Predchozi limita pro Cislo e misto a tedy dava nasledujici dilezité limity

rT—1 1 1
€ =1, hmM

z—0 x x—0 x

=1.

| To jsou dvé nejhez¢i limity vibec. I
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| A bésnici o nich skladaji verse ;-) I

OTAZKY

Konec prikladu 6.

Otazky 1:
Dokazte: Je-li @ € D(f) hromadny bod D(f), pak existuje lim f(x) pravé kdyz je f v bod€ a spojitd nebo tam
r—a

ma odstranitelnou nespojitost.

Ukazte, ze pro hromadny bod a defini¢niho oboru funkce f existuje lim f(z) pravé kdyz lze f v a dodefinovat
r—a

nebo predefinovat tak, aby v tomto bod¢ byla nova funkce spojita.
V jakych ptipadech existuje limita periodické funkce v nevlastnich bodech?

Ukazte, ze lim f(x) existuje pravé kdyz existuje lim f(x,) pro kazdou posloupnost {z,} z D(f) \ {a} konver-
r—a
gujici k a (predpokldddme, Ze a je hromadny bod D(f)).

Co by nastalo, kdyby bylo v definici limity pfipusténo i x,, = a?

Co by nastalo, kdyby byl vynechan pfedpoklad, Ze a je hromadny bod defini¢niho oboru?

Konec otazek 1.

Otazky 2:

Konec otazek 2.

Otazky 3:
Najdéte priklady funkci f, g, pro které existuji levé strany rovnosti posledni véty a vyrazy na pravé strané nemaji
smysl, a to pro oba mozné pripady, tj. bud’ limity neexistuji (miZe se stdt, Ze jedna z limit na pravé strané existuje
a druhd nikoli?) nebo existuji ale prislusna aritmetickd operace da neurcity vyraz.

A ted’ se stavite, pokud to fesite s radosti, mate-
matiky analytiky.
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Konec otazek 3.

Otazky 4:
Ukazte: ProtoZe absolutni hodnota je spojita funkce, je lim |f(z)| = | lim f(z)|, pokud limita vpravo existuje. Z
r—a r—a
toho vyplyvd, ze
%g}r}l max{f,g}(z) = max{%lglaf(L),}l_n}ag(a:)}

a podobné pro minimum.
Najdéte piiklad, ze lim |f(z)| existuje, ale lim f(x) neexistuje.
r—a r—a

Najdéte piiklady funkei f, g, napf. na intervalu (0, 1), tak, Ze lim (f o g)(z) existuje, ale lim g(x) neexistuje

z—0) z—0

(popt. lim (f)(y) neexistuje, kde lim g(x) = A).
y—A) z—0)

UkaZzte, Ze ptipad 3 v poslednim tvrzeni 1ze zobecnit: staci, kdyZ g je ryze monotdnni napravo od a a nalevo od a,
napt. kdyz g(z) = 22 aa = 0.

Konec otazek 4.
Otazky 5:

Najdéte priklad dvou funkei f, g definovanych na (0, 1) takovych, Ze f(z) < g(x) pro vSechna € (0,1) a
lin}) flx) = limog(x).
T— r—

Konec otazek 5.

Otazky 6:
Ukaite, e a® = e%108a,

Podle této rovnosti si zkontrolujte neurcité vy-
razy pro mocniny: 0, 1% 4000,

Je to nova konstrukce nové funkce (mocnina
funkci).

Podle predchoziho pfevodu obecné mocniny na mocninu se zdkladem e lze psat f(m)g(*”) = ef(@)1089(=) Tato
rovnost se vét§inou pouZziva pfi praci s mocninami funkci.

Dokazte, 7e f(;v)g(x) je spojita, jakmile f, g jsou spojité.
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li :
Ukaite, 7e lim f(2)9®) = lim f(Jr)fﬂ]ﬂg(l)
r—a r—a

, pokud ma prava strana smysl.

Dejte si pozor na funkce typu 2% a podobné. Vy-
padaji krotce, ale jsou to pékni zabijaci !!!

g
Naivka ...

CVICENI

Konec otazek 6.

Cviceni 1:
Konec cviceni 1.

Cviceni 2:
Konec cviceni 2.

Cviceni 3:
Konec cviceni 3.

Cviceni 4:
Konec cviceni 4.

Cviceni 5:
Konec cviceni 5.

Cviceni 6:
LIMITA FUNKCE - ZAKLADY
Pfiklad. Zjistéte, zda jdou funkce

Y .1 .
zsin —, z%sin — , xsign —, [signz|
x x x

spojité dodefinovat v pocatku.
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| Jak jinak. I

Pfiklad. Pro které hodnoty parametru A existuji funkce f a g tak, aby lim,_.q f(x) = 0, lim,_g g(z) = 00
alimy,_o f(x)g(x) = A.

Reseni. Zakladni volba je f(z) = 2P a g(z) = 27 a jejich ndsobky. Pro vhodné dvojice dostaneme to, co
chceme.

Je mozZzné udé€lat jakoukoliv hodnotu. Limita

mimo jiné nemusi existovat.

|2210. I

Mezi zakladni limity, které je tieba bezpodmine¢né umét patii
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| O téchto limitach nejde diskutovat. I

LIMITA SLOPENE FUNKCE

Pokud je nékde problém, je to u limity sloZzené

funkce.

Je to néco upln€ nového a necekaného!!!

Tak o co jde?

|

Strucny zépis véty o limité slozené funkce (VLSF) fika:
f@) #b& flak) =b& g(bt) = ¢ = (go f)(ax) =c

Jiny zapis rika:

f(x) # flax) = (g0 f)(a£) = g(f(axt)£)
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Predpoklad je tam JEDEN. Existuje okoli, na
némZ f nenabyvd své limity f(a+t).

Tento predpoklad je nezbytné nutné ovefit PRED
pouzitim VLSF.

Jediny predpoklad VSLF je dobré néjak oznacit. Napriklad (P).

KdyZ pocitdm podle VLSF, napiSu ,ovétime (P)
" a zkontroluji ho. Pak pocitam.

Po pravdé feceno, nemluvim vzdycky pravdu.
Nicméné bez (P) jste na cesté do Pekel.

Priklad. Spoctéte
. sin3z
lim —
z—0 3x

Reseni.

1. Pro funkci f(z) = 3z plati
lim f(z) = lim 3z = 0.
z—0 z—0
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2. Existuje prstencové okoli P bodu 0 takové, Ze f nenabyva hodnotu 0 na P. Pfedpoklad (P) je tedy ovéfen.

3. Pro vngjsi funkci g(y) = siny/y plati

. . siny
1 y) = 1 = 1.
sim, o) = iy =
4. Podle VLSF je
sin 3z
li ()) = 1i 3x) = li =
Piseme to n¢kdy zdpisem
1
N——"
——
lim sin 3x ~ lim sin 3x _
z—0 3x x—0 3z

Musime nékam poznamenat, Ze ,,f" znamend pouZiti VLSF:
I. lim f : vidime, Ze pro f(z) = 3x plati

lim f(z) = lim 3z = 0
I = 3

2. (P) : vidime, Ze f(x) = 3z je nenulové na prstencovém okoli po¢atku

3. limg : vidime, Ze pro g(y) = siny/y plati

. . siny
1 y) = 1 = 1.
Sy 9(y) e
4. VLSF :
. sin3z
lim =
z—0 3x

| Takhle se mi to libi nejvic. I

Pokud je vnéjsi funkce spojita, neni predpoklad
(P) potreba.
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Priklad.

‘)
lim exp(sinz)) = exp(lim sinz) = 1.
z—0 z—0
Reseni. ?2=ANO, protoZe vn&jii funkce je spojita.
Priklad. Dokazte loa(1
Jim 2802 _
z—0 x

Reseni. Zvolme f(x) = log(1 + ). Plati f(0+) = 0 a je splnén piedpoklad (P) .
Pro funkei g(y) = (expy — 1)/y zndme limitu v pocatku

) -1
lim Gy 1
y—0 (Y
Podle VLSF je
xp(log(l+z)) — 1 1+x) — 1 ;
1 v lim exp(log(1 + z)) = lim % = lim ——,
z—0 log(1 + ) z—0 log(1+ x) z—0 log(1 + x)

COZ nam staci.

Plati

Zde V=VLSF pro f(z) =z —1, g(y) = log(1 +
y)/y. Takové linedrni ,substituce" budeme nékdy
délat mlcky.

Jednoduchou substituci ve smyslu VLSF jde dé-
lat za pochodu a oznacit to pismenkem S nad rov-
nitkem.
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log(1
= [y=z—1] 5 lim 7%’( +9) =1
z—1lx—1 y—0 Yy

Priklad. Ovérte .
lim f(y)=A < lim f<> =A.
-

y—0+ 300

Reseni. Podle VLSF a y = 1/x jde o samoziejmost.

| IMHO VLSF 05 OK. I

OBECNA MOCNINA

Pfipoméfime si definici obecné mocniny

F(@)7® = exp (g(x) log f()) -

Samoziejmosti mezi slusnymi lidmi je pouzivat
pouze kladnou funkci f.

Aby takovd mocnina f(x)9(*) méla limitu 1 je potieba, aby

lim (g(x) log f(z)) = 0.

To plati pro 7 a tusim MALOKDY JINDY.

Funkce 2% je pro0 < z < 1 a0 < y < 1 zndzornéna na obrazku.
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[
L1177
L7777
[
7117777

Je vidét, Ze u pocitku (0, 0) jsou hodnoty nékde mezi 0 a 1.

Funkce 2¥ jepro0 < z < 1a —1 < y < 1 zndzornéna na obrazku.

Je vidét, Ze u pocatku (0, 0) jsou hodnoty nékde mezi 0 a co.

Tedy 0 je sice 1, ale je to vyjime&né pékné. Pohybujeme se na diagondle na grafu

a v limit€ dostaneme 1.

Rez tohoto grafu je funkce 2% s timto pritbéhem:

T x
0sl

0.6
0.4
0.2

X

0 0204 0608 1
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Byli jste timto varovani. Kdo bude obecné moc-
niny limitit od boku, je Greenhorn.

Priklad. Spoctéte

lim glogz |
r—0+

Regeni. Piiklad je ukdzkové nazorny (jde o konstantni funkci)

: — . log x .
lim ze? = lim exp | — = lim exp(l) = e.
z—0+ x—0+ log x z—0+

LIMITA FUNKCE - KRABICKY

Priklad. Spoctéte
lim n?( Yz — ") .

n—oo

Reseni. Ze zévorky vytkneme a dostaneme

_1
. ., ; . 17 ;I;’rL2+n —1 77/2
lim n2( Vor— "z) = lim pntl -

n—00 n—oo . n2+n
n24n
1
1 1
——
v .
/—A
_ 1 exp(nzirn logz) — 1 n2
= lim | znt! ] 77 log z =
n—o0 " n n
n2+n 08T

= logx.

| Néco jsem zaPomél ;-) I
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BTW. Pracovali jsme s posloupnostmi jako s
funkcemi. No problem.

LIMITA FUNKCE - TRIKY

z+a? 442" —n (z-1D)+@2-1) 4+ (2" 1)
r—1 B x—1

Vitz-YT+z  WI+z-1)+ (1-YT+2) (I+z-1) N (1—IY1+2)

log(a:10+w+1) = 10g[x10(1+1;79+x710)} = 10logz + log(1+x79+a;710) = ...

1 —cosx 1—cosx1l+cosx 1—cos?z 1 sin? z 1

2

x 22 1l4cosz 2 1+4+cosz a2 1+cosz

¥ —a® (2% —a”)+ (a® —a?)

r—a xr—a
2m—-1g s (1+t)™—1
el A Rl G
. VZz+2— Yz +20 : \/w+273+37\3/x+20
1m = 11m
r—7 xr—7 r—7 xr—7 r—17

Ve +1Ve+1—- Voe+1+ VYVoe+1-1
n =

) Ve +1Ve+1-1 .
lim = lir
x—0 xT x—0 X
. Ve+1(Ve+1-1)+(Vae+1-1)
= lim
x—0 xT

| VZdy s ismévem :-) I
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Uceni 1:

Konec uceni 1.

Uceni 2:

Konec uceni 2.

Uceni 3:

Konec uceni 3.

Uceni 4:

Konec uceni 4.

Uceni 5:

Konec uceni 5.

Uceni 6:

ersinr _

lim
r—0 22

lim

€Tr—>

2 sin x
(1 )
0 X

9
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UCENI

| Ziejmosti nerozepisuju. I

| Limitit uprostied je jako jist jablko odprostied. I

lim (140)° = 1

x—0



Vim.

Nevi a nevi Ze nevi.

1 —cosx

. 1 7
(1 —cosz) jeomezenda lim — — 0 = lim —— = 0
z—0 T z—0 x

% Samoziejmé.
Samozfejmé, Ze ne, teda vlastné ano. Z nepravdy
plyne vSechno.

. 1—-cosz ? o 1-—-1

lim 5 = lim —5— =0

x—0 X x—0 X
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g a3l g0l

lim ————————
z—o0 p3T—1 — x27-1

i
¥
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| 7Znama limita. I

2 2 z!3 + 2!2 3+2

lim =
x—oo x!3 — x!2 3—-2

Vysledek je 5. S I’Hospitalem nejdal dojdes.

T
T

Vysledek je za 5. Na I’Hospitala dojdes.



lim
r—0o0

1
1 D) 1 1
~—~— ~—— N—— ~——
? 9 ? ?
. .
ST sinx etan@ 1 log(1 + x)
sinx sin 2z tanx x

[~

| Pocita to samo. I

1
N——

?

———
in L
) TSNy q

lim —3
z—0 xsin o

34
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A kde to vlastné jsme? I

| Pocita to samo. I



| Predpoklady jsou pro koho? I

Konec uceni 6.

Konec kapitoly o limitach.
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