Funkce a zdkladni pojmy popisujici jejich chovani

vz

Pro zobrazeni z redlnych ¢isel do redlnych ¢isel se pouZziva termin redlnd funkce redlné proménné.

ProtoZe jen vyjimecné budou v této Casti pou-
Zity jiné proménné nebo hodnoty nez realna Cisla,
bude se pro tato zobrazeni pouZivat zkraceny ter-
min funkce.

Funkce f bude v této ¢asti znamenat zobrazeni néjaké neprazdné podmnoziny D C R do R, tj. pfedpis, ktery
pfifazuje kazdému x € D presné jedno redlné Cislo f(x).

Poznamky 1 Priklady 1 Otazky 1

Mnozina D z definice funkce se nazyva defini¢ni obor dané funkce (znali se D(f)), ¢isla z D jsou (nezdvisle)
proménné, piislusna prifazena ¢isla jsou hodnoty (téZ nazyvané zavisle proménné).

Mnozina vSech hodnot dané funkce se nazyva jeji obor hodnot.

| Defini¢ni obor a obor hodnot - to je zaklad. I

DEFINICE. Mg¢jme funkci f : D — R s definicnim oborem D. MnozZina vSech bodl v rovinném (X,y)—
souradnicovém systému, které maji soufadnice (z, f(z)), kde « € D, se nazyva grafem funkce f.

Pozndmky 2 Ptiklady 2 Otazky 2



Denni aktivita

(x, /(%)

(22,/(22))

22

Tady jsem usnul

Tady jsem pustil bednu ..
Tady jsem se probudil ...

Poznamky 3 Priklady 3 Otazky 3

VLASTNOSTI FUNKCI

V této Casti budou zavedeny nékteré vlastnosti funkci, které se hodi pro vySetfovani jejich prib&hu. Vlastnosti
jsou rozdéleny podle pouzitych vlastnosti redlnych ¢isel (aritmetické, uspotfadani).

Vlastnosti jsou zpravidla vidét na grafu funkce.
Pokud graf nemdme, musime se vice snaZzit.

Pouziti aritmetickych vlastnosti

V tomto piipadé se vyuZziva aritmetickych vlastnosti R (opacného prvku —x k x a operace s¢itani).

| Zacneme se soumérnymi grafy. I

DEFINICE. Funkce f se nazyvd sudd (nebo lichd), jestliZe jeji definiéni obor je symetricky kolem O (tj. 2 € D(f)
pravé kdyz —x € D(f))a f(—x) = f(x) (nebo f(—x) = — f(x), resp.) pro vSechna x € D(f).

| Graf sudé funkce je symetricky podle osy y. I



Priklad sudé funkce

Priklad liché funkce

| Graf liché funkce je symetricky podle pocatku. I

DEFINICE. Funkce f definovand na R se nazyva periodickd, jestliZe existuje p € (0, +00) (nazyvané perioda)
tak, Ze f(z + p) = f(x) pro kazdé = € R.

Graf periodické funkce f s periodou p na intervalu [np, (n + 1)p],n € Z, vznikne posunutim grafu f na
intervalu [0, p] 0 np na ose x.

Pii vySetfovani sudych, lichych nebo periodickych funkci neni nutné vysetfovat cely defini¢ni obor, staci se
omezit na nezdpornd &isla a u periodickych funkei s kladnou periodou p jen na interval [0, p.

| Vypada to vcelku snadno. I



Ja definici periodické funkce periodicky zapomi-
nam.

Poznamky 4 Piiklady 4 Otazky 4
Pouziti usporadani na R

DEFINICE. Funkce f definovana na intervalu / se nazyva rostouci (nebo klesajici, nebo neklesajici, nebo ne-

rostouci), jestlize f(z) < f(y) (nebo f(x) > f(y), nebo f(z) < f(y), nebo f(x) > f(y), resp.) jakmile
z,y € D(f),z <y.

Moje vyska
je prilis rychle
rostouci funkce

Na intervalu [0, 18].

DEFINICE. Funkce, ktera je rostouci nebo klesajici, se nazyva ryze monoténni; funkce, ktera je neklesajici nebo
nerostouci, se nazyva monotonni.

~
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Graf rostouci (nebo neklesajici, klesajici, neros-
touci) funkce stoupd (resp. neklesd, klesd, ne-
roste) ve sméru kladné osy x. Graf monoténni
funkce mize byt na néjaké Césti defini¢niho
oboru konstantni.

S platem jsem nikdy nekles! ...

melouny

DEFINICE. Rikame, 7e funkce f je omezend (nebo shora omezend, nebo zdola omezend), jestlize jeji obor
hodnot ma uvedenou vlastnost, tj. existuje ¢islo k tak, ze | f(z)| < k (nebo f(z) < k, nebo f(z) > k, resp.) pro
vSechna x € D(f).

Dole taky.
Omezena funkce
si nemitize moc
vyskakovat ...

Shora omezent,

pujde se domit
kanalem ...




Graf omezené funkce lezi v pasu mezi dvéma
rovnobézkami s osou x. Graf shora (nebo zdola)
omezené funkce leZi v dolnf (resp. horni) poloro-
viné uréené rovnobézkou s osou x.

POZOROVANI.

1. Funkce f je rostouci (nebo neklesajici) prave kdyz je funkce — f klesajici (resp. nerostouct).

2. Posunutim grafu monoténni funkce ziskdme opét graf monoténni funkce (stejného druhu).

Tomu fikdm ,Minipozorovanicko". Nékterd tvr-
zen{ si rychleji vymyslim, nez prectu.

Poznamky 5 Priklady 5 Otazky 5 5

Konvexita

Nasledujici definice popisuje nékteré tvary graft

funkci, a to zda se oteviraji smérem nahoru nebo
dolu.

| Nebo-li jak graf funkce zataci doleva ¢i doprava. I



DEFINICE. Funkce f definovand na intervalu J se nazyva konvexni, jestliZze pro kazdé dva body =,y € J a
kazdé X € (0,1) plati vztah

fOz+ (1= Ny) <AMf(x)+ (1 =Nf(y).

Plati-li v uvedeném vztahu vZdy ostrd nerovnost, nazyva se f ryze konvexni.

Obratime-li v uvedeném vztahu nerovnost, dostdvame funkci (ryze) konkavni.

Jde o to, zda je graf funkce otocen nahoru nebo
doll. Podle toho na sebe body grafu vidi nad
nebo pod grafem funkce.

Na konvexnim svahu
na scbe lyzafi
vidi.

Na konkévnim svahu
na sebe lyzafi
nevidi




Konkdvni je tieba Rip.

Konvexnigek zpévny tahd
zlotfilou zizalu

Konkéavnik hlubiny taha
zlotfilou zizalu

Nerovnost v definici konvexity funkce znamend, Ze tisecka spojujici dva body grafu leZi celd nad grafem nebo
na grafu (lezi-li celd, kromé koncovych bodd, nad grafem, je to ryzi konvexita):

Nemam rad
ryzi charaktery




POZOROVANI.

1. Funkce f je (ryze) konvexni pravé kdyz — f je (ryze) konkavni.

2. Posunuti (ryze) konvexni funkce je (ryze) konvexni funkce.

3. Funkce f je na intervalu I konvexni pravé kdyz pro libovolné tii body u < v < w z intervalu [ plati
f)(w—u) < f(w)(v—u) + f(u)(w—wv)

neboli

flo) = fw) _ f(w) = flv)

v—u w—v

Chovani konvexnich funkef ilustruji obrazky:

—_ =
—_— -

pod secnou

Konvexni funkee je nad, pod a nad seénou



Poznamky 6 Piiklady 6 Otazky 6

VYTVARENI NOVYCH FUNKCI

Ze znamych funkei 1ze pomoci riznych operaci vytvorit dalsi funkce.

Takovym zptusobem vznikaji polynomy z iden-
tické funkce.

Z jak dobrych slozek uvaiime, tak dobfe se na-
jime.

Z monoténnich funkei vznikaji monoténni ... ,
nebo ne?.

V nasledujicich tfech ¢astech je definovano vytvareni novych funkei pomoci aritmetickych operaci a uspora-
dani na redlnych ¢islech a pomoci sklddan{ a inverzni operace.

Pozdéji budou pfidany dalsi operace (napf. umocnovani funkcemi, derivace, integrace).

10



Skladani a tvofeni inverze je vlastnost obecnych zobrazeni.

Pro aritmetické operace se zobrazenimi je potfeba, aby v jejich oboru hodnot byly tyto aritmetické operace
definovany.

Podobné pro operace pomoci usporddani musi na oboru hodnot usporadani existovat.
Pouziti aritmetickych operaci R

DEFINICE. Jsou-li f, g funkce, budou znacit f + g, f - g, f/g funkce, které maji za hodnotu v bodé x postupné
f(x) +g(x), f(z) - g(2), f(x)/g(x).

Defini¢ni obor souctu a ndsobku funkci je prinik
jejich defini¢nich obort, u podilu je nutné jesté
odebrat body, ve kterych se jmenovatel rovn4 0.

Ve vyrazu k - f miZeme Cislo k chapat jako konstantni funkci na R s hodnotou k a potom je funkce & - f
specidlnim ptipadem nésobeni funkei, tj. (k - f)(z) = kf(x).
Stejné tak je rozdil funkei f — g specidlnim pripadem souétu funkei fa —g = (—1) - g.

V jednoduchych situacich se ¢lovék nemuze
splést.

Polynom je funkce tvaru
y=anz" +ap_12"" +- -+ a1z +ap,

kde n € N a koeficienty ag, a1, ..., ap jsou redlnd Cisla (jestlize a,, # 0, nazyva se n stupen polynomu).

Podil dvou polynomd se nazyva raciondlni funkce.

11



| Racionalni to asi bude. I

Pouziti usporadani R

DEFINICE. Pro funkce f, ¢ se definuje max{f, g} (nebo min{f, g}) jako funkce, kterd ma v bodé = hodnotu
max{f(z), g(z)} (resp. min{f(z), g(z) .

Na maximum dvou funkei
se musite se podivat zhora ...

Na minimum dvou funkci
se musite se podivat zespodu

Defini¢ni obor maxima a minima funkcf je prunik

jejich defini¢nich obord.

12



Pro funkei f se definuji funkce fy = max{f,0}, f- = —min{f, 0}, tzv. kladnd nebo zdporn4 ¢dst funkce f.

S kladnou a zapornou ¢4sti to neni vzdy jednodu-
ché.

Pozndmky 7 Priklady 7 Otazky 7

Skladani funkeci

vvvvvv

jednoduchych funkei.

DEFINICE. Slozeni f o g dvou funkci f, g se definuje jako funkce, kterd md v bodé = hodnotu f(g(x)).

Funkce ¢ se pak nékdy nazyva vnitini funkei a f vnéjsi funkci. Napf. |f| (absolutni hodnota funkce f) je

slozeni funkce f (vnitini funkce) a funkce absolutni hodnota (vné&jsi funkce).

| Ted’ je tfeba se pripravit na v§echno. I

S <
) !
- l N,
((0)))8=(05=z \
—g(f(x)> |V e—x—n

Skladéni funkei, to uz je néco jako
organizovany zlogin ...

Defini¢ni obor tohoto sloZeni jsou pravé ty body x z defini¢niho oboru funkce g, pro které ndlezi g(z) do
defini¢niho oboru funkce f. Symbolicky lze napsat

D(fog)=D(g)Ng L (D(f)).

13



| Napiiklad odmocnina ze sinu neni pro kazdého. I

vykon

vykon

odmina
f) —>

(y.gm)

(x, /()

«— Ty
~

euuIpo

(0f))3=(035==

—g(fCN> |0 —x— sl

Poznamky 8 Piiklady 8 Otazky 8

Inverzni funkce

Inverzni funkce jsou dileZitym nastrojem pfi feSeni rovnic. I kdyZ nékdy nedovedeme inverzni funkci presné
napsat, dovedeme popsat jeji vlastnosti a s jejich pomoci popsat i feseni rovnice.

DEFINICE. Je-li f prosta funkce definovana na mnoziné D s oborem hodnot F, pak funkce, ktera pfifadi bodu
y € E ten jediny bod = € D, pro ktery je f(x) = y, se nazyva inverzni funkce k f a znaéi se f~1.

14



Inverzni funkce je
takovy antimlynek .

"Ta tvoje je inverzni!"
"To ta tvoje je inverzni!!1"

Pokud se nakresli grafy funkce y = f(z) a funkce k nf inverzni y=f~1(z) do stejné soufadnicové soustavy,
vyjdou grafy symetrické podle osy prvniho kvadrantu.

"Moje funkee je hezi."
"Ta moje je hez&i."

"Ta tvoje je inverzni!"
"To ta tvoje je inverzni!11"

Graf inverzni funkce f~! je symetricky obraz
grafu funkce f podle diagondly.

POZOROVANI.

1. Pro prostou funkci f je definiéni obor funkce f~1 totoZny s oborem hodnot funkce f a plati

(fof Hy) =ypoyeD(fh) (f'of)x)=aproxzeD(f).

15



2. Jestlize f md inverzni funkci f~1, pak f je inverzni funkei k f~1.
3. Kazda ryze monoténni funkce md inverzni funkci.
4. Inverzni funkce f~! je rostouci (nebo klesajici), pravé kdy? je funkce f rostouci (nebo klesajici, resp.)

5. Inverzni funkce f~1 je konvexni (nebo konkdvni), pravé kdy? je funkce f konkdvni (nebo konvexni, resp.).

Je to préce s vyrazy. Dava to smysl i podle ob-
razku.

Pozndmky 9 Priklady 9 Otazky 9 9

DALSI MOZNOSTI POPISU FUNKCI

Existuji i jiné moZnosti, jak zaddvat funkce. Ddle uvedené moznosti zaddvaji funkce po ¢éstech, ale jinym

voew s

bude uveden az v teorii funkci dvou proménnych.

Predpis > = 1 — x2, neboli 22 + y2 — 1 = 0, nedefinuje funkci (pro¢?). Nicmén& mnoZina bodi (z,y) v
roviné spliiujicich uvedenou rovnost tvoii kruznici s polomérem 1 o stfedu v pocatku a jednd se o dulezitou kiivku,
kterd je zadand jednoduchym zpGsobem a je slozena z grafti dvou funkci (horni a dolni polokruznice). Podobnych
piipadi je vice a jsou duleZité.

Rovnost f(z,y) = 0, kde f(x,y) je funkce dvou redlnych proménnych x,y, se nazyvd implicitné zadand
funkce (krétce implicitni funkce) a rozumi se, Ze na jistych intervalech je y funkef z, napt. y = g(z), pfi¢emZ na
daném intervalu je f(z, g(z)) = 0. Grafem implicitné zadané funkce je {(z, y); f(z,y) = 0}.

Tento termin implicitni funkce je nutné chapat veelku, nikoli jako sloZeni dvou slov implicitni a funkce.
Dal§imi piiklady jsou y? =  (parabola), y? — 22 = 1 (hyperbola), (z — y)* = 4(22 + 3?) (kardioida).

Mnoho téchto kiivek lze zadat v jistém smyslu jednodusSeji pomoci parametru. Na piiklad kardioida je zaddna
jako
x =2cost—cos2t, y=2sint—sin2t, prot e (0,2m).

Obecné tedy lze definovat parametricky zadanou funkci predpisem

x:(p(t), y:w(t)’ teJ,

kde ¢(t),1(t) jsou redlné funkce definované na mnoziné (vétSinou intervalu) .J. Grafem parametricky zadané
funkee je { (o(t), ()5 € J}.
Stejné jako u implicitnich funkci je nutné brat termin parametricky zadand funkce vcelku.

Dalsim piikladem miZe byt elipsa:
x=acost, y=bsint, te€]l0,2m),

kde a, b > 0 jsou délky poloos.

Opét I1ze ukdzat, Ze Casti parametricky zadané funkce jsou funkcemi.

Specidlnim pripadem parametricky zadané funkce je zadani pomoci polarnich soutradnic 7, ¢, kde r (vzdalenost
bodu kiivky od pocétku) je popsdno néjakou funkci r = h(¢y) dhlu mezi privodi¢em bodu a osou x.

16



ProtoZe x = r cos ¢, y = rsin ¢, dostane se parametrické zadan{

z=h(p)cosp, y=h(p)sing, @e.J.
Neékdy (viz nésledujici piiklad lemniskaty) muze byt piislusnd funkce popisujici zavislost r na ¢ zaddna implicitné.

KruZnice

implicitné: 22 + y? = a?

parametricky: z = acost,y = asint, t € [0,27]

polarné: r = a

Kardioida

implicitng: (22 + y? — 2ax)? = 4a®(2? + y?)

parametricky: @ = a(2cost — cos2t), y=a(2sint —sin2t), t € (—oo,+00)
poladrné: r = 2a(1 + cos )

Lemniskata
implicitng: (22 + y?)? = a?(2? — y?)
2 2
parametricky: z = %—), — %_)’ t € (—00, +00)

polarné: 12 = a2 cos(2¢)

POZNAMKY

Pozndmky 1:
Funkce, ktera pfifazuje redlnému Cislu jeho sinus, se zna¢i symbolem sin a jeji hodnota v bodé x je sin z.

Situace je jind v pripadé funkce, kterd prifazuje redlnému cislu jeho druhou mocninu. Tato funkce nema specidlni
symbol (jako mél sin v predchozim piipadg) a znai se 2, coz mize nékdy vést k ziméné s hodnotou této funkce
v konkrétnim bodé€ x.

Vétsinou vSak nemize dojit k nedorozuméni. Pokud by situace nebyla jasnd, je 1épe pro konkrétni body a jejich
hodnoty pouZit indexy, napf. :c% pro hodnotu této funkce v bod¢ xg.

Funkce je zobrazeni a maji pro ni smysl vlastnosti a pojmy platné pro zobrazeni (napft. konstantni zobrazeni, prosté
zobrazeni, ziZeni zobrazeni, sloZzeni zobrazeni, atd.).

Casto se pouziva formulace o zizeni vlastnosti na ¢ast defini¢niho oboru. Napf. funkce f je konstantni na mnoziné
A znamend, ze A je Casti defini¢niho oboru funkce f a f(z1) = f(x2) pro z1,z2 € A, tj. zizZen{ funkce f na

mnozinu A je konstantni. Podobné pro vyrok f je prostd na A.

-m-

Zdtraznit, Ze jde o funkci, nikoli o jeji hodnotu v bodé , Ize i zapisem y = 2. Podobné i v pfedchozim piikladu
byva obvyklé znacit funkci sinus jako y = sin z.

17
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A tieba obéd na druhou.

To je teda funkce.

Samozfejmé tu nejsou podstatnd pismena x a y. Zapisy p = 2u nebo § = 26 nebo K7 = 2« oznacuji tutéz
funkci. Vyznam pismen x,y je spiSe tradi¢ni a geometricky pfi pouZiti soufadnicové soustavy x,y pro kresleni
grafu funkce.

Funkce definované na mnoziné pfirozenych ¢isel se nazyvaji posloupnosti

a byly probirdny v pfedchozi kapitole.

Nékdy byva funkce definovdna po Céstech, tj. jeji defini¢ni obor je rozdélen na nékolik ¢asti (napf. intervald) a v
kazdé této Casti je funkce definovana jinym predpisem.

Pokud se tyto Casti prekryvaji (napt. koncové body u uzavienych interval(), musi se pfi zadani funkce ddvat pozor
na hodnoty (proc?). Proto je 1épe volit tyto ¢asti disjunktni.

18



Konec pozndmek 1.

Pozndmky 2:
Pii zadavani funkce by se spravné mél zadat i definiéni obor této funkce.

Neni-li defini¢ni obor zadan, rozumi se jim vSechna Cisla, pro kterd ma zadavana funkce smysl.

Nejcastéji to bude interval nebo sjednoceni inter-
vala.

Je nutné si uvédomit, 7e funkce zadané stejnym predpisem, ale majici rizné defini¢ni obory, jsou rizné.

Napf. funkce yy = 22,z € (=3, 3) a funkce y = 22,z € (0,3), maj sice stejny predpis, ale za definiéni obor maji
rizné intervaly a obé funkce jsou tedy razné.

Konec poznamek 2.

Pozndmky 3:

Graf funkce definované na né¢jaké mnoziné D je
tedy ,Cara" v roviné (mtiZze byt i ,nesouvisla") ta-
kova, Ze libovolnd pfimka kolmad na osu z protina
tuto ¢aru nejvyse v jednom bodé (v Zddném bodé
pokud kolmice neprotind mnoZinu D, v jednom
bodé pokud kolmice protind mnoZinu D).
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Snazil jsem se to vyvrdtit, ale nepovedlo se to.

g X vz <
Jsou to prosté cary-madry.

Denni aktivita

(x, /()

1022, 709)
—

22
Tady jsem usnul .

o Tady jsem pustil bednu ...
Tady jsem se probudil .

Z toho je vidét, Ze dvé funkce jsou stejné praveé kdyz maji stejny graf. Funkce se proto Casto definuji pomoci grafu,
jako mnozina dvojic (z, f(z)) prox € D.

(x(1),y (1)

Céra nakreslena takovymto kreslitkem je grafem
pouze tehdy, pokud pravym (spravnym) kolec-
kem tocCime stdle stejnym smérem.

Konec pozndmek 3.

Pozndmky 4:
Pro definici sudych a lichych funkcfi je nutné mit operaci opacnych prvki v definiénim oboru i oboru hodnot.

U periodické vlastnosti je potfebnd vlastnost (s¢itdni) nutnd jen u defini¢niho oboru.

20



Je vhodné si uvédomit, Ze je-li f periodickd funkce s periodou p, pak i np, kde n € N, je periodou f.
Funkce nemusi mit nejmensi periodu (napf. Dirichletova funkce), ale nekonstantni spojitd periodickd funkce ma
vzdy nejmens{ periodu.

Konec poznamek 4.

Pozndmky 5:
Pro definici monoténosti je tfeba mit usporddani jak na definicnim oboru, tak na oboru hodnot.

Takze nelze vhodné definovat monotdonni funkce
v roviné, tj. u funkci dvou proménnych.

Omezenost funkci pouZiva jen usporddani na oboru hodnot a tedy tato vlastnost Ize definovat pro vSechna zobrazeni
do R.

Podobné jako se definuje, Ze funkce je konstantni na podintervalu svého defini¢niho oboru, ik se, Ze funkce je
napf. rostouci na podintervalu svého defini¢niho oboru, klesajici na jiném podintervalu.

Jak jinak. Nejdilezitéjsi je, abychom zvladali
nové situace. Kdykoliv mizeme néco nové de-
finovat.

Prvni vlastnosti v Pozorovani se pouzivd v dikazech: dokaze-li se né¢jaké tvrzeni pro vSechny rostouci funkce a f
je klesajici, plati tvrzeni pro — f (spliiuje-li ostatni podminky).

Casto z toho ihned plyne tvrzeni pro f.
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Nekteré funkce sice nejsou monoténni, ale daji se napsat jako soucet monoténnich funkei — funkce s touto vlastnosti
jsou dilezité a nazyvaji se funkce s kone¢nou variaci.

Existuje néjaka funkce, kterd neni sou¢tem mo-
noténnich funkei?

Samoziejmé jsem ji nasel.

Ja jsem tady!

Konec pozndmek 5.

Poznamky 6:
Je-li f konvexni (nebo konkavni), je mnozina bodl roviny lezici nad grafem (resp. pod grafem) funkce f tzv.
konvexni mnoZinou (i obracené).

Podmnozina roviny se nazyva konvexni, jestlize s kazdymi dvéma body v ni leZ{ i cela usecka, ktera je spojuje.

V definici konvexni mnoziny bylo potfeba, aby kazdé dva body urcovaly usecku. TakZe stejna definice 1ze po-

uzit pro definici konvexity v Euklidovskych prostorech libovolné dimenze, ale i v obecnéjSich prostorech (tzv.
linearnich).

Na reédlné piimce je mnoZina A konvexni pravé kdyz A je interval, coZ je pravé kdyz A je tzv. souvisla.

Pozorovani 4 vlastné fika, Ze pro konvexni funkci je smérnice secny z u do v mensi nebo rovna smérnici secny z v
do w. Z toho vyplyva, ze funkce, kterd pfifazuje bodu v € (u,w) smérnici seCny z u do v, je neklesajici (rostouci,
je-li f ryze konvexni).
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Konec pozndmek 6.
Pozndmky 7:
Hodnoty souétt, soucind a podild funkci jsou definovany bodové, tj. hodnota napf. souctu funkei je soucet hodnot

funkeci.

Proto majf tyto operace s funkcemi, napf. x sin z + (y/z)3, oéekdvany pfirozeny vyznam.

Podobné pro maxima a minima kone¢né¢ mnoha
funkeci.

U defini¢nich obort je nutnd opatrnost. Napf. podil f /¢ ma za defini¢ni obor D(f) ND(g) \ {x; g(x) = 0}. TakZe
podil dvou identickych funkei /2 mé za defini¢ni obor v8echna redlnd &isla kromé 0. Podil se v8ak rovnd | a tato
funkce je definovana pro v8echna redln4 ¢isla. TakZe podil 2/« se nerovnd konstantni funkci 1 na R, ale konstantn{
funkci 1 na R\ {0}.

Defini¢ni obor vyslednych funkci se tedy zjist'uje normalnim zptsobem, tj. hledaji se vSechny body, ve kterych
vSe v predpisu funkce md smysl, ale nesmf se pfed timto zji$t ovanim vyraz pro funkci upravovat.

Polynom je funkce vznikl4 z identické funkce po-
uzitim kone¢né mnoha operaci ndsobeni a sci-
tani. Raciondlni funkce vzniknou z identické
funkce pouZitim kone¢né mnoha operaci s¢itani,
ndsobeni a déleni.

Tento termin i postup nabizi srovndni s kon-

strukci raciondlnich Cisel.

V algebre by se tento postup popsal jako sestrojeni (v daném okruhu) nejmensiho podokruhu obsahujicitho dané
prvky — v naSem piipadé je dany okruh mnoZinou vSech funkci a danymi prvky identickd funkce a vSechny kon-
stantni funkce.
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Je mozné definovat relaci usporddani pro mnoZzinu funkci majici stejny defini¢ni obor M:
f < gjestlize f(z) < g(x) pro kazdé = € M .

Toto uspotfadani neni obecné linedrni (kdy je linedrni?); nékdy se nazyva castecné, protoze ne kazdé dvé funkce
jsou srovnatelné (uved’te priklad).

Konec poznamek 7.
Poznamky 8:

Pro zalétek byvd vhodné si proménné funkci, které se sklddaji, vhodné oznacit, napt. z = f(y),y = g(z). Potom
vznikne slozend funkce z = (f o g)(z) dosazenim vyrazu g(z) za y do f.

Napf. funkce vz2 + 1 je sloZeni funkce z = |/y
s funkei y = 22 + 1.

Skladani funkei neni komutativni, tj. nemusi platit f og =go f

Napiiklad pro funkce f(z) = 22, g(z) = z+2je
(fog)(z) = (x+2)2 oproti (go f)(z) = 2> +2.

Speciédlnim jednoduchym pfipadem s&itdni a sklddani funkci je posunuti. Jestlize g(x) = a + f(b + ), vznikne
graf funkce g posunutim grafu funkce f o a nahoru a o b doleva.

Couvas
jako

n&jakej
Sasek

Jestlize f md defini¢ni obor napf. interval (s, t), méd funkce ¢ defini¢ni obor (s — b, t — b).
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Konec poznamek 8.

Poznamky 9:
Oznaceni f~! je nutné odlifovat od pfevracené hodnoty % funkce, tj. od inverzniho prvku k f pfi operaci nasobeni
funkcf.

POZOR !!! To neni samo sebou.

Inverzni funkce je inverznim prvkem k f vzhledem k operaci skladani.

To je samo sebou.

Zjist ovat inverzni funkci k f vlastné znamend feSit rovnici y = f(z) pro nezndmou z. Toto feSeni musi byt pro
kazdé y z dané podmnoziny oboru hodnot f (kde chceme inverzni funkci sestrojit) pravé jedno.

To je velmi chytré.

I kdyZ pro danou funkci neexistuje inverzni funkce, casto sta¢i vhodné zmenSit defini¢ni obor dané funkce, aby
potom inverzni funkce jiZ existovala.
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| S inverznimi funkcemi je prosté potiZ. I

Konstrukce grafu inverzni funkce: zelené je graf pivodni funkce y = f(x), modfe je diagondla, Cervené je graf
inverzni funkce y = f~1(z).

Konstrukee inverzni funkee na étyii doby

a1V

i
>
i

:
Il

i s

A

Konec poznamek 9.

PRIKLADY

Pfiklady 1:
Identickd funkce y = = se nékdy znaci symbolem Id nebo I (pak funkce y = =

N

Jednou jsem mél dZzob, nic jsem nedélal.
Rikali o mng, ze jsem prosté Id...

2 se miZe znatit symbolem Id?).

Funkce sgn (Cte se signum) znaci znaménko ¢isla a je definovana hodnotami +1 pro kladnd ¢isla, —1 pro zaporna
¢islaa 0 v bodé 0.

Funkce sgn je konstantni na intervalu (—oc, 0) i na intervalu (0, o) ale nikoli na jejich sjednoceni.

26



1

o~

=)

Funkce y = |z| pfifazuje &islu « jeho absolutni hodnotu, tedy vzdélenost od bodu 0.

Tuto funkci Ize definovat i po ¢astech jako

B —z, proz <0;
f(x)_{x’ prox > 0.

Absolutni vitézstvi
je absolutni hodnota ..

Uvedené intervaly (—oo, 0], [0, c0) nejsou disjunktni a je nutné védét, Ze v jejich priniku (tj v bodé 0) jsou ob&
hodnoty stejné (tj x = —x pro x = 0).

Funkce y = /x pfifazuje nezdpornému &islu 2 jeho druhou odmocninu. Podobné funkce y = {/x (pro n € N)
pfifazuje nezdpornému ¢islu x jeho n-tou odmocninu.

x Odmocnina pro
populacni explozi staci ...

t cas
x velikost populace

Je-lir € R, prifazuje funkce y = 2" &islu x jeho r-tou mocninu.

Je-li a > 0, funkce y = a” &islu x pfifazuje x-tou mocninu s pevnym zakladem a. Tato funkce se nazyva obecna
exponencidlni funkce (nebo obecnd mocnina) — viz definice mocniny.
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X
1/2)

Je-lia > 0, a # 1, piitazuje funkce y = log, = kladnému Cislu « jeho logaritmus pii zdkladu a — viz definici logaritmu.

log x

log x
12

Goniometrické (trigonometrické) funkce sin, cos, tg a cotg se budou zatim chépat tak, jak byly zavedeny na stiedni

Skole.

Uz mam dobrej sinus ?

Funkci sinus a jeji prubéh zndme dobfe.

Toto zavedeni je provedeno obvykle pomoci
pojmu délky usecky a je tézZké pomoci ného poci-
tat hodnoty a dokazovat nékteré vlastnosti. Poz-
déji budou tyto funkce zavedeny jinym, vhodnéj-
§im zptsobem.
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Funkce, kterd ma hodnotu 0 v iraciondlnich ¢islech a hodnotu 1 v raciondlnich &islech, se nazyva Dirichletova

funkce.

El V racionalnich
gislech samé jednicky ...

V iracionalnich
gislech samé nuly ...

0

Dirichletova funkce

Funkce, kterd méa hodnotu 0 v iraciondlnich ¢islech a v bodé 0, hodnotu 1/¢ v racionélnich &islech p/q (p, g jsou

nesoudélnd a ¢ > 0), se nazyva Riemannova funkce.

Riemannova funkce

Riemannova funkce, hmmm ...
Je v celych ¢islech jednicka,

v polovinach polovina,

ve tfetinach tietina a tak dal,

v iraciondlnich je to m

Tabulka zachycujici teploty vzduchu po urcitych casovych intervalech udava funkci, jejiz defini¢ni obor jsou ca-
sové tdaje (je to tedy kone¢nd mnozina) a hodnoty jsou ptislusné naméefené teploty.

Narocnost jednotlivych semestrti Ize zaznamenat jeko funkci na kone¢né mnozin€ a znazornit graficky ...

Narocnost studia

Tty semestr
mestr

prvni semestr

prijmacky
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Konec prikladu 1.

Priklady 2:
Funkce identickd ma za definicni obor vSechna redlna ¢isla, protoze hodnota z ma smysl pro kazdy bod x.

Podobné funkce absolutni hodnota (pfi definici y = |z|).

Funkce odmocnina mé za defini¢ni obor vSechna nezdpornd &isla (tedy interval [0, 00)).

x Odmocnina pro
populacni explozi staci ..

t

cas
x velikost populace

Obecnd exponencidlni funkce y = a” je definovdna na celém R, kdeZto mocninnd funkce y = x® je obecné
definovéna jen na (0, +00). Pro nékterd specidlni ¢isla a je definovdna na vétSich mnoZindch (rozvazte vSechny

pripady).

X
1/2)

Logaritmickd funkce log, je definovana na (0, +00).
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log x

log x
1

Funkce sgn, Dirichletova i Riemannova maji za defini¢ni obor vSechna redlna Cisla, protoZe pro vSechna redlna
¢isla byly definovany.

Goniometrické funkce sinus a cosinus maji za defini¢ni obor vSechna redlnd Cisla.

Nékdy se definuji nejprve jen pro ¢isla z intervalu [0, 7/2] a vhodnym zpisobem (definici po ¢astech) se rozsiti na
dals{ intervaly.

Napt. sinz = sin(7m — 2) pro x € [7/2, 7], sinz = —sin(x — 7) pro z € [, 27| a kone¢né sin & = sin(x — 2kn)
pro x € [2km, 2(k + 1)7], kde k je celé islo. Funkce cos se pak mize definovat predpisem cos x = sin(7/2 — x)

s\

pro vSechna redlnd ¢isla.

S nékterymi vzoreCky budeme obcas pracovat.
Doporucuji si nékteré napsat na papirek a nosit
ho s sebou.

Goniometrickd funkce tangens je definovdna pfedpisem tgx = sinz/ cosx a ma tedy za defini¢ni obor ta redlnd
¢isla, kde je jmenovatel cos rizny od nuly, tj. vSechna redlnd ¢isla riznd od lichych ndsobkd 7 /2.

—m/2 n/2

tangens

Goniometrickd funkce cotangens je definovana predpisem cotgx = cosz/sinx a mé tedy za defini¢ni obor ta
redlnd Cisla, kde je jmenovatel sin rizny od nuly, tj. v§echna redlna ¢isla riiznd od (celociselnych) nasobkd 7.
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Konec prikladu 2.

Priklady 3:

N2

Grafem konstantni funkce je primka rovnobéznd s osou x nebo jeji cast, podle toho, jaky je defini¢ni obor funkce.

1

T

Nisledujici obrizek ukazuje grafy funkei y = 23,y = sgnz,y = sin

Graf Dirichletovy funkce je podmnoZinou dvou piimek v roving.

N V racionalnich

gislech samé jednicky ...

V iraciondlnich
gislech samé nuly ...

0

Dirichletova funkce

Neni snadné nakreslit graf Riemannovy funkce.
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Riemannova funkce

Ja dovedu fSecko ...

Graf posloupnosti nebo funkce vzniklé z tabulky méfeni je tvofen ,izolovanymi" body v roving.

Rocni spotieba papiru 10kg

[} studentky VS behem
5 let studia

10 kg

Konec priklada 3.

Ptiklady 4:
Sudé jsou napt. funkce 22, 24, 1 / 22 (obecnéji, kazda funkce tvaru 2k ke 1z, je sudd). Dal§imi sudymi funkcemi
jsou napf. |z|, cos.

Liché jsou napf. funkce z, 2%, 1 /2 (obecn&ji, kazdé funkce tvaru 2251 k € Z, je lich4). Dal&imi lichymi funkcemi
jsou napf. sgn, sin, tg, cotg.

Goniometrické funkce jsou periodické: sin a cos maji periodu 27, tg a cotg nemaji periodu 7, protoZe podle nasi
definice poZadujeme defini¢ni obor celou redlnou osu.

Dokazte to.

Z nasledujicich tif grafii jsou prvni dva grafy lichych funkci, tfeti nikoli, i kdyZ se také jedna o funkci 3, ale
definovanou na mnoZiné nesymetrické kolem O:
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T
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Obecna exponencidlni funkce a” je suda praveé pro a = 1, licha nenf nikdy.

Logaritmicka funkce nenf ani lichd, ani sudd, ani periodicka.

Konec prikladu 4.

Priklady 5:
Funkce sinus je rostouci na intervalu (—m /2, 7/2), ale neni monoténni na intervalu (0, 27).

Funkce tangens je rostouci na intervalech (— /2, 7/2) a (7/2, ), ale neni monot6nni na intervalu (0, ) (pro¢?).

Kazd4 funkce tvaru ka_l, k € N, je rostouci, funkce l‘Qk, k € N klesajici na (—oo, 0] a rostouci na [0, +0c0.

Obecnéji, funkce 2 je rostouci pro a > 0, konstantni pro a = 0, klesajici pro a < 0 na (0, 400). Pro a # 0 nenf
omezena.

Obecnd exponencidlni funkce a” je rostouci pro a > 1, konstantn{ pro a = 1, klesajici pro0 < a < 1. Proa # 1
neni omezend.

Funkce log, 2 je rostouci pro a > 1 a klesajici pro 0 < a < 1. Neni omezena.

Funkce sin a cos jsou omezené funkce, tg ani cotg nejsou omezené funkce (ani shora ani zdola).

Funkce 1/ je omezend zdola na (0, +00) a neni tam omezend shora.

V nésledujicim obrazku ndleZzi prvni graf funkci rostouci, druhy graf funkci neklesajici, tieti graf neni grafem
monoténni funkce.

|/
/|

Jen jsem to
trochu zmacknul ...

v

Dirichletova a Riemannova funkce nejsou monoténni na Zddném intervalu.

Konec ptiklada 5.

Piiklady 6:
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Kazda funkce tvaru 225 k € N, je ryze konvexni.
Konstantni funkce je konvexni i konkavni.

Funkce 1/22 je ryze konvexni na (—o0, 0) i na (0, +00) a neni konvexni na svém defini¢nim oboru (pro&?).

Ze stiedoskolskych znalosti o goniometrickych funkcich se jejich konvexita nebo konkdvita dokazuji velmi sloZité.

V kapitole o aplikacich derivaci budou nalezeny metody, jak snadnéji konvexitu zjist ovat. Nyni Ize usoudit ze
zkusmo nakreslenych grafi, ze funkce sin je ryze konkdvni na [0, 7] a ryze konvexni na [, 27] (u funkce cos jsou
tyto vlastnosti posunuty o 7/2 vlevo).

Funkce tg je konkdvni na (—/2,0) a konvexni na (0, 7/2) (jak je to u funkce cotg?).

Neni snadné z definice ukdzat, Ze obecnd exponencidlni funkce a” je ryze konvexni pro a # 1. Velmi snadné je to
z charakteristiky konvexity uvedené na konci ndsledujicich Otdzek. Ukazte to.

Ukazte, Ze tutéz charakteristiku Ize pouzit ke snadnému dikazu konvexity log, pro 0 < a < 1 a konkdvity log,

proa > 1.
Konec piikladu 6.

Priklady 7:
Funkce /7 - /7 md za defini¢nf obor interval (0, o), i kdyZ se v t&chto bodech rovna funkci Va2 = |z|, kter4 je
definovand vSude.

Podobné plati rovnost
2?2 -1

= 1
r—1 T

v defini¢nim oboru funkce na levé strané, tj pro « # 1, ale defini¢ni obor funkce na pravé strané je celé R.

Konec ptikladi 7.

Priklady 8:
Funkce V/sin V22 + 1 je slozeni Ctyf funkef: 2 = /u, u = sinv, v = VY Y = z2 + 1.

Funkce V1 — 22 4 1/x m4 za defini¢ni obor intervaly [—1,0) U (0, 1], tj. spole¢né body defini¢niho oboru [—1, 1]
prvni funkce a defini¢niho oboru (—o0, 0) U (0, +00) druhé funkce.

Slozeni Dirichletovy funkce se sebou je konstantni funkce.

SloZzeni Riemannovy funkce se sebou je opét Riemannova funkce, tj., plati f o f = f (takovou vlastnost ma i
identicka funkce a funkce signum).

Funkce s touto vlastnosti se nazyvaji idempo-
tentni (vzhledem ke skladani).

Konec piiklada 8.

Piiklady 9:
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Identickd funkce y = x m4 za inverzni funkci sebe samu, tedy opét identickou funkci.
Funkce y = 1/x md za inverzni funkci také sebe samu.

Funkce ¥ = 22 nemd na R inverzni funkci (pro¢?), ale ma inverzni funkci na (—oo,0] nebo na [0,0), a to
sign(z)+/|z| (tedy /x pro z > 0).

Obecnéji Ize fici, Ze funkce y = 22* (k € N) m4 inverzni funkci na [0, 00) (je tam rostouci) a funkce y = =
(k € N) md inverzni funkci na (—oo, c0) (je tam rostouci), a to pifslusnou odmocninu 2§/z, resp. 2++/z.

2k—1

Logaritmicka funkce log, = a obecna exponencidlni funkce a” jsou navzdjem inverzni (pro a > 0, a # 1).

Cyklometrické funkce arcsin, arccos, arctg, arccotg
Goniometrické funkce nejsou prosté na svém definiénim oboru, ale jen na jeho Castech.

Jsou to vSak periodické funkce a jsou prosté na intervalech, z kterych l1ze funkce snadno dodefinovat na ostatnich
intervalech.

Oveéfeni toho, Ze piislusné funkce jsou prosté na uvedenych intervalech je 1épe odsunout do dalsi kapitoly, kde jiz
budou k dispozici vhodnéjsi nastroje.

Funkce sin je rostouci na [—7 /2, 7 /2], tento interval zobrazuje na [—1, 1]. Na [—1, 1] tedy existuje inverzni funkce
(znadi se arcsin), kterd je rostouci a zobrazuje [—1, 1] na [—7/2, 7/2]. Funkce arcsin z je konkdvni na (—1,0) a
konvexni na (0,1).

w2 P

—1/2

arkus sinus

Funkce cos je klesajici na [0, 7], tento interval zobrazuje na [—1, 1]. Na [—1, 1] tedy existuje inverzni funkce (zna¢i
se arccos), kterd je klesajici a zobrazuje [—1, 1] na [0, 7). Funkce arccos je konvexni na (—1,0) a konkdvn{ na
(0,1).

i

/2

-1 0 1
arkus cosinus

Funkce tg je rostouci na (—m/2,w/2), tento interval zobrazuje na (—oo, +00). Na (—oo, +00) tedy existuje in-
verzni funkce (znadi se arctg), kterd je rostouci a zobrazuje (—oo, +00) na (—7 /2, 7w/2). Funkce arctg x je kon-
vexni na (—oo, 0) a konkdvni na (0, +00).
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n/2

—n/2

arkus tangens

Funkce cotg je klesajici na (0, 7), tento interval zobrazuje na (—oo, +00). Na (—oo, +00) tedy existuje inverzni
funkce (znaci se arccotg), kterd je klesajici a zobrazuje (—oo, +00) na (0, 7). Funkce arccotg je konkdvni na
(=00, 0) a konvexni na (0, +00).

—
N

0

arkus cotangens

Konec piiklada 9.

OTAZKY

Otéazky 1:
Ktera pfifazeni (napf. tabulka) jsou funkcemi?

Zvolte si néjakou redlnou situaci a urcete nékteré funkce, které jsou k této situaci pfirazeny.
Kde se u vzorecku pro plochu kruhu objevi funkce?
Zkoumejte funkci, kterd odpovida digitdlnim hodinkdm.

Lze nékde v redlném svété najit Dirichletovu funkci?

Konec otazek 1.

Otazky 2:
Jaky je def. obor tangens, cotangens, V2, (v/z)2,1/z,1/x2,1//x?
Je funkce sgn (z) rovna funkci |z|/2?

Pro¢ se nedefinuje cotangens jako prevracend hodnota tangens?
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| Ted’ si trochu pohrajeme :-) I

*Lze sestrojit funkci, kterd ma po ziZeni na jakykoliv interval za obor hodnot vSechna pfirozend (raciondlni,
realnd) Cisla?

Konec otazek 2.

| Ted’ si trochu pospime :-) I
Otazky 3:

Zjistéte, zda miize byt kruZnice nebo parabola grafem funkce.
Kdy je kuZzelosecka grafem funkce?
Muze byt graf funkce podmnoZinou tif rovnobézek?

Jak se na podmnozin€ roviny poznd, zda se jednd o graf néjaké funkce?

Konec otazek 3.

Otazky 4:
Kdy je konstantni funkce sud4?

Kdy je konstantni funkce licha?
Musi definiéni obor sudé nebo liché funkce obsahovat ¢islo 0?

Nalezi-li bod 0 do defini¢niho oboru liché funkce, musi mit tato funkce v O hodnotu 0. Pro¢? Plati to i pro sudé
funkce?

Ukazte, jak zavisi sudost nebo lichost souctu ¢i souéinu dvou funkci f, g na obdobnych vlastnostech f, g.

Zachovava se sudost a lichost funkci prevracenou hodnotou?
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Je cotg licha nebo suda funkce?
Kdy je posunuti sudé nebo liché funkce opét funkce suda nebo lichd?

Posunuti periodické funkce je periodicka funkce.

Konec otazek 4.

Otazky 5:
Mize byt néjaka funkce soucasné neklesajici i nerostouci na néjakém intervalu?

Mize byt néjaka funkce soucasné rostouci i nerostouci na néjakém intervalu?

Co splituje funkce, kterd neni rostouci? Musi byt nerostouci?

Je funkce y = 1/z klesajici na svém defini¢nim oboru? A na intervalu (—o0, 0)?
MiZe byt graf omezené funkce neomezenou mnozinou v roving?

Je-li graf funkce omezenou mnoZinou v roving, vyplyva z toho, Ze funkce je omezena?
MuzZe byt rostouci funkce na R omezena?

Muze byt suda nebo licha funkce monoténni?

Je funkce /x (zdola, shora) omezena?

Je soucet (soucin) dvou rostoucich funkci opé€t rostouci?

Je sloZeni dvou klesajicich funkci monoténni?

Ma kazda monotonni funkce inverzni funkci?

Kdo na sobé pracuje a fesi problémy, bude odmé-
nén.

Konec otazek 5.

Otazky 6:
Mize byt néjaka funkce soucasné ryze konvexni i konkavni na néjakém intervalu?

MiZe byt ryze konvexni funkce na R (nebo na (0, c0)) omezend?
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Je rostouci funkce na R vZdy konvexni?
MiZe byt suda nebo lichd funkce konvexni?

Ukazte, 7e funkce /x je konkdvni.

3
1t

*

| V podstaté je vSechno jednoduché . .. I

*Lze dokdzat nasledujici charakteristiku konvexnich (a podobné konkavnich, ¢i ryzi konvexitu a konkavitu)
funkci, kterd ukazuje, Ze neni tieba zkoumat vSechny body dsecky {Axz + (1 — A)y); A € [0,1]}, ale jen jeji
stred:

Funkce [ je konvexni na intervalu J prdvé kdyz pro kazdé x < y z J plati f((xz +y)/2) < %(f(l) + f(y)).

Ani nevim, jestli nenf potfeba omezenost funkce
f. Vy to vite?

Konec otazek 6.

Otazky 7:
Ukazte, Ze pro libovolnou funkci f plati |f| = fy + f—, kde f+ = max(f,0), f— = min(f,0) jsou po fadé
kladna a zaporna ¢ast funkce f.

Dokazte:

max{f,g} == ((f+9)+|f—gl), min{f,g}=-(f+9) —If—9l).

N |
DN | =

Jaky je defini¢ni obor polynomu? A jaky u raciondlni funkce? Jsou to vzdy sjednoceni otevienych intervald (ko-
ne¢n¢ mnoha)?

Jaky je defini¢ni obor funkei fy, f_?
Co je grafem funkei fy, f— (napf. pro f = sin)?

Ukazte, ze f = f+ — f—.
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Ukazte, Ze f1 = (—f)—, f- = (= f)+.

Jde napsat absolutni hodnota jako maximum dvou raciondlnich funkci?
Je soucet (soucin) dvou rostoucich funkei opét rostouci?

Je soucet (soucin) dvou konkdvnich funkci opét konkdvni?

Najdéte redlnou situaci, kde se objevi kladna (zdpornd) ¢ést funkce.
Existuje dvojice raciondlnich funkci, jejichz grafy se li$i ve dvou (nebo kone¢né, nebo spocetné) bodech?

Konec otazek 7.

Otédzky 8:
Najdéte piiklad dvou funkei definovanych na vSech kladnych redlnych ¢islech, jejichZ slozeni ma prazdny defini¢ni
obor.

MiZe byt slozeni nekonstantnich funkci konstantni?

Musi byt sloZzeni monoténnich funkei monoténni?

Se kterou funkci je mozné (nutné?) slozit zadanou funkci, aby se tim nezménila?
Je |x| idempotentni funkc?

Lze absolutni hodnotu napsat jako sloZeni odmocniny a druhé mocniny?

Ukazte, Ze je-li g suda funkce a f je definovdna na oboru hodnot funkce g, je f o ¢ sudd. Plati obdobné tvrzeni pro
liché funkce?

Je slozeni dvou klesajicich funkci monoténni?

Je slozeni dvou konvexnich funkci konvexni?
Konec otazek 8.
Otazky 9:

Které polynomy maji inverzni funkci na R?
Ma linedrné lomend funkce y = (ax + b)/(cx + d) inverzni funkci? ...

Které funkce jsou totozné se svou inverzni funkci?

Ukazte, Ze inverzni funkce f ! je lichd, pravé kdyZ ma stejnou vlastnost funkce f. Pro¢ totéz nemizeme tvrdit o
sudych funkcich?

Ma kazda monotonni funkce inverzni funkci?

Promyslete si ndsledujici situaci. Jestlize definujete pro p € Z, ¢ € N funkci aP/a jako VP, pak x = a3 =
22/6 = V/22 a tato rovnost neplati (napf. pro = —1). Pro kterd x tato rovnost plati? Jak je nutné rovnost upravit,

aby platila pro kazdé redlné z (a pro libovolny zlomek p/q misto 1/3)?
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Konec otazek 9.

CVICENI

Cviceni 1:
Konec cviceni 1.

Cviceni 2:
Konec cviceni 2.

Cviceni 3:
Konec cviceni 3.

Cviceni 4:
Konec cviceni 4.

Cviceni 5:
Konec cviceni 5.

Cviceni 6:
Konec cviceni 6.

Cviceni 7:
Konec cviceni 7.

Cviceni 8:
Konec cviceni 8.
Cviceni 9:
Funkce obecné

Pri feSeni tloh z matematické analyzy se neobejdeme bez dikladné znalosti . ..

... matematické analyzy.

Neobejdeme se bez zdkladnich vlastnosti konstantnich (x — ¢), mocninnych (x™) a goniometrickych (sin x,
cos x, tgx, cotg x) funkci a funkce exponencidlni (%) a také funkei k nim inverznich - odmocnin ( ¥/x),
cyklometrickych funkei (arcsin x, arccos x, arctg x, arccotg x) a funkce logaritmické (In x).

Mezi tyto vlastnosti patii definicni obor, obor hodnot, intervaly monotonie, intervaly konvexnosti a kon-
kavnosti, nulové body, hodnoty funkce ve vyznamnych bodech a také limity v krajnich bodech defini¢niho
oboru.
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Jsou to jenom pomocné pojmy. Klidek.

Velmi efektivnim zpisobem, jak si vétSinu téchto informaci zapamatovat (Ci spiSe kdykoli operativné zjis-
tit), je zapamatovat si vzhled grafu piislusné funkce spolu s jeho polohou vG¢i osdm z, .

V piipadé, Ze ndm graf nékteré funkce vypadne (stdva se to zpocatku zejména u cyklometrickych funkci, se
kterymi vetSina studentl neni obezndmena ze stfedni Skoly), lze Casto vyuZit vztahu mezi grafy navzdjem
inverznich funkci, totiz jejich symetrie podle osy prvniho a tfetiho kvadrantu (neboli podle grafu identické
funkce).

Procvicte si znalosti zdkladnich funkei v ndsledujicich testech.

Uvédomte si napiiklad rozdil mezi tvrzenim, Ze
f je definovdna na mnoziné M a tvrzenim, ze M
Jje defini¢nim oborem f.

Jde samoziejmé o to, Ze v prvnim piipadé vSechny prvky mnoziny M nélezi do defini¢niho oboru, ale
nemusi tomu byt obracené, neboli M C D(f); druhy piipad konstatuje rovnost M = D(f)).

Definic¢ni obory

Ulohou, kterd bude uvadét znacnou ¢ast prikladi z matematické analyzy, bude zjisténi definicniho oboru
funkce, ur¢ené zadanym vyrazem.

Pod timto, disledné vzato nesmyslnym ndzvem (defini¢ni obor je soucdsti definice funkce, pokud ho tedy
nezname, neni funkce iplné zaddna a definicni obor nelze nijak zjistit) rozumime nalezeni mnoZiny vSech
redlnych cisel, pro kterd ma zadany vyraz smysl.

V principu jde o stanoveni podminek, za kterych
vstupuji do kazdé funkce pouze hodnoty z jejiho
defini¢niho oboru.

Ze zékladnich funkci nejsou na celém R definovany funkce %, In z, arcsin z, arccos x a ¥z pro n sudé
(funkci " budeme chépat jako pfevracenou hodnotu funkce z™).

43



| To jsou funkce, na které si dejte bacha. I

Pokud zadany vyraz sestaveny ze zdkladnich funkci Zddnou z predchozich funkci neobsahuje, md smysl
pro kazdé x € R. V opacném piipadé zapiSeme podminky smysluplnosti vyrazu, tedy pozadavek, aby
argumenty funkci nalezely do jejich defini¢nich obort.

V praxi tak vznikne soustava nerovnic, jejimz fe-
Senim zjistime pozadovany ,defini¢ni obor".

Uved’ 'me jeden piiklad:

x arcsin(2z—1)

UrcCete defini¢ni obor funkce f(x) = n@eZil) 2 -

Funkce s netplnym definicnim oborem se v za-
daném vyrazu objevuji celkem Ctyfikrat.

Zacnéme napiiklad od funkce arcsin. Jejim defini¢nim oborem je (—1, 1), aby tedy mél vyraz arcsin(2z —
1) smysl, musi platit —1 < 2z — 1 < 1. Jednoduchou tpravou dospéjeme k tomu, Ze tato podminka bude
splnéna pravé kdyz = € (0, 1).

Analogicky sestavime dalSi nerovnosti, které si vyraz

xarcsin(2z — 1)

J@) = In(2z2 +1) —In2

vynuti.

Odmocnina ndm dd podminku z arcsin(2z — 1) > 0. Soucin je nezdporny pravé tehdy, jsou-li oba souci-
nitele nezdporné nebo nekladné. Uvazujeme tedy dvé dvojice nerovnosti: z > 0 A arcsin(2z — 1) > 0 a
druhou s opaénymi nerovnostmi. ProtoZe arcsiny > 0 < y € (0, 1) a nerovnost 2z — 1 < 1 jiZ nemusime
uvazovat (byla zkoumdna pfi feSeni podminky smysluplnosti arcsin), dospéjeme pfes nerovnost 2z —1 > 0
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k zdvéru, Ze prvni dvojice nerovnosti je splnéna pravé kdyz = € (%, 1). Druh4 dvojice nerovnosti nim
po stejné Upravé da jediny bod, x = 0. Celkové je tedy podminka smysluplnosti odmocniny splnéna pro
ze{0}U (i, 1).

P¥i feSeni nerovnosti 222 > —1, vzniklé jako podminka smysluplnosti logaritmu ve vyrazu

_ y/warcsin(2z — 1)
~ In(222+1)—1n2

f(x)

zjistime, Ze je splnéna pro kazdé = € R.

| To docela slo. Jesté kousek . . . I

Posledni podminka, In(2z2 + 1) — In 2 # 0, zajisti, Ze v hledaném defini¢nim oboru vyrazu

_ y/warcsin(2z — 1)
~ In(222+1) —In2

f(x)

nenastane déleni nulou.
Nerovnost ekvivalentné pfevedeme az na vyjadieni = # i%, coZ predstavuje mnozinu (—oo, —%) U
(-, 1)U (% o0), v praxi v8ak v takovémto piipadé zpravidla ponechdme vyjadfeni nerovnosti.

V2’ V2

V hledaném definiénim oboru musi mit smysl
vSechny podvyrazy, ziskame ho tedy jako prunik
vSech zjiSténych mnoZin.

{m i Hpads 7 ) — 11 1
Tim je v tomto pifpadé mnoZina D(f) = {0} U (3, \/5) U (ﬁ 1).0
ProtoZe se hleddni defini¢niho oboru realizuje jako feSeni soustavy nerovnic, je moZnostmi jejich feSeni
omezena téZ moznost nalezeni defini¢niho oboru.

To je veledilezité. KdyZ jsme na ty nerovnosti a
rovnosti kratky, nic s tim nenadélame.
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Kupfikladu nerovnice x 4+ Inx > 0 je splnéna na jistém intervalu (¢, 00), kde ¢, pro které plati ¢+ In ¢ = 0,
je ¢islomezi O a 1 (proc?).

Z této rovnosti defini¢ni obor ovSem nelze po-
moci zdkladnich funkci vyjadrit.

Takové rovnosti (resp. nerovnosti), o nichZ je zndmo, Ze maji feSeni, avSak nelze ho vyjadfit, nazyvame
transcendentni.

Dusledkem je, Ze napriklad defini¢ni obor funkce
In(z 4 In x) nelze explicitné vyjadfit.

Dalsi moZny problém ilustruje nésledujici pitklad: f(z) = /sin(7z) + V/sinz. Zde mézeme D( f)zapsat
pouze jako prinik: | J,c7(2k, 2k + 1) N Uz (2km, (2k + 1)).

Obvyklého vyjadieni pouze pomoci sjednoceni
(které v zapisu obsahuje pouze body, které do de-
fini¢niho oboru patii) zde nelze dosdhnout.

U libovolného (kone¢ného) poctu intervalti D( f) lze samoziejmé krajni body urcit, nelze vSak najit jejich
obecné vyjadieni.

Vlastnosti funkci

Hledani inverzni funkce Casto vede na feSeni rovnic.

Je-li f(x) = y, musime k urCeni inverzni funkce k danému y jako parametru hledat x. To je tedy feSeni
rovnice.

Madme-li funkci f(z) = 22 + 1, hleddme feSeni rovnice z2 + 1 = v, tedy z = ++/y — 1. To samo o sobé
neurcuje inverzni funkci.

Tak 1ze na ur¢itém defini¢nim oboru definovat funkci g(y) = /y — 1 a zkoumat, zda a kde je inverzni
funkci k f.
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Sudost, lichost, monotonii a periodicitu si lehce
zkontrolujeme.

Na monotonii se nékdy musi s derivaci, to jesté
neumime.

Na konvexitu zpravidla pouZijeme ndstroje z dal-
§ich kapitol.

Piiklad. Zkoumejte monotonii funkce

na (0, 00).

Reseni. Pokud 1 < z < y,pak 1 < zy a0 < y — x. Posledni dvé nerovnosti vyndsobime a dostaneme
y—z<(y—a)zy tedy (y —z)/zy <y—az,1/r—1/y<y-—raz+1l/z<y+1/y.

Tedy vpravo od 1 je funkce rostouci, podobné se ukdze, Ze vlevo od 1 je klesajici.

x+ 1/x
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Ke zkoumdni monotonie si v dalsich kapitolach
vybudujeme ucinné nastroje.

Piiklad. Necht f: X — Y, A,|B, C X. Rozhodnéte, zda platf obecné vztahy
L f(A) U f(B)=f(AUB)
2. f(A) N f(B)=f(ANB)
3. f(A)\ f(B) = f(A\ B).

Reseni. Ovefujeme jednotlivé inkluze.

| Jde o jednoduchosti (ne vSechny plati). I

| Vyftesili 4 z 10. I

Piiklad. Charakterizujte zobrazeni f : M — L, pro ktera plat{
e VACM : f7I(f(A) = A
eVBCL: f(f'(B) =B

Jde v prvnim piipadé o prostd zobrazeni, v druhém ptipadé o zobrazeni na.

48



Jde o charakterizaci, tedy o to najit ekvivalentn{

vyrok.

Vyftesili 2 z 10.

|

Pfiklad. Rozhodnéte, zda je soucet, soucin, minimum, maximum a sloZeni dvou monoténnich funkei opét
monotonni.

Resent. Je-li x < y, pak f(x) < f(y), g(z) < g(y), tedy (f + g)(z) < (f + z)(y).

Vic v tom nenf ani v ostatnich prfipadech ...

9z 10.

|

Piiklad. DokaZte, Ze V2 + 1 neni polynom.

Reseni. Jde-li o polynom stupné n, plati V22 +1 = az™ + - - -, tedy po umocnéni mame dva identické
polynomy a ty museji mit stejné koeficienty, tedy n = 1, a = 1 a po chvilce dostaneme spor.
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Konec cviceni 9.

Uceni 1:
Konec uceni 1.

Uceni 2:
Konec uceni 2.

Uceni 3:
Konec uceni 3.

Uceni 4:
Konec uceni 4.

Uceni 5:

|3ZIO. I

Jak zni zakladni{ véta algebry? Polynom kladného
stupné ma kladny pocet korend.

Dva polynomy se rovnaji pouze v konecné
mnoha bodech nebo jde o identické polynomy.

UCENI

ryel, x <y, f(z) < f(y)
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Konec uceni 5.

Uceni 6:

Konec uceni 6.

Uceni 7:

Konec uceni 7.

Uceni 8:

Konec uceni 8.

Uceni 9:

Konec uceni 9.
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To je jednoduchy Zivot!

Nékdo té okradl o kvantifikdtory a podobné
smeti. Jestli se ti takovy Zivot 1ibi, béZ do ho-
lobytu a zavfi se zevnitf.
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