Funkce a zakladni pojmy popisujici jejich chovani

Pro zobrazeni z realnych Cisel do realnych Cisel se pouziva termin realnd funkce realné
proménné.
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Funkce f bude v této Casti znamenat zobrazeni néjaké neprazdné podmnoziny D C R
do R, tj. predpis, ktery pfifazuje kazdému = € D presné jedno redlné Cislo f(z).
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Poznamky 1 Piiklady 1  Otazky 1

Mnozina D z definice funkce se nazyva defini¢ni obor dané funkce (znaci se D( f)), Cisla
z D jsou (nezavisle) proménné, prislusna prirazena Cisla jsou hodnoty (t€Z nazyvané
zavisle proménné).

Mnozina vSech hodnot dané funkce se nazyva jeji obor hodnot.

Poznamky 2  Priklady 2  Otazky 2

DEFINICE. Méjme funkci f : D — R s definicnim oborem D. MnozZina vSech bodu
v rovinném (x,y)—soufadnicovém systému, které maji souradnice (z, f(z)), kde x € D,
se nazyva grafem funkce f.
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Denni aktivita
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konstrukce funkei
aritm.operace
raciondlni funkce
. usporadani funkci
Poznamky 3 Priklady 3  Otazky 3 ladnd Cast funkee
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VLASTNOSTI FUNKCI

V této Casti budou zavedeny nékteré vlastnosti funkci, které se hodi pro vySetfovani
jejich prabéhu. Vlastnosti jsou rozdéleny podle pouzitych vlastnosti redlnych Cisel (arit-
metické, usporadani).
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Pouziti aritmetickych vlastnosti
V tomto piipad€ se vyuziva aritmetickych vlastnosti R (opacného prvku —x k = a
operace scitani).

DEFINICE. Funkce f se nazyva suda (nebo lichd), jestlize jeji defini¢ni obor je sy-
metricky kolem O (tj. x € D(f) pravé kdyz —x € D(f)) a f(—x) = f(x) (nebo
f(—=x) = —f(x), resp.) pro vS§echna z € D(f).
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Piklad sudé funkce
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A zrovinka lichy pocet ...



Priklad liché funkce
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DEFINICE. Funkce f definovand na R se nazyva periodickd, jestliZze existuje p €  Ppozdmky
(0, +00) (nazyvané perioda) tak, Ze f(x + p) = f(x) pro kazdé = € R. piklady
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Pri vySetfovani sudych, lichych nebo periodickych funkci neni nutné vysetrovat cely
definini obor, staCi se omezit na nezdporna Cisla a u periodickych funkci s kladnou
periodou p jen na interval [0, p].

Poznamky 4 Priklady 4 Otazky 4
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Pouziti usporadani na R

DEFINICE. Funkce f definovand na intervalu / se nazyva rostouci (nebo klesajici,
nebo neklesajici, nebo nerostouci), jestlize f(x) < f(y) (nebo f(z) > f(y), nebo

f(x) < f(y), nebo f(x) = f(y), resp.) jakmile z,y € D(f), z < y.

Moje vyska
je prilis rychle
rostouci funkce

DEFINICE. Funkce, kter4 je rostouci nebo klesajici, se nazyva ryze monotonni; funkce,
kterd je neklesajici nebo nerostouci, se nazyva monotonni.
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S platem jsem nikdy neklesl ...

melouny

\{

vek

DEFINICE. ﬁﬂ(éme, Ze funkce f je omezend (nebo shora omezend, nebo zdola ome-
zena), jestlize jeji obor hodnot ma uvedenou vlastnost, tj. existuje ¢islo & tak, ze | f(z)| <
k (nebo f(x) < k, nebo f(x) > k, resp.) pro vSechna x € D(f).
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[ Nahote dobry ...
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POZOROVANI. Pozndmky

. v s/ 7 / 4 v . L4 / l 2 3 4 5 6 7 8 9

1. Funkce f je rostouci (nebo neklesajici) pravé kdyz je funkce — f klesajici (resp. piiklady
, 123456789

nerostouct). Otizky
/ / / / / N d / / . / l 2 3 4 5 6 7 8 9

2. Posunutim grafu monotonni funkce ziskdme opét graf monotonni funkce (stejného  Cviceni

123456789
drUhU). Weir
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Shora omezeni,
pujde se domu
kanalem ...




Poznamky 5 Priklady 5 Otazky 5 5




DEFINICE. Funkce f definovand na intervalu J se nazyva konvexni, jestlize pro kazdé

Konvexita

dvabody z,y € J akazdé A € (0, 1) plati vztah

fAz+ (1= XNy) <Af(z) + (1= A)f(y).

Plati-li v uvedeném vztahu vZdy ostrd nerovnost, nazyva se f ryze konvexni.

Obratime-li v uvedeném vztahu nerovnost, dostavame funkci (ryze) konkavni.

Na konvexnim svahu
na sebe lyzafi
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Na konkavnim svahu
na sebe lyzati
nevidi.




e

Konvexnicek zpévny taha
zlottilou zizalu




to ryzi konvexita):

Konkévnik hlubiny tahé

zlottilou zizalu

r

Nerovnost v definici konvexity funkce znamend, Ze usecka spojujici dva body grafu
lezi celd nad grafem nebo na grafu (lezi-li celd, kromé koncovych bodt, nad grafem, je

—
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POZOROVANI.

2. Posunuti (ryze) konvexni funkce je (ryze) konvexni funkce.

3. Funkce f je na intervalu [ konvexni pravé kdyZ pro libovolné tfi body v < v < w z

intervalu [ plati

neboli

¥

1. Funkce f je (ryze) konvexni pravé kdyz — f je (ryze) konkdvni.

Nemam rad
ryzi charaktery

f(w) = f(u)

flo)(w = w) < f(w)(o - u) + f(u)w - o)
flw) = f)

™

UV —U

<

w — v
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Chovani konvexnich funkci ilustruji obrazky:




pod sec¢nou




Konvexni funkce je nad, pod a nad se¢nou
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Konkavni je pro mé ...

Poznamky 6 Piiklady 6 Otéazky 6

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



VYTVARENI NOVYCH FUNKCI

Ze znamych funkci 1ze pomoci riznych operaci vytvofrit dalsi funkce.

Zajimava je otazka, které ze zavedenych vlastnosti se prenaseji z generujici funkce na
novée vzniklé funkce.

V nasledujicich tfech Castech je definovano vytvareni novych funkci pomoci aritme-
tickych operaci a usporadani na redlnych Cislech a pomoci skladani a inverzni operace.

Pozdéji budou pridany dalSi operace (napf. umocnovani funkcemi, derivace, inte-
grace).
Skladani a tvoreni inverze je vlastnost obecnych zobrazeni.

Pro aritmetické operace se zobrazenimi je potfeba, aby v jejich oboru hodnot byly tyto
aritmetické operace definovany.

Podobné pro operace pomoci usporadani musi na oboru hodnot usporadani existovat.
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Pouziti aritmetickych operaci R

DEFINICE. Jsou-li f, g funkce, budou znacit f + g, f - g, f /g funkce, které maji za
hodnotu v bodé = postupné f(z) + g(z), f(z) - g(z), f(z)/g(x).

Ve vyrazu k - f miZeme Cislo k£ chdpat jako konstantni funkci na R s hodnotou k a

potom je funkce & - f specidlnim piipadem ndsobeni funkci, tj. (k - f)(z) = kf(x).
Stejné tak je rozdil funkci f — g specidlnim piipadem souctu funkei fa —g = (—1)-g.

Polynom je funkce tvaru

Y= apx" + ap_12" L+ + a1z + a,
kde n € N a koeficienty ag, aq, ..., a, jsou redlna Cisla (jestlize a,, # 0, nazyva se n
stupen polynomu).
Podil dvou polynomii se nazyva racionalni funkce.
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Pouziti usporadani R

DEFINICE. Pro funkce f, g se definuje max{ f, g} (nebo min{ f, g}) jako funkce, ktera
ma v bod¢ = hodnotu max{ f(x), g(x)} (resp. min{ f(z), g(z)}).

Na maximum dvou funkci
se musite se podivat zhora ...
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Na minimum dvou funkci
se musite se podivat zespodu ...

/

/
N_/

min (f*, g )

511

Pro funkci f se definuji funkce f, = max{f,0}, f- = —min{f, 0}, tzv. kladnd nebo
zapornd Cast funkce f.

Poznamky 7 Priklady 7 Otazky 7
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Skladani funkci

Skladani funkci je velmi dilezité a s jeho pouZitim lze sestrojit mnoho dilezitych
slozitéjSich funkci pomoci jednoduchych funkci.

DEFINICE. Slozeni f o g dvou funkci f, g se definuje jako funkce, kterd ma v bod¢ x
hodnotu f(g(x)).

Funkce ¢ se pak nékdy nazyva vnitini funkei a f vnéjsi funkci. Napft. |f| (abso-
lutni hodnota funkce f) je sloZeni funkce f (vnitfni funkce) a funkce absolutni hodnota
(vnéjsi funkce).
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(y,20))
=fx) —

«— |y

(x,f(x)

(®/))8=@035=z,

“—x—>

«—g(f(x)—>

Skladani funkci, to uz je néco jako
organizovany zlocin ...

Definicni obor tohoto slozeni jsou prave ty body x z definicniho oboru funkce g, pro
které nalezi g(z) do defini¢niho oboru funkce f. Symbolicky lze napsat

D(fog)=D(g)Nng (D(f)).
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Inverzni funkce

Inverzni funkce jsou dlilezitym ndstrojem pri feSeni rovnic. I kdyZ nékdy nedovedeme
inverzni funkci presné napsat, dovedeme popsat jeji vlastnosti a s jejich pomoci popsat i
reSeni rovnice.

DEFINICE. Je-li f prostd funkce definovand na mnoziné D s oborem hodnot £, pak
funkce, kterd pritadi bodu y € F ten jediny bod z € D, pro ktery je f(x) = y, se nazyva
inverzni funkce k f a znadi se f~1.
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Inverzni funkce je
takovy antimlynek ...
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Budeme si hazet ...
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"Moje funkce je hez¢i." sudd,lichd funkce
"Ta moje je hez¢i." penod1/cka/£cunll<(ce
0 2 % ¢ o monotonni funkce

Ta tvoje je inverzni! T

"To ta tvoje je inverzni!!!" konvexni funkce
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raciondlni funkce
usporadani funkci

Pokud se nakresli grafy funkce y = f(x) a funkce k ni inverzni y=f"1(z) do stejné = iihms cast funkee
soufadnicové soustavy, vyjdou grafy symetrické podle osy prvniho kvadrantu. slozent
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POZOROVANI.

1. Pro prostou funkci f je defini¢ni obor funkce f~! totozny s oborem hodnot funkce

f aplati
(fof )y =yproyeD(f)

2. Jestlize f ma inverzni funkci f~!, pak f je inverzni funkci k 1.

"Moje funkce je hez¢i."

"Ta moje je hez¢i."

"Ta tvoje je inverzni!"
"To ta tvoje je inverzni!!!"

(f~" o f)(z) =z proz € D(f).

3. Kazda ryze monotonni funkce ma inverzni funkci.
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4. Inverzni funkce f~! je rostouci (nebo klesajici), pravé kdyZ je funkce f rostouci
(nebo klesajici, resp.)

5. Inverzni funkce f~! je konvexni (nebo konkdvni), pravé kdyZ je funkce f konk4vni
(nebo konvexni, resp.).

Poznamky 9 Priklady 9 Otazky9 9




DALSI MOZNOSTI POPISU FUNKCI

Existuji 1 jiné moznosti, jak zadavat funkce. Dale uvedené moznosti zadavaji funkce
po Castech, ale jinym zpisobem, nez bylo uvedeno po definici funkce. Dikaz, Ze se
jednd opravdu o ,,kousky" funkci, je narocné€jsi a bude uveden az v teorii funkci dvou
proménnych.

Piedpis y?> = 1 — 22, neboli 22 + y*> — 1 = 0, nedefinuje funkci (pro¢?). Nicméné
mnozina bodu (z, y) v roving spliiujicich uvedenou rovnost tvoii kruznici s polomérem 1
o stfedu v pocatku a jedna se o duleZitou kiivku, kterd je zadana jednoduchym zplisobem
a je slozena z grafti dvou funkci (horni a dolni polokruznice). Podobnych piipadi je vice
a jsou dulezité.

Rovnost f(z,y) = 0, kde f(z,y) je funkce dvou redlnych proménnych x, y, se nazyva
implicitné zadana funkce (kratce implicitni funkce) a rozumi se, Ze na jistych intervalech
je y funkei x, napt. y = g(x), pficemz na daném intervalu je f(z,g(z)) = 0. Grafem
implicitné zadané funkce je {(z,y); f(x,y) = 0}.

Tento termin implicitni funkce je nutné chapat vcelku, nikoli jako slozeni dvou slov
implicitni a funkce.

Dalsimi ptiklady jsou 4> = z (parabola), 4> — 2% = 1 (hyperbola), (z—y)* = 4(2>+y?)
(kardioida).

Mnoho téchto kiivek lze zadat v jistém smyslu jednoduSeji pomoci parametru. Na

priklad kardioida je zadana jako
r =2cost —cos2t, y=2sint—sin2t, prot € (0,27) .

Obecné tedy lze definovat parametricky zadanou funkci predpisem
=), y=ut), ted,
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kde (%), () jsou redlné funkce definované na mnoziné (vétsinou intervalu) J. Grafem
parametricky zadané funkce je {(o(t),v(t));t € J}.

Stejné jako u implicitnich funkci je nutné brat termin parametricky zadand funkce
veelku.
Dalsim prikladem miize byt elipsa:

r=acost, y=bsint, te€]l0,2n),

kde a,b > 0 jsou délky poloos.
Opét 1ze ukazat, ze Casti parametricky zadané funkce jsou funkcemi.

Specidlnim pripadem parametricky zadané funkce je zadani pomoci polarnich sourad-
nic r, , kde r (vzdalenost bodu kfivky od pocatku) je popsano néjakou funkci r = h(y)
thlu mezi privodic¢em bodu a osou .

Protoze x = r cos ¢, y = rsin ¢, dostane se parametrické zadani

T =h(p)cosp, y=h(p)sing, @eJ.

Neékdy (viz nasledujici priklad lemniskaty) mize byt piisluSnéd funkce popisujici zavis-
lost 7 na  zad4na implicitné.
Kruznice
implicitng: z° + y* = a
parametricky: © = acost,y = asint, t € [0,2n]
polarné: r = a
Kardioida
implicitng: (22 + y* — 2ax)? = 4a(2? + y?)
parametricky: x = a(2cost — cos2t), y=a(2sint —sin2t), t € (—oo0,+00)
polarné: r = 2a(1 + cos ¢)

2
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Lemniskata
implicitng: (o +y°)° = a®(2* = y?)

. 1
parametricky: z = at&tﬁ ) y= %7
polarné: r? = a? cos(2¢p)

t € (—o0,+00)
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