Funkce a zakladni pojmy popisujici jejich chovani

Pro zobrazeni z realnych Cisel do realnych Cisel se pouziva termin realna funkce realné
promenné.
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Pro zobrazeni z realnych Cisel do realnych Cisel se pouziva termin realna funkce realné

Funkce a zakladni pojmy popisujici jejich chovani

promenné.
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ProtoZe jen vyjimeCné bu-
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Funkce f bude v této Casti znamenat zobrazeni néjaké neprazdné podmnoziny D C R

do R, tj. predpis, ktery pfifazuje kazdému = € D presné jedno redlné Cislo f(z).
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Funkce f bude v této Casti znamenat zobrazeni néjaké neprazdné podmnoziny D C R
do R, tj. predpis, ktery pfifazuje kazdému = € D presné jedno redlné Cislo f(z).
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Piiklady 1

Otazky 1
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Mnozina D z definice funkce se nazyva defini¢ni obor dané funkce (znaci se D( f)), Cisla
z D jsou (nezavisle) proménné, prislusna prirazena Cisla jsou hodnoty (t€Z nazyvané
zavisle proménné).
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Mnozina D z definice funkce se nazyva defini¢ni obor dané funkce (znaci se D( f)), Cisla
z D jsou (nezavisle) proménné, prislusna prirazena Cisla jsou hodnoty (t€Z nazyvané

zavisle proménné).
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Mnozina vSech hodnot dané funkce se nazyva jeji obor hodnot.
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Mnozina D z definice funkce se nazyva defini¢ni obor dané funkce (znaci se D( f)), Cisla

z D jsou (nezavisle) proménné, prislusna prirazena Cisla jsou hodnoty (t€Z nazyvané
zavisle proménné).
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Definicni obor a obor hod-
not - to je zaklad.

Poznamky 2  Priklady 2  Otazky 2

DEFINICE. M¢éjme funkci f : D — R s defini¢nim oborem D). MnoZina vSech bodi
v rovinném (x,y)—soufadnicovém systému, které maji souradnice (z, f(z)), kde z € D,
se nazyva grafem funkce f.
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Denni aktivita
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VLASTNOSTI FUNKCI

V této Casti budou zavedeny nékteré vlastnosti funkci, které se hodi pro vySetfovani
jejich prabéhu. Vlastnosti jsou rozdéleny podle pouzitych vlastnosti redlnych Cisel (arit-
metické, usporadani).
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VLASTNOSTI FUNKCI

V této Casti budou zavedeny nékteré vlastnosti funkci, které se hodi pro vySetfovani
jejich prabéhu. Vlastnosti jsou rozdéleny podle pouzitych vlastnosti redlnych Cisel (arit-
metické, usporadani).
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Pouziti aritmetickych vlastnosti

V tomto piipad€ se vyuziva aritmetickych vlastnosti R (opacného prvku —x k = a
operace scitani).
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Pouziti aritmetickych vlastnosti
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DEFINICE. Funkce f se nazyva suda (nebo lichd), jestlize jeji defini¢ni obor je sy-
metricky kolem O (tj. z € D(f) pravé kdyz —x € D(f)) a f(—x) = f(z) (nebo
f(=x) = — f(x), resp.) pro vSechna x € D(f).
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DEFINICE. Funkce f se nazyva suda (nebo lichd), jestlize jeji defini¢ni obor je sy-
metricky kolem O (tj. z € D(f) pravé kdyz —x € D(f)) a f(—x) = f(z) (nebo

f(=x) = — f(x), resp.) pro vSechna x € D(f).
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Graf sudé funkce je symet-
ricky podle osy y.
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Piklad sudé funkce
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Priklad liché funkce
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Graf liché funkce je symet-
ricky podle pocatku.
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DEFINICE. Funkce f definovand na R se nazyva periodickd, jestliZe existuje p €
(0, 400) (nazyvané perioda) tak, ze f(z + p) = f(z) pro kazdé x € R.

\




DEFINICE. Funkce f definovand na R se nazyva periodickd, jestlize existuje p €
(0, 400) (nazyvané perioda) tak, Ze f(x + p) = f(x) pro kazdé = € R.
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Graf periodické funkce f s periodou p na intervalu [np, (n + 1)p|,n € Z, vznikne

posunutim grafu f na intervalu [0, p] o np na ose x.
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Pri vySetfovani sudych, lichych nebo periodickych funkci neni nutné vysetrovat cely
definini obor, staCi se omezit na nezdporna Cisla a u periodickych funkci s kladnou
periodou p jen na interval [0, p].
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Pri vySetfovani sudych, lichych nebo periodickych funkci neni nutné vysetrovat cely
definicni obor, staci se omezit na nezaporna Cisla a u periodickych funkci s kladnou

periodou p jen na interval [0, p].
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Pouziti usporadani na R




Pouziti usporadani na R
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DEFINICE. Funkce f definovana na intervalu I se nazyva rostouci (nebo klesajici,
nebo neklesajici, nebo nerostouci), jestlize f(x) < f(y) (nebo f(x) > f(y), nebo

f(z) < f(y), nebo f(z) > f(y), resp.) jakmile z,y € D(f),z < y.
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Pouziti usporadani na R
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DEFINICE. Funkce f definovana na intervalu I se nazyva rostouci (nebo klesajici,
nebo neklesajici, nebo nerostouci), jestlize f(x) < f(y) (nebo f(x) > f(y), nebo

f(z) < f(y), nebo f(z) > f(y), resp.) jakmile z,y € D(f),z < y.
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Moje vyska
je pfrilis rychle
rostouci funkce
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Na intervalu [0, 18].




DEFINICE. Funkce, ktera je rostouci nebo klesajici, se nazyva ryze monotonni; funkce,
ktera je neklesajici nebo nerostouci, se nazyva monotonni.

\




DEFINICE. Funkce, kter4 je rostouci nebo klesajici, se nazyva ryze monotonni; funkce,

ktera je neklesajici nebo nerostouci, se nazyva monotonni.

\/

~

maturita
o

0 t

t cas

x spolecenska prestiz
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Graf rostouci (nebo nekle-
sajici, klesajici, nerostouci)
funkce stoupa (resp. ne-
klesa, klesa, neroste) ve
sméru kladné osy x. Graf
monoténni funkce miize byt
na néjaké Casti definicniho
oboru konstantni.

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna c¢ast funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Graf rostouci (nebo nekle-
sajici, klesajici, nerostouci)
funkce stoupa (resp. ne-
klesa, klesa, neroste) ve
sméru kladné osy x. Graf
monoténni funkce miize byt
na néjaké Casti defini¢niho
oboru konstantni.
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S platem jsem nikdy neklesl ...

\






DEFINICE. Rikdme, 7e funkce f je omezen4 (nebo shora omezend, nebo zdola ome-
zend), jestliZe jeji obor hodnot ma uvedenou vlastnost, tj. existuje islo & tak, ze | f(x)| <
k (nebo f(x) < k, nebo f(x) > k, resp.) pro vSechna x € D(f).

\
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DEFINICE. Rikdme, 7e funkce f je omezen4 (nebo shora omezend, nebo zdola ome-
zend), jestliZe jeji obor hodnot ma uvedenou vlastnost, tj. existuje islo & tak, ze | f(x)| <
k (nebo f(x) < k, nebo f(x) > k, resp.) pro vSechna x € D(f).

\

[ Nahote dobry ...
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Dole taky.
Omezena funkce
s1 nemuze moc
vyskakovat ...







Shora omezeni,
pujde se domu
kanalem ...
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Graf omezené funkce lezi
v pasu mezi dvéma rov-
nobéZkami s osou x. Graf
shora (nebo zdola) ome-
zené funkce lezi v dolni
(resp. horni) poloroviné ur-
¢ené rovnobézkou s osou .
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POZOROVANI.

1. Funkce f je rostouci (nebo neklesajici) pravé kdyz je funkce — f klesajici (resp.
nerostouci).

\




POZOROVANI.

1. Funkce f je rostouci (nebo neklesajici) pravé kdyz je funkce — f klesajici (resp.
nerostouci).

\

2. Posunutim grafu monotonni funkce ziskdme opét graf monotonni funkce (stejného
druhu).

\




POZOROVANI.

1. Funkce f je rostouci (nebo neklesajici) pravé kdyZz je funkce — f klesajici (resp.

nerostouci).

\/

2. Posunutim grafu monoténni funkce ziskdme opét graf monoténni funkce (stejného

druhu).

\

Tomu fikdm ,,Minipozoro-
vaniCko". Néktera tvrzeni si
rychleji vymyslim, nez pre-
Ctu.

Pozndmky 5 Priklady 5 Otazky S Uceni 5
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Konvexita




Konvexita

Nésledujici definice popi-
suje nékteré tvary grafil
funkci, a to zda se oteviraji
smérem nahoru nebo dold.
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Konvexita

Nésledujici definice popi-
suje nékteré tvary grafil

funkci, a to zda se oteviraji LEKCEO4-FUN
smerem nahoru nebo dolu. lljggilgce
vlastnosti funkci
suda,licha funkce

periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna c¢ast funkce

sloZzeni
Ngl?o—li jakv graf funkce za- jind sadén f}“nkc,e/
taci doleva C1 doprava. implicitnf zaddni

parametrické zadan{

polarni zadani

kruh

kardioida

lemniskata

* Pozndmky
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DEFINICE. Funkce f definovand na intervalu J se nazyva konvexni, jestlize pro kazdé
dva body z,y € J akazdé A € (0, 1) plati vztah

fAz+ (1= Ay) <Af(2) + (1 =2 f(y).
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DEFINICE. Funkce f definovand na intervalu J se nazyva konvexni, jestlize pro kazdé

dva body z,y € J akazdé A € (0, 1) plati vztah
fz+ (1= Ay) <Af(x) + (1= A)[f(y).

\

Plati-1i v uvedeném vztahu vZdy ostrd nerovnost, nazyva se f ryze konvexni.
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Obratime-li v uvedeném vztahu nerovnost, dostavame funkci (ryze) konkavni.

\




Obratime-li v uvedeném vztahu nerovnost, dostavame funkci (ryze) konkavni.

\

Jde o to, zda je graf funkce

oto¢en nahoru nebo dold.
Podle toho na sebe body

grafu vidi nad nebo pod gra-
fem funkce.
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Na konvexnim svahu
na sebe lyZzafi
vidi.




Na konvexnim svahu

\§\ X na sebe lyzafi
~ vidi.
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Konvexni je tieba dulek na implicitnf zaddni

. v parametrické zadan{
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Na konkavnim svahu
na sebe lyzati
nevidi.




Na konkavnim svahu
na sebe lyzafi
nevidi.

Konkdvni je tfeba Rip.




e

Konvexnicek zpévny taha
zlottilou zizalu




Konkavnik hlubiny taha
zlottilou zizalu




Nerovnost v definici konvexity funkce znamend, zZe usecka spojujici dva body grafu

lezi celd nad grafem nebo na grafu (leZi-li celd, kromé koncovych bodd, nad grafem, je
to ryzi konvexita):

Nemam rad
ryzi charaktery
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POZOROVANL
1. Funkce f je (ryze) konvexni pravé kdyZz — f je (ryze) konkdvni.

\




POZOROVANL
1. Funkce f je (ryze) konvexni pravé kdyZz — f je (ryze) konkdvni.

\

2. Posunuti (ryze) konvexni funkce je (ryze) konvexni funkce.

\




POZOROVANI.

1. Funkce f je (ryze) konvexni pravé kdyz — f je (ryze) konkdvni.

\

2. Posunuti (ryze) konvexni funkce je (ryze) konvexni funkce.

\

3. Funkce f je na intervalu [ konvexni pravé kdyZ pro libovolné tfi body v < v < w z

intervalu [ plati

neboli

f(w) = f(u)

f)(w —u) < f(w)(v —u) + f(u)(w —v)

UV —U

<

flw) = f(o)

w — v
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Chovani konvexnich funkci ilustruji obrazky:







pod sec¢nou




Konvexni funkce je nad, pod a nad se¢nou
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Konkavni je pro mé ...

Poznamky 6 Piiklady 6 Otéazky 6
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VYTVARENI NOVYCH FUNKCI




VYTVARENI NOVYCH FUNKCI
'

Ze znamych funkci 1ze pomoci riznych operaci vytvorit dalsi funkce.

\




VYTVARENI NOVYCH FUNKCI
'

Ze znamych funkci 1ze pomoci riznych operaci vytvorit dalsi funkce.

\
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Zajimava je otazka, které ze zavedenych vlastnosti se prendsSeji z generujici funkce na
nove vzniklé funkce.

\




Zajimava je otazka, které ze zavedenych vlastnosti se prendsSeji z generujici funkce na

nove vzniklé funkce.

\

Z jak dobrych slozek uva-
fime, tak dobfe se najime.
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Zajimava je otazka, které ze zavedenych vlastnosti se prendsSeji z generujici funkce na

nove vzniklé funkce.

\

Z jak dobrych slozek uva-
fime, tak dobfe se najime.
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V nasledujicich trech Castech je definovano vytvareni novych funkci pomoci aritme-
tickych operaci a usporadani na redlnych Cislech a pomoci skladani a inverzni operace.

\




V nasledujicich tfech Castech je definovano vytvareni novych funkci pomoci aritme-
tickych operaci a usporadani na redlnych Cislech a pomoci skladani a inverzni operace.

\

Pozdéji budou pridany dalSi operace (napf. umocnovani funkcemi, derivace, inte-

grace).

\
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V nasledujicich tfech Castech je definovano vytvareni novych funkci pomoci aritme-
tickych operaci a usporadani na redlnych Cislech a pomoci skladani a inverzni operace.

\

Pozdéji budou pridany dalSi operace (napf. umocnovani funkcemi, derivace, inte-

grace).

\

Sklddani a tvoreni inverze je vlastnost obecnych zobrazeni.

\
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V nasledujicich tfech Castech je definovano vytvareni novych funkci pomoci aritme-
tickych operaci a usporadani na redlnych Cislech a pomoci skladani a inverzni operace.

\

Pozdéji budou pridany dalSi operace (napf. umocnovani funkcemi, derivace, inte-
grace).

\

Sklddani a tvoreni inverze je vlastnost obecnych zobrazeni.

\

Pro aritmetické operace se zobrazenimi je potieba, aby v jejich oboru hodnot byly tyto
aritmetické operace definovany.

\
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V nasledujicich tfech Castech je definovano vytvareni novych funkci pomoci aritme-
tickych operaci a usporadani na redlnych Cislech a pomoci skladani a inverzni operace.

\

Pozdéji budou pridany dalSi operace (napf. umocnovani funkcemi, derivace, inte-
grace).

\

Sklddani a tvoreni inverze je vlastnost obecnych zobrazeni.

\

Pro aritmetické operace se zobrazenimi je potieba, aby v jejich oboru hodnot byly tyto
aritmetické operace definovany.

\

Podobné pro operace pomoci usporadani musi na oboru hodnot usporadéni existovat.

-=p
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Pouziti aritmetickych operaci R

DEFINICE. Jsou-li f, g funkce, budou znacit f + g, f - g, f/g funkce, které maji za
hodnotu v bod€ z postupné f(x) + g(z), f(x) - g(x), f(z)/g(x).
kladnd ¢4st funkce

sloZeni
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Pouziti aritmetickych operaci R

DEFINICE. Jsou-li f, g funkce, budou znacit f + g, f - g, f/g funkce, které maji za
hodnotu v bodé = postupné f(z) + g(z), f(z) - g(z), f(z)/g(x).

Defini¢ni obor souctu a na-
sobku funkci je pranik je-
jich defini¢nich obord, u po-
dilu je nutné jeSté odebrat

body, ve kterych se jmeno-
vatel rovna 0.
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Ve vyrazu k - f mizeme Cislo k£ chédpat jako konstantni funkci na R s hodnotou & a
potom je funkce k - f specidlnim pripadem nédsobeni funkcet, tj. (k - f)(z) = kf(x).

\




Ve vyrazu k - f mizeme Cislo k£ chédpat jako konstantni funkci na R s hodnotou & a
potom je funkce k - f specidlnim pfipadem nasobeni funkci, tj. (k- f)(z) = kf(z).

\/

Stejné tak je rozdil funkci f — g specidlnim piipadem souctu funkei fa —g = (—1)-g.

\/
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Ve vyrazu k - f mizeme Cislo k£ chédpat jako konstantni funkci na R s hodnotou & a
potom je funkce k - f specidlnim pfipadem nasobeni funkci, tj. (k- f)(z) = kf(z).

\/

Stejné tak je rozdil funkci f — g specidlnim piipadem souctu funkei fa —g = (—1)-g.

\/

V jednoduchych situacich se
Clovék nemuze splést.
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Polynom je funkce tvaru

—1
Y= AT + A 1T" e+ a1T + ap,

kde n € N a koeficienty ag, aq, ..., a, jsou redlna Cisla (jestlize a,, # 0, nazyva se n
stupen polynomu).

\




Polynom je funkce tvaru

—1
Y= AT + A 1T" e+ a1T + ap,

kde n € N a koeficienty ag, aq, ..., a, jsou redlna Cisla (jestlize a,, # 0, nazyva se n
stupen polynomu).

\

Podil dvou polynomil se nazyva raciondlni funkce.

\




Polynom je funkce tvaru

1
y=apx" +a,_1x"" " +---+a1x+ag,

kde n € N a koeficienty ag, aq, ..., a, jsou redlna Cisla (jestlize a,, # 0, nazyva se n

stupen polynomu).

4

Podil dvou polynomii se nazyva racionalni funkce.

\/
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Pouziti usporadani R

DEFINICE. Pro funkce f, g se definuje max{ f, g} (nebo min{ f, g}) jako funkce, ktera
md v bodé = hodnotu max{ f(z), g(x)} (resp. min{ f(z), g(x)}).

\/
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DEFINICE. Pro funkce f, g se definuje max{ f, g} (nebo min{ f, g}) jako funkce, ktera
ma v bod¢ = hodnotu max{ f(x), g(x)} (resp. min{ f(z), g(z)}).

\/

Pouziti usporadani R

Na maximum dvou funkci

se musite se podivat zhora ...
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Na minimum dvou funkci
se musite se podivat zespodu ...
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Defini¢ni obor maxima a
minima funkci je prunik je-
jich defini¢nich obord.
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Pro funkci f se definuji funkce f, = max{f,0}, f- = —min{f, 0}, tzv. kladnd nebo
zaporna ¢ast funkce f.

\




Pro funkci f se definuji funkce f, = max{f,0}, f- = —min{f, 0}, tzv. kladna nebo

zaporna Cast funkce f.

\

S kladnou a zdpornou casti
to neni vzdy jednoduché.

Poznamky 7 Priklady 7 Otazky 7
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Skladani funkci

Skladani funkci je velmi duilezité a s jeho pouZitim lze sestrojit mnoho dulezitych

VVVVVV

\




Skladani funkci

Skladani funkci je velmi dilezité a s jeho pouZitim lze sestrojit mnoho dilezitych
slozitéjSich funkci pomoci jednoduchych funkci.

\

DEFINICE. Slozeni f o g dvou funkci f, g se definuje jako funkce, kterd ma v bod¢ x
hodnotu f(g(x)).

Funkce ¢ se pak nékdy nazyva vnitini funkci a f vné&jsi funkci. Napft. |f| (abso-
lutni hodnota funkce f) je sloZeni funkce f (vnitfni funkce) a funkce absolutni hodnota
(vnéjsi funkce).

\
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Skladani funkci

Skladani funkci je velmi dilezité a s jeho pouZitim lze sestrojit mnoho dilezitych
slozitéjSich funkci pomoci jednoduchych funkci.

\

DEFINICE. Slozeni f o g dvou funkci f, g se definuje jako funkce, kterd ma v bod¢ x
hodnotu f(g(x)).

Funkce ¢ se pak nékdy nazyva vnitini funkci a f vné&jsi funkci. Napft. |f| (abso-
lutni hodnota funkce f) je sloZeni funkce f (vnitfni funkce) a funkce absolutni hodnota
(vnéjsi funkce).

\

Ted je tfeba se pripravit na
vSechno.

LEKCE04-FUN

Funkce

popis

vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce

konstrukce funkci
aritm.operace
raciondlni funkce
usporadani funkci
kladna c¢ast funkce
sloZeni
inverzni funkce

jind zadani
implicitni zadani

parametrické zadani

polarni zadani

kruh

kardioida

lemniskata
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



g

el
(y.20))
=flx) —»

(x,f(x)

«— |y

((9)))8=(@05=z,

f

“—x—>

«—g(f(x)—>

Skladani funkci, to uz je néco jako
organizovany zlocin ...
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Definicni obor tohoto slozeni jsou prave ty body x z definicniho oboru funkce g, pro
které nélezi g(x) do defini¢niho oboru funkce f. Symbolicky lze napsat

D(fog)=D(g)Nng ' (D(f)).




Defini¢ni obor tohoto slozeni jsou pravé ty body x z definicniho oboru funkce g, pro
které nalezi g(x) do defini¢niho oboru funkce f. Symbolicky lze napsat

D(fog)=D(9)Ng " (D(f)).

Napfiklad odmocnina ze
sinu neni pro kazdého.
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Poznamky 8 Priklady 8 Otazky 8

To je
snad
za trest
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Inverzni funkce jsou dlilezitym ndstrojem pri feSeni rovnic. [ kdyZ nékdy nedovedeme
inverzni funkci presné napsat, dovedeme popsat jeji vlastnosti a s jejich pomoci popsat i
reSeni rovnice.

\

Inverzni funkce
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Inverzni funkce

Inverzni funkce jsou dlilezitym ndstrojem pri feSeni rovnic. [ kdyZ nékdy nedovedeme
inverzni funkci presné napsat, dovedeme popsat jeji vlastnosti a s jejich pomoci popsat i
reSeni rovnice.

\

DEFINICE. Je-li f prostd funkce definovand na mnoZiné¢ D s oborem hodnot F, pak
funkce, kterd prifadi bodu y € E ten jediny bod z € D, pro ktery je f(z) = y, se nazyva
inverzni funkce k f a znadi se f~1.

—p

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
raciondlni funkce
usporadani funkci
kladna c¢ast funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Inverzni funkce je
takovy antimlynek ...
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Budeme si hazet ...

"Moje funkce je hez¢i."
"Ta moje je hez¢i."

"Ta tvoje je inverzni!"

"To ta tvoje je inverzni!!!"




Pokud se nakresli grafy funkce y = f(x) a funkce k ni inverzni y=f"!(x) do stejné
soufadnicové soustavy, vyjdou grafy symetrické podle osy prvniho kvadrantu.

\




Pokud se nakresli grafy funkce y = f(x) a funkce k nf inverzni y=f"1(z) do stejné
soufadnicové soustavy, vyjdou grafy symetrické podle osy prvniho kvadrantu.

\/

[ "Moje funkce je hez¢i."
"Ta moje je hez¢i."
"Ta tvoje je inverzni!"
"To ta tvoje je inverzni!!!"
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Graf 1nverzni funkce

—1

je symetricky obraz grafu

funkce f podle diagonaly.
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POZOROVANI.

1. Pro prostou funkci f je defini¢ni obor funkce f~! totozny s oborem hodnot funkce
f aplati

(fof Ny =yproyeD(f) (f'of)(x)=xproxeD(f).
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2. Jestlize f ma inverzni funkci f~!, pak f je inverzni funkci k f~1.
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\

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



POZOROVANI.

1. Pro prostou funkci f je defini¢ni obor funkce f~! totozny s oborem hodnot funkce
f aplati

(fof Ny =yproyeD(f) (f " of)(x)=azprozeD(f).
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2. Jestlize f ma inverzni funkci f~!, pak f je inverzni funkci k f~1.

\

3. Kazda ryze monoténni funkce ma inverzni funkci.

\

4. Inverzni funkce f~! je rostouci (nebo klesajici), pravé kdyZ je funkce f rostouci
(nebo klesajici, resp.)
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DALSI MOZNOSTI POPISU FUNKCI

Existuji 1 jiné moznosti, jak zadavat funkce. Dale uvedené moznosti zadavaji funkce
po Castech, ale jinym zpisobem, nez bylo uvedeno po definici funkce. Dikaz, Ze se
jednd opravdu o ,.kousky" funkci, je narocné€jsi a bude uveden az v teorii funkci dvou
proménnych.

=)
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Predpis 4> = 1 — 22, neboli 2> + y> — 1 = 0, nedefinuje funkci (pro¢?). Nicméné
mnoZzina bodu (z, y) v roving spliiujicich uvedenou rovnost tvoii kruznici s polomérem 1
o stfedu v pocatku a jedna se o daleZitou kfivku, kterd je zadand jednoduchym zptisobem
a je slozena z grafti dvou funkci (horni a dolni polokruznice). Podobnych pfipadii je vice
a jsou duileZzité.

\
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Predpis 4> = 1 — 22, neboli 2> + y> — 1 = 0, nedefinuje funkci (pro¢?). Nicméné
mnoZzina bodu (z, y) v roving spliiujicich uvedenou rovnost tvoii kruznici s polomérem 1
o stfedu v pocatku a jedna se o daleZitou kfivku, kterd je zadand jednoduchym zptisobem
a je slozena z grafti dvou funkci (horni a dolni polokruznice). Podobnych pfipadii je vice
a jsou duileZzité.

\

Rovnost f(z,y) = 0, kde f(z,y) je funkce dvou redlnych proménnych x, y, se nazyva
implicitné zadana funkce (kratce implicitni funkce) a rozumi se, Ze na jistych intervalech
je y funkci xz, napt. y = g(x), pfiCemz na daném intervalu je f(x, g(x)) = 0. Grafem
implicitné zadané funkce je {(z,y); f(x,y) = 0}.

\
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Predpis 4> = 1 — 22, neboli 2> + y> — 1 = 0, nedefinuje funkci (pro¢?). Nicméné
mnoZzina bodu (z, y) v roving spliiujicich uvedenou rovnost tvoii kruznici s polomérem 1
o stfedu v pocatku a jedna se o daleZitou kfivku, kterd je zadand jednoduchym zptisobem
a je slozena z grafti dvou funkci (horni a dolni polokruznice). Podobnych pfipadii je vice
a jsou duileZzité.

\

Rovnost f(z,y) = 0, kde f(z,y) je funkce dvou redlnych proménnych x, y, se nazyva
implicitné zadana funkce (kratce implicitni funkce) a rozumi se, Ze na jistych intervalech
je y funkci xz, napt. y = g(x), pfiCemz na daném intervalu je f(x, g(x)) = 0. Grafem
implicitné zadané funkce je {(z,y); f(x,y) = 0}.

\

Tento termin implicitni funkce je nutné chapat vcelku, nikoli jako slozeni dvou slov
implicitni a funkce.

\
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Predpis 4> = 1 — 22, neboli 2> + y> — 1 = 0, nedefinuje funkci (pro¢?). Nicméné
mnoZzina bodu (z, y) v roving spliiujicich uvedenou rovnost tvoii kruznici s polomérem 1
o stfedu v pocatku a jedna se o daleZitou kfivku, kterd je zadand jednoduchym zptisobem
a je slozena z grafti dvou funkci (horni a dolni polokruznice). Podobnych pfipadii je vice
a jsou duileZzité.

\

Rovnost f(z,y) = 0, kde f(z,y) je funkce dvou redlnych proménnych x, y, se nazyva
implicitné zadana funkce (kratce implicitni funkce) a rozumi se, Ze na jistych intervalech
je y funkci xz, napt. y = g(x), pfiCemz na daném intervalu je f(x, g(x)) = 0. Grafem
implicitné zadané funkce je {(z,y); f(x,y) = 0}.

\

Tento termin implicitni funkce je nutné chapat vcelku, nikoli jako slozeni dvou slov
implicitni a funkce.

\ /
Dalsimi ptiklady jsou 4> = z (parabola), 4> — 2% = 1 (hyperbola), (x —y)* = 4(2>+y?)
(kardioida).

—
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Mnoho téchto kiivek lze zadat v jistém smyslu jednodusSeji pomoci parametru. Na

priklad kardioida je zadana jako
r =2cost —cos2t, y=2sint—sin2t, prot € (0,27) .
Obecné tedy lze definovat parametricky zadanou funkci predpisem
z=p(t), y=9(t), teJ,

kde (%), () jsou redlné funkce definované na mnoziné (vétsinou intervalu) J. Grafem
parametricky zadané funkce je {(¢(t), v (t));t € J}.

\/
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Mnoho téchto kiivek lze zadat v jistém smyslu jednodusSeji pomoci parametru. Na

priklad kardioida je zadana jako
r =2cost —cos2t, y=2sint—sin2t, prot € (0,27) .
Obecné tedy lze definovat parametricky zadanou funkci predpisem
z=p(t), y=9(t), teJ,

kde (%), () jsou redlné funkce definované na mnoziné (vétsinou intervalu) J. Grafem
parametricky zadané funkce je {(¢(t), v (t));t € J}.

\/

Stejné jako u implicitnich funkci je nutné brat termin parametricky zadand funkce
vcelku.

\
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Mnoho téchto kiivek lze zadat v jistém smyslu jednodusSeji pomoci parametru. Na

priklad kardioida je zadana jako
r =2cost —cos2t, y=2sint—sin2t, prot € (0,27) .
Obecné tedy lze definovat parametricky zadanou funkci predpisem
z=p(t), y=9(t), teJ,

kde (%), () jsou redlné funkce definované na mnoziné (vétsinou intervalu) J. Grafem
parametricky zadané funkce je {(¢(t), v (t));t € J}.

\/

Stejné jako u implicitnich funkci je nutné brat termin parametricky zadand funkce
vcelku.

\

Dalsim prikladem muze byt elipsa:
r=acost, y=bsint, te€]l0,2n),
kde a,b > 0 jsou délky poloos.

\/
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Mnoho téchto kiivek lze zadat v jistém smyslu jednodusSeji pomoci parametru. Na

priklad kardioida je zadana jako
r =2cost —cos2t, y=2sint—sin2t, prot € (0,27) .
Obecné tedy lze definovat parametricky zadanou funkci predpisem
z=p(t), y=9(t), teJ,

kde (%), () jsou redlné funkce definované na mnoziné (vétsinou intervalu) J. Grafem
parametricky zadané funkce je {(¢(t), v (t));t € J}.

\/

Stejné jako u implicitnich funkci je nutné brat termin parametricky zadand funkce
vcelku.

\

Dalsim prikladem muze byt elipsa:
r=acost, y=bsint, te€]l0,2n),
kde a,b > 0 jsou délky poloos.

\/

Opét 1ze ukazat, Ze Casti parametricky zadané funkce jsou funkcemi.
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Specidlnim pripadem parametricky zadané funkce je zadani pomoci polarnich sourad-
nic 7, , kde r (vzdalenost bodu kfivky od pocatku) je popsano néjakou funkci r = h(y)
thlu mezi priitvodi¢em bodu a osou .

\




Specidlnim pripadem parametricky zadané funkce je zadani pomoci polarnich sourad-
nic 7, p, kde r (vzdalenost bodu kfivky od pocatku) je popsano néjakou funkci r = h(p)
thlu mezi privodicem bodu a osou .

\

Protoze x = r cos ¢, y = rsin ¢, dostane se parametrické zadani

z=h(p)cosp, y=h(p)sing, peJ.

Neékdy (viz néasledujici priklad lemniskaty) miize byt piislusnd funkce popisujici zavis-
lost 7 na ¢ zadana implicitné.

=)
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Kruznice

\




Kruznice

¥

implicitné: 2 +y° = a
parametricky: © = acost,y = asint, t € [0,2n]
polarné: r = a

%




Kardioida




Kardioida

implicitng: (2% + y? — 2ax)? = 4a®(2? + 3?)

parametricky: © = a(2cost — cos2t), y=a(2sint —sin2t), t & (—oo0,+0)
polarné: r = 2a(1 + cos p)

_o |



file:obrazky/kard1.gif

Lemniskata

\




Lemniskata

\
implicitng: (z* + y?)? :2a2($2 — ) )
parametricky: z = %, y= %, t € (—o0,+00)

polarné&: r? = a* cos(2yp)




POZNAMKY




Poznamky 1 :

Funkce, kterd prirazuje redlnému Cislu jeho sinus, se znaci symbolem sin a jeji hodnota
v bodé€ z je sin x.

=)




Situace je jind v pripadé funkce, ktera prirazuje redlnému Cislu jeho druhou mocninu.
Tato funkce nemé specidlni symbol (jako mél sin v pfedchozim pfipadg) a znadi se z2,

coz mize nékdy vést k zaméné s hodnotou této funkce v konkrétnim bodé .

\




Situace je jind v pripadé funkce, ktera prirazuje redlnému Cislu jeho druhou mocninu.
Tato funkce nemé specidlni symbol (jako mél sin v pfedchozim pfipadg) a znadi se z2,

coz mize nékdy vést k zaméné s hodnotou této funkce v konkrétnim bodé .

\

VétSinou vSak nemiiZze dojit k nedorozuméni. Pokud by situace nebyla jasna, je 1épe
pro konkrétni body a jejich hodnoty pouZit indexy, napf. x3 pro hodnotu této funkce v
bodé z.

=)




Funkce je zobrazeni a maji pro ni smysl vlastnosti a pojmy platné pro zobrazeni (napf.
konstantni zobrazeni, prosté zobrazeni, zuzeni zobrazeni, slozeni zobrazeni, atd.).

Casto se pouziva formulace o ziZeni vlastnosti na ast defini¢niho oboru. Napft. funkce
f je konstantni na mnoZiné A znamend, ze A je Casti definicniho oboru funkce f a
f(x1) = f(x2) pro x1, zo € A, tj. zdZeni funkce f na mnozinu A je konstantni. Podobné

pro vyrok f je prostd na A.
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Funkce je zobrazeni a maji pro ni smysl vlastnosti a pojmy platné pro zobrazeni (napf.
konstantni zobrazeni, prosté zobrazeni, zuzeni zobrazeni, slozeni zobrazeni, atd.).

Casto se pouziva formulace o ziZeni vlastnosti na ¢dst definiéniho oboru. Napt. funkce
f je konstantni na mnoZiné A znamend, ze A je Casti definicniho oboru funkce f a
f(x1) = f(x2) pro x1, zo € A, tj. zdZeni funkce f na mnozinu A je konstantni. Podobné
pro vyrok f je prostd na A
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Zduraznit, Ze jde o funkci, nikoli o jeji hodnotu v bod€ z, lze i zdpisem y = T2, Kladnd Gast funkce
Podobné 1 v predchozim prﬂdadu byva obvyklé znacit funkci sinus jako y = sin z. inverzni funkce
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A tfeba obéd na druhou.
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A tfeba obéd na druhou.

To je teda funkce.
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Samoziejmé tu nejsou podstatnd pismena z a y. Zapisy p = 2u nebo 3 = 20 nebo
K7 = 2a oznacuji tutéZ funkci. Vyznam pismen x, y je spisSe tradiCni a geometricky pri
pouZziti souradnicové soustavy x, y pro kresleni grafu funkce.

\




Samoziejmé tu nejsou podstatnd pismena x a y. Zapisy p = 2u nebo § = 20 nebo
K7 = 2 oznacuji tutéz funkci. Vyznam pismen x, y je spiSe tradicni a geometricky pri
pouziti souradnicové soustavy z, y pro kresleni grafu funkce.

\
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Funkce definované na mnoziné prirozenych Cisel se nazyvaji posloupnosti

a byly probirany v predchozi kapitole.




Neékdy byva funkce definovana po Castech, tj. jeji definicni obor je rozd€len na nékolik
casti (napf. intervalil) a v kazdé této Casti je funkce definovédna jinym predpisem.

\




Neékdy byva funkce definovana po Castech, tj. jeji definicni obor je rozdélen na nékolik
casti (napf. intervalil) a v kazdé této Casti je funkce definovana jinym predpisem.

\

Pokud se tyto Casti prekryvaji (napf. koncové body u uzavienych intervalil), musi se
pti zadani funkce davat pozor na hodnoty (proc?). Proto je Iépe volit tyto Casti disjunktni.

S tim nemam problem ...

Konec poznamek 1.
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Poznamky 2 :

Pti zadavani funkce by se spravné mél zadat 1 defini¢ni obor této funkce.

\




Poznamky 2 :

Pti zadavani funkce by se spravné mél zadat 1 defini¢ni obor této funkce.

\

Neni-li defini¢ni obor zadan, rozumi se jim vSechna Cisla, pro kterd ma zad4vana
funkce smysl.

\




Poznamky 2 :

Pri zadavani funkce by se spravné mél zadat 1 definicni obor této funkce.

\

Neni-li defini¢ni obor zadan, rozumi se jim vSechna Cisla, pro kterd ma zad4vana

funkce smysl.

\

Nejcastéji to bude interval
nebo sjednoceni intervali.

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Je nutné si uvédomit, Ze funkce zadané stejnym predpisem, ale majici rizné defini¢ni
obory, jsou razné.

\




Je nutné si uvédomit, Ze funkce zadané stejnym predpisem, ale majici rizné defini¢ni
obory, jsou razné.

\

Napf. funkce y = 2°, x € (—3,3) afunkce y = 2°, x € (0, 3), majf sice stejny piedpis,
ale za defini¢ni obor maji rtizné intervaly a obé funkce jsou tedy rtizné.

\




Je nutné si uvédomit, Ze funkce zadané stejnym predpisem, ale majici rizné defini¢ni
obory, jsou razné.

\

Napf. funkce y = 2°, x € (—3,3) afunkce y = 2°, x € (0, 3), majf sice stejny piedpis,
ale za defini¢ni obor maji rtizné intervaly a obé funkce jsou tedy rtizné.

\

Konec poznamek 2.




Poznamky 3 :

Graf funkce definované na
néjaké mnoziné D je tedy ,
,fara" v roviné (muaze byt i
,hesouvisla") takova, ze li-
bovolnd pifimka kolma na
osu x protina tuto Caru nej-
vySe v jednom bodé (v zad-
ném bodé€ pokud kolmice
neprotind mnozinu D, v jed-
nom bod¢€ pokud kolmice
protind mnozinu D).
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Poznamky 3 :

Graf funkce definované na
néjaké mnoziné D je tedy ,
,fara" v roviné (muaze byt i
,hesouvisla") takova, ze li-
bovolnd pifimka kolma na
osu x protina tuto Caru nej-
vySe v jednom bodé (v zad-
ném bodé€ pokud kolmice
neprotind mnozinu D, v jed-
nom bod¢€ pokud kolmice
protind mnozinu D).

Snazil jsem se to vyvritit,
ale nepovedlo se to. Jsou to
prosté Cary-mary.
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Poznamky 3 :

Graf funkce definované na
néjaké mnoziné D je tedy ,
,fara" v roviné (muaze byt i
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Denni aktivita

(x, /()

4(22’f(22))

O——

22
Tady jsem usnul ...

Tady jsem pustil bednu ...
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Denni aktivita

(x, /()

1(22,702))
‘ LEKCE04-FUN

|

|

|

|

|

|

|

|

|

I

\ Tady jsem usnul ... sudd,lichd funkce
periodicka funkce

O———
) Funkce
popis
22 vlastnosti funke{
monotonni funkce
. . omezena funkce
Tady jsem pustil bednu ... konvzexni f]{llnkce

konkavni funkce
konstrukce funkci
arltm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
‘ kladna ¢ast funkce
slozeni
. e o ~ 5 .2 Y v .z S inverzni funkce
Z tohoﬁ]e vidét, Ze dve f}mkcli jsou stejné prave kdyz maji stejny ggf. Funkce se proto [ 5%
v s, s, . Ve b 1mphcltni zadani
¢asto definuji pomoci grafu, jako mnozina dvojic (x, f(x)) pro x € D. e
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kruh
* kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




~

(x(1),y (1)

(x (0),y(0)) x

fo o




=)
(x(1),y (1))
(x(0),y(0) x
>J
‘P
o o

Konec poznamek 3.

Céra nakreslend takovymto
kreslitkem je grafem pouze
tehdy, @ pokud  pravym
(spravnym) koleCkem to-
C¢ime stale stejnym smérem.
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Poznadmky 4 :

Pro definici sudych a lichych funkci je nutné mit operaci opacnych prvki v definicnim
oboru 1 oboru hodnot.

\




Poznadmky 4 :

Pro definici sudych a lichych funkci je nutné mit operaci opacnych prvki v definicnim
oboru 1 oboru hodnot.

\

U periodické vlastnosti je potiebna vlastnost (s¢itdni) nutnd jen u definicniho oboru.

\




Poznadmky 4 :

Pro definici sudych a lichych funkci je nutné mit operaci opacnych prvki v definicnim
oboru 1 oboru hodnot.

\

U periodické vlastnosti je potiebna vlastnost (s¢itdni) nutnd jen u definicniho oboru.

\

Je vhodné si uvédomit, Ze je-1i f periodicka funkce s periodou p, pakinp, kden € N,
je periodou f.

=P




Funkce nemusi mit nejmensi periodu (napr. Dirichletova funkce), ale nekonstantni
spojita periodicka funkce ma vzdy neymensi periodu.

Konec poznamek 4.




Poznamky 5 :

Pro definici monoténosti je tfeba mit usporadani jak na defini¢nim oboru, tak na oboru
hodnot.

\




Poznamky 5 :

Pro definici monotonosti je tfeba mit usporadani jak na defini¢nim oboru, tak na oboru

hodnot.

\

TakZze nelze vhodné defino-
vat monotonni funkce v ro-
vine, tj. u funkci dvou pro-
ménnych.

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
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Omezenost funkci pouziva jen usporadani na oboru hodnot a tedy tato vlastnost 1ze
definovat pro vSechna zobrazeni do R.

—p




Podobné jako se definuje, Ze funkce je konstantni na podintervalu svého defini¢niho
oboru, 1ik4 se, ze funkce je napr. rostouci na podintervalu svého definicniho oboru, kle-
sajici na jiném podintervalu.

\




Podobné jako se definuje, Ze funkce je konstantni na podintervalu svého defini¢niho
oboru, 1ik4 se, ze funkce je napr. rostouci na podintervalu svého definicniho oboru, kle-

sajici na jiném podintervalu.

4

Jak jinak. Nejdilezitéjsi je,
abychom zvladali nové situ-
ace. Kdykoliv miiZzeme néco
nové definovat.
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Prvni vlastnosti v Pozorovani se pouziva v diikazech: dokaze-li se néjaké tvrzeni pro
vSechny rostouci funkce a f je klesajici, plati tvrzeni pro — f (spliiuje-li ostatni pod-
minky).

\




Prvni vlastnosti v Pozorovéni se pouziva v diikazech: dokaze-li se néjaké tvrzeni pro
vSechny rostouci funkce a f je klesajici, plati tvrzeni pro —f (spliluje-li ostatni pod-

minky).
\

Casto z toho ihned plyne
tvrzeni pro f.
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Nékteré funkce sice nejsou monotdnni, ale daji se napsat jako souCet monotonnich
funkci — funkce s touto vlastnosti jsou dulezité a nazyvaji se funkce s konecnou variaci.

\




Nekteré funkce sice nejsou monotonni, ale daji se napsat jako souCet monotonnich
funkci — funkce s touto vlastnosti jsou duleZité a nazyvaji se funkce s konecnou variaci.

\

Existuje néjaka funkce,

k/teré/ neni sopétem mono-
tonnich funkci?
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Nekteré funkce sice nejsou monotonni, ale daji se napsat jako souCet monotonnich
funkci — funkce s touto vlastnosti jsou duleZité a nazyvaji se funkce s konecnou variaci.

\

Existuje néjaka funkce,

k/teré/ neni sopétem mono-
tonnich funkci?

Samoziejmé jsem ji nasSel.
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Nekteré funkce sice nejsou monotonni, ale daji se napsat jako souCet monotonnich
funkci — funkce s touto vlastnosti jsou duleZité a nazyvaji se funkce s konecnou variaci.
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Konec pozndmek 5.

Ja jsem tady!




Poznamky 6 :

Je-li f konvexni (nebo konkdvni), je mnoZina boda roviny lezici nad grafem (resp.
pod grafem) funkce f tzv. konvexni mnozinou (i obracen¢).

\




Poznamky 6 :

Je-li f konvexni (nebo konkdvni), je mnoZina boda roviny lezici nad grafem (resp.
pod grafem) funkce f tzv. konvexni mnozinou (i obracen¢).

\

Podmnozina roviny se nazyva konvexni, jestlize s kazdymi dvéma body v ni lezi i cela
usecCka, kterd je spojuje.

—p




V definici konvexni mnoziny bylo potfeba, aby kazdé dva body urCovaly tuseCku.
Takze stejna definice l1ze pouzit pro definici konvexity v Euklidovskych prostorech li-
bovolné dimenze, ale 1 v obecnéjSich prostorech (tzv. linedrnich).

\




V definici konvexni mnoziny bylo potfeba, aby kazdé dva body urCovaly tuseCku.
Takze stejna definice l1ze pouzit pro definici konvexity v Euklidovskych prostorech li-
bovolné dimenze, ale 1 v obecnéjSich prostorech (tzv. linedrnich).

\

Na redlné pfimce je mnoZina A konvexni pravé kdyz A je interval, coZ je pravé kdyz
A je tzv. souvisla.

=




Pozorovani 4 vlastné fikd, Ze pro konvexni funkci je smérnice seCny z u do v mensi
nebo rovna smérnici secny z v do w. Z toho vyplyva, Ze funkce, kterd prirazuje bodu
v € (u, w) smérnici secny z u do v, je neklesajici (rostouct, je-li f ryze konvexni).

Konec pozndmek 6.




Poznamky 7 :

Hodnoty souctii, soucinti a podili funkci jsou definovany bodové, tj. hodnota napr.
souctu funkci je soucet hodnot funkci.

\




Poznamky 7 :

Hodnoty soucti, soucinii a podilii funkci jsou definovany bodové, tj. hodnota napf.
souctu funkci je soucet hodnot funkci.

\

Proto maji tyto operace s funkcemi, napf. zsinz + (1/7)°, ofekdvany pfirozeny vy-
znam.

\




Poznamky 7 :

Hodnoty souctii, soucint a podilii funkci jsou definovany bodové, tj. hodnota napf.
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Podobné pro maxima a

minima kone¢né mnoha
funkci.
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U defini¢nich obor( je nutna opatrnost. Napt. podil f/g ma za defini¢ni obor D(f) N
D(g) \ {z; g(x) = 0}. Takze podil dvou identickych funkci x/x ma za defini¢ni obor
vSechna reélna Cisla kromé 0. Podil se vSak rovna 1 a tato funkce je definovéana pro
vSechna redlnd ¢isla. Takze podil z /= se nerovnd konstantni funkci 1 na R, ale konstantn{
funkci I naR \ {0}.

Defini¢ni obor vyslednych funkci se tedy zjiSt'uje normalnim zpusobem, tj. hledaji
se vSechny body, ve kterych vSe v predpisu funkce ma smysl, ale nesmi se pred timto
zjiSt ovanim vyraz pro funkci upravovat.
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se vSechny body, ve kterych vSe v predpisu funkce ma smysl, ale nesmi se pred timto
zjiSt ovanim vyraz pro funkci upravovat.
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Polynom je funkce vznikla
z identické funkce pouZzi-
tim konecné mnoha ope-
raci nasobeni a sCitani. Ra-
ciondlni funkce vzniknou z
identické funkce pouzitim
konecné mnoha operaci sci-
tani, nasobeni a déleni.
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Tento termin 1 postup nabizi

srpvpéniv S konstrukci racio-
nalnich cCisel.

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Tento termin 1 postup nabizi

srpvgéniv S konstrukci racio-
nalnich cCisel.

\

V algebie by se tento postup popsal jako sestrojeni (v daném okruhu) nejmensiho
podokruhu obsahujiciho dané prvky — v naSem pripadé€ je dany okruh mnozinou vSech
funkci a danymi prvky identicka funkce a vSechny konstantni funkce.

=)
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Je mozné definovat relaci usporadani pro mnozinu funkci majici stejny definicni obor

M:

f < gjestlize f(x) < g(x) pro kazdé v € M .

Toto usporadani neni obecné linearni (kdy je linearni?); nékdy se nazyva CasteCné, pro-
toze ne kazdé dvé funkce jsou srovnatelné (uved’te priklad).

Konec poznamek 7.

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Poznamky 8 :

Pro zacatek byva vhodné si proménné funkci, které se skladaji, vhodné oznacit, napft.
z = f(y),y = g(x). Potom vznikne sloZend funkce z = (f o g)(z) dosazenim vyrazu

g(x)zaydo f.
\ /




Poznamky 8 :

Pro zacatek byva vhodné si proménné funkci, které se skladaji, vhodn€ oznacit, napr.
z = f(y),y = g(x). Potom vznikne sloZend funkce z = (f o g)(z) dosazenim vyrazu

g(x) zaydo f.
\

Napf. funkce Vz2+1 je
sloZeni funkce z = /y s

funkei y = 2 + 1.
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Skladani funkci neni komutativni, tj. nemusi platit f o g = g o f.

\




Skladani funkci neni komutativni, tj. nemusi platit f o g = g o f.

\/

Napiiklad  pro

funkce

f(@) = 2%, g(z) = @ +2je
(f 0 g)(x) = (x +2)? oproti

(go f)(z) =2*+2.
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Specidlnim jednoduchym pfipadem séitani a skladani funkci je posunuti. Jestlize g(z) =
a + f(b+ x), vznikne graf funkce g posunutim grafu funkce f o a nahoru a o b doleva.

\




Specialnim jednoduchym piipadem scitani a skladani funkci je posunuti. Jestlize g(z) =
a+ f(b+ z), vznikne graf funkce g posunutim grafu funkce f o a nahoru a o b doleva.

\

f(3+x)/fCHx)/f(1+x)/ f(x)

Couvas
jako

né¢jakej
Sasek
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Jestlize f ma defini¢ni obor napf. interval (s, ¢), ma funkce g defini¢ni obor (s — b, t —
b).

\




Jestlize f ma definicni obor napf. interval (s, ¢), ma funkce g defini¢ni obor (s — b, ¢ —

\/

S téma
funkcema
to jde
lip

o 27/ ()
o 1H/(¥)
ACY

Konec poznamek 8.
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Pozndmky 9 :

Oznadeni f~! je nutné odliSovat od pievridcené hodnoty % funkce, tj. od inverzniho
prvku k f pfi operaci ndsobeni funkeci.

\




Poznamky 9 :

Oznaeni f~! je nutné odliSovat od pievracené hodnoty % funkce, tj. od inverzniho

prvku k f pfi operaci ndsobeni funkci.

\

Inverzni funkce je inverznim prvkem k f vzhledem k operaci skldadani.

\

POZOR !!! To neni samo se-
bou.
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Poznamky 9 :

Oznaceni f~! je nutné odliSovat od pievrdcené hodnoty % funkce, tj. od inverzniho

prvku k f pfi operaci ndsobeni funkci.

\

\

POZOR !!! To neni samo se-
bou.

To je samo sebou.
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Zjist ovat inverzni funkci k f vlastné znamena feSit rovnici y = f(z) pro nezndmou
x. Toto feSeni musi byt pro kazdé y z dané podmnoZiny oboru hodnot f (kde chceme
inverzni funkci sestrojit) pravé jedno.

\




Zjist ovat inverzni funkci k f vlastné znamena feSit rovnici y = f(z) pro nezndmou
x. Toto feSeni musi byt pro kazdé y z dané podmnoZiny oboru hodnot f (kde chceme

inverzni funkci sestrojit) pravé jedno.

\

To je velmi chytré.
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I kdyz pro danou funkci neexistuje inverzni funkce, Casto staci vhodné zmenSit defi-
ni¢ni obor dané funkce, aby potom inverzni funkce jiz existovala.

\




I kdyZ pro danou funkci neexistuje inverzni funkce, Casto sta¢i vhodné zmenSit defi-
nicni obor dané funkce, aby potom inverzni funkce jiz existovala.

\

S inverznimi funkcemi je
prosté potiz.
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Konstrukce grafu inverzni funkce: zelené je graf ptivodni funkce y = f(x), modre je
diagonala, Cervené je graf inverzni funkce y = f~(z).

Konstrukce inverzni funkce na Ctyti doby

o
]

Konec poznamek 9.
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PRIKLADY




Priklady 1 :

Identick4 funkce y = x se nékdy zna&i symbolem Id nebo I (pak funkce y = 2?2 se

miZe znadit symbolem Id?).

\




Priklady 1 :

Identicka funkce y = x se nékdy znaci symbolem Id nebo I (pak funkce y = x

miZe znadit symbolem Id?).

N

Jednou jsem mél dZob, nic jsem ned¢lal.
Rikali o mné, Ze jsem prosté Id...
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Funkce sgn (Cte se signum) znaci znaménko Cisla a je definovana hodnotami +1 pro
kladna Cisla, —1 pro zaporna Cisla a O v bod¢ 0.

\




Funkce sgn (Cte se signum) znaci znaménko Cisla a je definovana hodnotami +1 pro
kladna Cisla, —1 pro zaporna Cisla a O v bod¢ 0.

\

Funkce sgn je konstantni na intervalu (—oo, 0) i na intervalu (0, co) ale nikoli na jejich
sjednocent.

\




Funkce sgn (Cte se signum) znaci znaménko Cisla a je definovana hodnotami +1 pro
kladna Cisla, —1 pro zaporna Cisla a 0 v bodé 0.

\

Funkce sgn je konstantni na intervalu (—oo, 0) i na intervalu (0, co) ale nikoli na jejich

sjednoceni.

\

O signum jsem jednou zakop ...
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Funkce y = |z| pfifazuje Cislu x jeho absolutni hodnotu, tedy vzdalenost od bodu 0.

\




Funkce y = |z| pfifazuje Cislu x jeho absolutni hodnotu, tedy vzdalenost od bodu 0.

\

Tuto funkci 1ze definovat 1 po Castech jako

[ —z, prox <0
f(x>_{x, pro z > 0.




Funkce y = |z| pfifazuje Cislu x jeho absolutni hodnotu, tedy vzdalenost od bodu 0.

\

Tuto funkci 1ze definovat 1 po Castech jako

[ —x, prox < 0;
f(x)_{x, pro z > 0.
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Funkce y = |z| pfifazuje Cislu x jeho absolutni hodnotu, tedy vzdalenost od bodu 0.

\

Tuto funkci 1ze definovat 1 po Castech jako

[ —x, prox < 0;
f(x)_{x, pro z > 0.

Absolutni vitézstvi
Jje absolutni hodnota ...

\

Uvedené intervaly (—oo, 0], [0, 00) nejsou disjunktni a je nutné védét, Ze v jejich pri-
niku (tj v bod¢ 0) jsou obé hodnoty stejné (tj x = —x pro x = 0).

=)
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Funkce y = +/x pfifazuje nezdpornému Cislu = jeho druhou odmocninu. Podobné
funkce y = /x (pro n € N) pfifazuje nezapornému Cislu x jeho n-tou odmocninu.

\




Funkce y = +/x pfifazuje nezdpornému Cislu = jeho druhou odmocninu. Podobné
funkce y = /= (pro n € N) pfifazuje nezapornému &islu x jeho n-tou odmocninu.

\/

X Odmocnina pro
populacni explozi staci ...
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Je-li r € R, pfifazuje funkce y = z" Cislu x jeho r-tou mocninu.
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Je-li r € R, pfifazuje funkce y = z" Cislu x jeho r-tou mocninu.
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Je-li a > 0, funkce y = a” Cislu x pfifazuje z-tou mocninu s pevnym zakladem a. Tato
funkce se nazyva obecna exponencialni funkce (nebo obecnd mocnina) — viz definice
mocniny.
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Je-li a > 0, funkce y = a” Cislu x pfifazuje z-tou mocninu s pevnym zakladem a. Tato
funkce se nazyva obecna exponencialni funkce (nebo obecnd mocnina) — viz definice
mocniny.
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(1/2)




Je-li a > 0,a # 1, pritazuje funkce y = log, x kladnému Cislu x jeho logaritmus pri
zdkladu a — viz definici logaritmu.
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Je-lia > 0,a # 1, pfifazuje funkce y = log, x kladnému ¢islu x jeho logaritmus pfi
zdkladu a — viz definici logaritmu.

\

log2 X

log x
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Goniometrické (trigonometrické) funkce sin, cos, tg a cotg se budou zatim chapat tak,
jak byly zavedeny na stiedni Skole.
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Goniometrické (trigonometrické) funkce sin, cos, tg a cotg se budou zatim chéapat tak,

jak byly zavedeny na stiedni Skole.

\

Uz mam dobrej sinus ?
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Funkci sinus a jeji priibéh zname dobre.
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Funkci sinus a jeji priibéh zname dobre.
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Funkce, ktera ma hodnotu 0 v iracionélnich ¢islech a hodnotu 1 v racionalnich Cislech,
se nazyva Dirichletova funkce.

\




Funkce, kterd ma hodnotu O v iracionalnich ¢islech a hodnotu 1 v racionalnich ¢islech,

se nazyva Dirichletova funkce.
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V iracionélnich
¢islech samé nuly ...
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Dirichletova funkce

¢islech samé jednicky ...
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Funkce, kterd ma hodnotu 0 v iraciondlnich ¢islech a v bodé 0, hodnotu 1/¢ v racio-
nélnich Cislech p/q (p, g jsou nesoudélna a ¢ > 0), se nazyvd Riemannova funkce.
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Funkce, kterd ma hodnotu 0 v iraciondlnich ¢islech a v bodé 0, hodnotu 1/¢ v racio-
nélnich Cislech p/q (p, g jsou nesoudélna a ¢ > 0), se nazyvd Riemannova funkce.

\

Riemannova funkce
1 ° °
1/2 ® P LEKCE04-FUN
1/3 o o o o Fun}(ce
1 / 4 pOplS . )
e o e o ° e vlastnosti funkci
e o © ® o o o © © sudé,licha funkce
periodicka funkce
1 2 monotonni funkce

To je
teda
divoéina

omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
raciondlni funkce
usporadani funkci
kladna c¢ast funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Riemannova funkce, hmmm ...
Je v celych ¢islech jednicka,

v polovinach polovina,

ve tietinach tretina a tak dal,

v iraciondlnich je to m
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Tabulka zachycujici teploty vzduchu po urCitych Casovych intervalech udava funkeci,
jejiz definini obor jsou Casové udaje (je to tedy koneCnd mnozina) a hodnoty jsou pri-
slusné namérené teploty.
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Tabulka zachycujici teploty vzduchu po urcitych casovych intervalech udava funkei,
jejiz definini obor jsou Casové udaje (je to tedy koneCnd mnozina) a hodnoty jsou pri-
slusné namérené teploty.

4

Narocnost jednotlivych semestri 1ze zaznamenat jeko funkci na konecné mnoZiné a
znazornit graficky ...
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Tabulka zachycujici teploty vzduchu po urcitych casovych intervalech udava funkei,
jejiz definini obor jsou Casové udaje (je to tedy koneCnd mnozina) a hodnoty jsou pri-

slusné namérené teploty.
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Narocnost jednotlivych semestri 1ze zaznamenat jeko funkci na konecné mnoZiné a

znazornit graficky ...
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Narocnost studia

Konec priklada 1.
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Priklady 2 :

Funkce identickd ma za defini¢ni obor vSechna redlna Cisla, protoze hodnota x ma
smysl pro kazdy bod x.

\




Priklady 2 :

Funkce identickd ma za defini¢ni obor vSechna redlna Cisla, protoze hodnota x ma

smysl pro kazdy bod =.
\
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Podobné funkce absolutni hodnota (pfi definici y = |z|).
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Podobné funkce absolutni hodnota (pfi definici y = |z|).
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Funkce odmocnina ma za defini¢ni obor v§echna nezaporna ¢isla (tedy interval [0, 00)).
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Funkce odmocnina ma za defini¢ni obor v§echna nezdporna ¢isla (tedy interval [0, 00)).
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X Odmocnina pro
populacni explozi staci ...
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Obecna exponencidlni funkce y = a” je definovana na celém R, kdeZto mocninna
funkce y = x” je obecné definovdna jen na (0, +00). Pro nékterd specidlni Cisla a je
definovana na vétSich mnoZinéach (rozvazte vSechny ptipady).
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Obecna exponencidlni funkce y = a” je definovana na celém R, kdeZto mocninna
funkce y = x” je obecné definovdna jen na (0, +00). Pro nékterd specidlni Cisla a je

definovana na vétSich mnozinach (rozvazte vSechny pripady).
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(1/2)
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Logaritmicka funkce log, je definovéana na (0, +00).
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Logaritmicka funkce log, je definovéana na (0, +00).
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log2 X

log x
1/2




Funkce sgn, Dirichletova 1 Riemannova maji za definiCni obor vSechna realna Cisla,
protoZe pro vSechna redlna Cisla byly definovany.
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Goniometrické funkce sinus a cosinus maji za definicni obor vSechna redlna Cisla.
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Goniometrické funkce sinus a cosinus maji za definicni obor vSechna redlna Cisla.

\

Nékdy se definuji nejprve jen pro Cisla z intervalu [0, 7/2] a vhodnym zpisobem (de-
finici po Castech) se rozsiti na dalsi intervaly.
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Goniometrické funkce sinus a cosinus maji za definiCni obor vSechna redlna Cisla.

\

Neékdy se definuji nejprve jen pro Cisla z intervalu [0, 7/2] a vhodnym zptsobem (de-
finici po Céastech) se rozsiti na dalsi intervaly.
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Napf. sin z
koneCné sin &

sin(m — x) pro x € [1/2, 7|, sinx = —sin(zx — 7) pro x € [7,27] a
sin(z — 2k7) pro x € [2km, 2(k + 1)x], kde k je celé ¢islo. Funkce cos

se pak mutize definovat predpisem cos x = sin(7w/2 — x) pro vSechna reédlna Cisla.

\/
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Goniometrické funkce sinus a cosinus maji za definicni obor vSechna realna Cisla.

\

Neékdy se definuji nejprve jen pro Cisla z intervalu [0, 7/2] a vhodnym zptsobem (de-

finici po Céastech) se rozsiti na dalsi intervaly.

\

Napf. sin z
konecné sin

\

sin(m — x) pro x € [1/2, 7|, sinx = —sin(zx — 7) pro x € [7,27] a
sin(z — 2k7) pro x € [2km, 2(k + 1)x], kde k je celé ¢islo. Funkce cos
se pak mutize definovat predpisem cos x = sin(7w/2 — x) pro vSechna reédlna Cisla.

S nékterymi vzoreCky bu-
deme obcas pracovat. Dopo-
rucuji si nékteré napsat na
papirek a nosit ho s sebou.
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Goniometrickd funkce tangens je definovana predpisem tgx = sin x/ cos x a ma tedy
za defini¢ni obor ta redlna Cisla, kde je jmenovatel cos rizny od nuly, tj. vS§echna redlna
¢isla riznd od lichych nasobki 7 /2.
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Goniometricka funkce tangens je definovana predpisem tgz = sinx/ cos x a ma tedy
za defini¢ni obor ta redlna Cisla, kde je jmenovatel cos rizny od nuly, tj. vS§echna redlna
¢isla rizna od lichych ndsobkd 7 /2.
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—7t/2

tangens

/2
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Goniometrickd funkce cotangens je definovana predpisem cotg z = cosz/sinx a ma
tedy za defini¢ni obor ta redlnd Cisla, kde je jmenovatel sin rizny od nuly, tj. vSechna
realna Cisla rizna od (celoc¢iselnych) nasobkt 7.
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Goniometricka funkce cotangens je definovana predpisem cotg x = cosx/sin x a ma

tedy za defini¢ni obor ta redlnd Cisla, kde je jmenovatel sin rizny od nuly, tj. vSechna
realna Cisla rizna od (celoc¢iselnych) nasobkt 7.
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Konec priklada 2.
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Priklady 3 :

Grafem konstantni funkce je pfimka rovnobé€zna s osou x nebo jeji Cast, podle toho,
jaky je definicni obor funkce.
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Priklady 3 :

Grafem konstantni funkce je pfimka rovnobézna s osou x nebo jeji Cast, podle toho,
jaky je defini¢ni obor funkce.
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Nésledujici obrdazek ukazuje grafy funkci y = 2%,y = sgnz, y = sin

1
x

/
—

Kdo by
to tekl ...
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Graf Dirichletovy funkce je podmnozinou dvou pfimek v roviné.
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Graf Dirichletovy funkce je podmnoZinou dvou primek v roviné.
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V racionalnich
¢islech samé jednicky ...
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V iracionélnich
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Neni snadné nakreslit graf Riemannovy funkce.
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Neni snadné nakreslit graf Riemannovy funkce.
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Ja dovedu fSecko ...

Riemannova funkce
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Grat posloupnosti nebo funkce vzniklée z tabulky méfeni je tvofen ,,izolovanymi" body
v roving.
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Grat posloupnosti nebo funkce vznikl€ z tabulky méfeni je tvofen ,izolovanymi" body

V rovine.
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Konec priklada 3.

Ro¢ni spotfeba papiru 0
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Priklady 4 :

Sudé jsou napf. funkce 2, 2*, 1 /2% (obecné&ji, kazd4 funkce tvaru 22*, k € Z, je suda).
Dals$imi sudymi funkcemi jsou napf. |z|, cos.

=)




Liché jsou napf. funkce z, 23, 1/x (obecnejl kazd4 funkce tvaru 22" k € Z, je
lichd). DalSimi lichymi funkcemi j jsou napf. sgn, sin, tg, cotg.

=)




Goniometrické funkce jsou periodické: sin a cos maji periodu 27, tg a cotg nemaji
periodu 7, protoZe podle nasi definice pozadujeme defini¢ni obor celou realnou osu.

\




Goniometrické funkce jsou periodické: sin a cos maji periodu 27, tg a cotg nemaji
periodu 7, protoze podle nasi definice pozadujeme definicni obor celou redlnou osu.

\

LEKCE04-FUN
v Funkce
Dokazte to. popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
* omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Z nasledujicich tf1 grafii jsou prvni dva grafy lichych funkci, tfeti nikoli, i kdyz se také
jednd o funkci 2%, ale definovanou na mnoZiné nesymetrické kolem O:

Ukrojil jsem si
jen kousek ...

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Obecna exponencialni funkce a” je suda prave pro a = 1, lich4 neni nikdy.

\




Obecna exponencialni funkce a” je suda prave pro a = 1, lich4 neni nikdy.

\

Logaritmickd funkce neni ani lich4, ani sudd, ani periodicka.

Konec piikladi 4.




Priklady 5 :

Funkce sinus je rostouci na intervalu (—m /2, 7/2), ale neni monoténni na intervalu
(0, 27).

=




Funkce tangens je rostouci na intervalech (—7 /2, 7/2) a (7/2, 7), ale neni monoténni
na intervalu (0, 7v) (proc?).

=)




Kazd4 funkce tvaru 22*~! k € N, je rostouct, funkce 2%, k € N klesajici na (—oo, (]
a rostouci na |0, +oc00.

\




Kazd4 funkce tvaru 22*~! k € N, je rostouct, funkce 2%, k € N klesajici na (—oo, (]
a rostouci na |0, +oc00.

\

Obecnéji, funkce x“ je rostouci pro a > 0, konstantni pro a = 0, klesajici pro a < 0
na (0, +00). Pro a # 0 neni omezen4.

=




Obecna exponencialni funkce a” je rostouci pro a > 1, konstantni pro a = 1, klesajici
pro 0 < a < 1. Pro a # 1 neni omezena.

=)




Funkce log, x je rostouci pro a > 1 a klesajici pro 0 < a < 1. Neni omezena.




Funkce sin a cos jsou omezené funkce, tg ani cotg nejsou omezené funkce (ani shora
ani zdola).

=)




Funkce 1/x je omezena zdola na (0, +00) a neni tam omezena shora.




V nasledujicim obrazku ndlezi prvni graf funkci rostouci, druhy graf funkci neklesa-
jici, treti graf neni grafem monotonni funkce.

LEKCE04-FUN

Funkce

popis

vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce

oo 3 konkavni funkce

konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce

jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida

* lemniskata

Pozna

123456789

Ptiklady

123456789

Otéazky

123456789

Cviceni

123456789

Uceni

123456789

Jen jsem to
trochu zmacknul ....




Dirichletova a Riemannova funkce nejsou monotonni na Zzadném intervalu.

Konec piikladt 5.




Priklady 6 :

Kazd4 funkce tvaru 2%, k € N, je ryze konvexni.




Konstantni funkce je konvexni i konkdvni.




Funkce 1/x° je ryze konvexni na (—oo,0) i na (0,+o00) a neni konvexni na svém
defini¢nim oboru (proc¢?).

—p




Ze stredoskolskych znalosti o goniometrickych funkcich se jejich konvexita nebo kon-
kavita dokazuji velmi sloZzit€.

\




Ze stiedoskolskych znalosti o goniometrickych funkcich se jejich konvexita nebo kon-
kavita dokazuji velmi slozité.

\

V kapitole o aplikacich derivaci budou nalezeny metody, jak snadnéji konvexitu zjis-
t'ovat. Nyni lze usoudit ze zkusmo nakreslenych grafii, ze funkce sin je ryze konkavni

na [0, 7] a ryze konvexni na |7, 27| (u funkce cos jsou tyto vlastnosti posunuty o 7 /2
vlevo).

\/
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popis
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suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
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123456789
Uceni
123456789



Ze stiedoskolskych znalosti o goniometrickych funkcich se jejich konvexita nebo kon-
kavita dokazuji velmi slozité.

\

V kapitole o aplikacich derivaci budou nalezeny metody, jak snadnéji konvexitu zjis-
t'ovat. Nyni lze usoudit ze zkusmo nakreslenych grafii, ze funkce sin je ryze konkavni

na [0, 7] a ryze konvexni na |7, 27| (u funkce cos jsou tyto vlastnosti posunuty o 7 /2
vlevo).

\/

Funkce tg je konkavni na (—7/2,0) a konvexni na (0, 7/2) (jak je to u funkce cotg?).

=

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Neni snadné z definice ukazat, Ze obecna exponencidlni funkce a* je ryze konvexni
pro a # 1. Velmi snadné je to z charakteristiky konvexity uvedené na konci nasledujicich
Otdzek. Ukazte to.

\




Neni snadné z definice ukazat, Ze obecna exponencidlni funkce a* je ryze konvexni
pro a # 1. Velmi snadné je to z charakteristiky konvexity uvedené na konci nasledujicich

Otdzek. Ukazte to.

\

Ukazte, Ze tutéZ charakteristiku lze pouzit ke snadnému diikkazu konvexity log, pro
0 < a < 1 a konkavity log, pro a > 1.

Konec ptikladu 6.

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce
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polarni zadani
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Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklady 7 :

Funkce \/x - v/ ma za defini¢ni obor interval (0, 00), i kdyz se v téchto bodech rovna
funkci V2?2 = ||, kterd je definovand vsude.

\




Priklady 7 :

Funkce /7 - v/x m4 za defini¢ni obor interval (0, 00), i kdyZ se v t€chto bodech rovna

funkci v 22 = |z|, kterd je definovand vsude.

\

Podobné plati rovnost
z? —1
r—1
v definicnim oboru funkce na levé strané, tj pro x # 1, ale defini¢ni obor funkce na pravé
strané je celé R.

=z+1

Konec priklada 7.

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklady 8 :

Funkce v/sin v/z2 + 1 je sloZenf &tyf funkef: 2 = /u,u = sinv, v = VU, y =12 +1.

=)




Funkce /1 — 22 + 1/ ma za defini¢ni obor intervaly [—1,0) U (0, 1], tj. spolecné
body defini¢niho oboru [—1, 1] prvni funkce a defini¢niho oboru (—00,0) U (0,400)
druhé funkce.

=




Slozeni Dirichletovy funkce se sebou je konstantni funkce.




SloZeni Riemannovy funkce se sebou je opét Riemannova funkce, tj., plati f o f = f
(takovou vlastnost mé 1 identickd funkce a funkce signum).

\




Slozeni Riemannovy funkce se sebou je opét Riemannova funkce, tj., plati f o f = f

(takovou vlastnost ma4 i identickd funkce a funkce signum).

\

Konec prikladu 8.

Funkce s touto vlastnosti
se nazyvaji idempotentni
(vzhledem ke skladani).

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklady 9 :

Identicka funkce y = x ma za inverzni funkci sebe samu, tedy opét identickou funkci.

=




Funkce y = 1/x ma za inverzni funkci také sebe samu.




Funkce y = 22 nemd na R inverzni funkci (pro&?), ale md inverzni funkci na (—o0, 0]

nebo na [0, 00), a to sign(z)+/|x| (tedy v/x pro x > 0).
\




Funkce iy = 2> nemd na R inverzni funkci (pro¢?), ale ma inverzni funkci na (—oo, (]

nebo na [0, 00), a to sign(x)+/|z| (tedy v/x pro z > 0).
\

Obecnéji lze fici, Ze funkce y = x** (k € N) ma inverzni funkci na [0, 00) (je tam

rostouci) a funkce y = 2%~ (k € N) m4 inverzni funkci na (—oo, 00) (je tam rostouci),
a to pfislusnou odmocninu 3/z, resp. *H/z.

—

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Logaritmicka funkce log, z a obecné exponencidlni funkce a” jsou navzdjem inverzni
(proa > 0,a # 1).

=)




Cyklometrické funkce arcsin, arccos, arctg, arccotg

\




Cyklometrické funkce arcsin, arccos, arctg, arccotg

\

Goniometrické funkce nejsou prosté na svém definicnim oboru, ale jen na jeho Cés-
tech.

\




Cyklometrické funkce arcsin, arccos, arctg, arccotg

\

Goniometrické funkce nejsou prosté na svém definicnim oboru, ale jen na jeho Cas-
tech.

\

Jsou to vSak periodické funkce a jsou prosté na intervalech, z kterych lze funkce
snadno dodefinovat na ostatnich intervalech.

4
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Cyklometrické funkce arcsin, arccos, arctg, arccotg

\

Goniometrické funkce nejsou prosté na svém definicnim oboru, ale jen na jeho Cas-
tech.

\

Jsou to vSak periodické funkce a jsou prosté na intervalech, z kterych lze funkce
snadno dodefinovat na ostatnich intervalech.

4

Ovéreni toho, Ze prislusné funkce jsou prosté na uvedenych intervalech je 1épe odsu-
nout do dalsi kapitoly, kde jiz budou k dispozici vhodnéjsi ndstroje.

-
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popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce
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123456789
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123456789
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123456789



Funkce sin je rostouci na [—m/2, /2|, tento interval zobrazuje na [—1, 1]. Na [—1, 1]
tedy existuje inverzni funkce (znaci se arcsin), kterd je rostouci a zobrazuje [—1, 1] na
|—m /2, 7/2]. Funkce arcsin « je konkavni na (—1,0) a konvexni na (0, 1).

/2

L

—1t/2

arkus sinus

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce
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inverzni funkce
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implicitni zadani
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polarni zadani
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123456789
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123456789
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123456789
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123456789



Funkce cos je klesajici na [0, 7], tento interval zobrazuje na [—1,1]. Na [—1, 1] tedy
existuje inverzni funkce (znacf se arccos), kterd je klesajici a zobrazuje [—1, 1] na [0, 7.
Funkce arccos je konvexni na (—1,0) a konkavni na (0, 1).

LEKCE04-FUN
Funkce

popis

vlastnosti funkci

i
/2

it

-1 0 1

arkus cosinus

suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce

konstrukce funkci

aritm.operace
raciondlni funkce
usporadani funkci
kladna cast funkce

sloZeni

inverzni funkce
jind zadani

implicitni zadani

parametrické zadani

polarni zadani

kruh

kardioida

lemniskata
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Funkce tg je rostouci na (—x/2,7/2), tento interval zobrazuje na (—oo,+00). Na
(—o0,+00) tedy existuje inverzni funkce (znadi se arctg), kterd je rostouci a zobra-
zuje (—oo, +00) na (—m /2, w/2). Funkce arctg x je konvexni na (—oo, 0) a konkdvni na
(0, +00).

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, racionalni funkce
usporadani funkci
—7t/2 kladn st funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
arkus tangens parametrické zad4n{
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Priklady
map 1234567809
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Funkce cotg je klesajici na (0, 7), tento interval zobrazuje na (—oo, +00). Na (—o00, +00)
tedy existuje inverzni funkce (znac{ se arccotg), ktera je klesajici a zobrazuje (—oo, +00)
na (0, 7). Funkce arccotg je konkdvni na (—oo, 0) a konvexni na (0, +00).

Konec priklada 9.
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popis

vlastnosti funkci

arkus cotangens

suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce

konstrukce funkci

aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna Cést funkce

sloZeni

inverzni funkce
jind zadani

implicitni zadani

parametrické zadani

polarni zadani

kruh

kardioida

lemniskata
Pozna
123456789
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123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



OTAZKY




Otazky 1 :

Ktera prifazeni (napf. tabulka) jsou funkcemi?




Zvolte si néjakou redlnou situaci a urCete nekteré funkce, které jsou k této situaci
prirazeny.

=)




Kde se u vzoreCku pro plochu kruhu objevi funkce?




Zkoumejte funkci, kterd odpovida digitalnim hodinkdm.




Lze nékde v realném svéte najit Dirichletovu funkci?

Konec otazek 1.




Otazky 2 :

Jaky je def. obor tangens, cotangens, V22, (\/z)%, 1/x,1/2%,1//x?
\




Otazky 2 :

Jaky je def. obor tangens, cotangens, V22, (\/z)%, 1/x,1/2%,1//x?
\

Je funkce sgn (x) rovna funkci |x|/x?




ProC se nedefinuje cotangens jako prevracena hodnota tangens?




Ted’ si trochu pohrajeme :-)

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna c¢ast funkce
sloZeni
inverzni funkce
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implicitni zad4n{
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ted’ si trochu pohrajeme :-)

'

*Lze sestrojit funkci, kterd ma po zuzeni na jakykoliv interval za obor hodnot vSechna
pfirozend (racionalni, redlnd) Cisla?

\
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'

*Lze sestrojit funkci, kterd ma po zuzeni na jakykoliv interval za obor hodnot vSechna

Ted’ si trochu pohrajeme :-)

pfirozend (racionalni, redlnd) Cisla?

\
O

Konec otazek 2.

LEKCE04-FUN
Funkce

popis

vlastnosti funkci

suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce

konstrukce funkci

aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna cast funkce

Ted’ si trochu pospime :-)

sloZeni

inverzni funkce
jind zadani

implicitni zadani

parametrické zadani

polarni zadani

kruh

kardioida

lemniskata
Pozna
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123456789
Otéazky
123456789
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123456789
Uceni
123456789



Otazky 3 :

Zjistéte, zda mlize byt kruZnice nebo parabola grafem funkce.




Kdy je kuzeloseCka grafem funkce?




MiizZe byt graf funkce podmnozZinou tfi rovnobézek?




Jak se na podmnozin€ roviny pozna, zda se jedna o graf n€jaké funkce?

Konec otazek 3.




Otazky 4 :

Kdy je konstantni funkce suda?




Kdy je konstantni funkce lich4?




Musi defini¢ni obor sudé nebo liché funkce obsahovat ¢islo 0?




Nalezi-1i bod 0 do definicniho oboru liché funkce, musi mit tato funkce v 0 hodnotu
0. ProC? Plati to 1 pro sudé funkce?

=P




Ukazte, jak zavisi sudost nebo lichost souctu ¢i sou¢inu dvou funkci f, g na obdobnych
vlastnostech f, g.

—p




Zachovava se sudost a lichost funkci prevracenou hodnotou?




Je cotg licha nebo sudé funkce?




Kdy je posunuti sudé nebo liché funkce opét funkce sudd nebo lich4?




Posunuti periodické funkce je periodicka funkce.

Konec otazek 4.




Otazky 5 :

Miize byt néjaka funkce soucasné neklesajici i nerostouci na né¢jakém intervalu?

=)




MiiZe byt néjaka funkce soucasné rostouci i nerostouci na néjakém intervalu?




Co splnuje funkce, ktera neni rostouci? Musi byt nerostouci?




Je funkce y = 1/x klesajici na svém defini¢nim oboru? A na intervalu (—oo, 0)?

=)




Miize byt graf omezené funkce neomezenou mnoZinou v rovingé?




Je-1i graf funkce omezenou mnozinou v roving, vyplyva z toho, Ze funkce je omezena?

—p




MiizZe byt rostouci funkce na R omezena?




MiizZe byt suda nebo lichd funkce monoténni?




Je funkce /z (zdola, shora) omezend?




Je soucCet (soucin) dvou rostoucich funkci opé€t rostouci?




Je slozeni dvou klesajicich funkci monotonni?




Ma kazda monotonni funkce inverzni funkci?




Konec otazek 5.

Kdo na sobé€ pracuje a fesi
problémy, bude odménén.
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Otazky 6 :

MiiZe byt néjaka funkce soucasné ryze konvexni i konkavni na néjakém intervalu?

=)




MiizZe byt ryze konvexni funkce na R (nebo na (0, c0)) omezena?




Je rostouci funkce na R vzdy konvexni?




MiizZe byt suda nebo lichd funkce konvexni?




Ukazte, Ze funkce /x je konkavni.




V podstaté je vSechno jed-
noduché . ..
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'

*Lze dokézat nasledujici charakteristiku konvexnich (a podobné€ konkavnich, Ci ryzi
konvexitu a konkdvitu) funkci, ktera ukazuje, ze neni tfeba zkoumat vSechny body usecky

V podstaté je vSechno jed-
noduché ...

{Az+ (1 —Ny); XA € [0,1]}, ale jen jeji stied:

Funkce f je konvexni na intervalu J prdavé kdyZ pro kazdé x < y z J plati f((x +

y)/2) < 5(f(@) + f()).
\
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'

*Lze dokézat nasledujici charakteristiku konvexnich (a podobné€ konkavnich, Ci ryzi
konvexitu a konkdvitu) funkci, ktera ukazuje, ze neni tfeba zkoumat vSechny body usecky

V podstaté je vSechno jed-
noduché ...

{Az+ (1 —Ny); XA € [0,1]}, ale jen jeji stied:

Funkce f je konvexni na intervalu J prdavé kdyZ pro kazdé x < y z J plati f((x +

y)/2) < 5(f(@) + f()).
\

Konec otazek 6.

Ani nevim, jestli neni po-
tfteba omezenost funkce f.
Vy to vite?
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Otazky 7 :

Ukazte, Ze pro libovolnou funkei f plati |f| = f. + f_, kde f, = max(f,0), f- =
min( f,0) jsou po fadé kladnd a zaporna Cést funkce f.

\




Otazky 7 :

Ukazte, Ze pro libovolnou funkci f plati |f| = f+ + f-, kde f, = max(f,0), f- =
min( f,0) jsou po fadé kladnd a zaporna Cést funkce f.

\

Dokazte:

1 1

max{f,g} = ((f +9) +1f —gl), min{f,g} =-((f +9) 1/ —9l).




Jaky je defini¢ni obor polynomu? A jaky u racionalni funkce? Jsou to vzdy sjednoceni
otevienych intervall (kone¢né¢ mnoha)?

-




Jaky je defini¢ni obor funkci f., f_?




Co je grafem funkci f, f_ (napf. pro f = sin)?




Ukazte,ze f = f. — f_.




UkaZte, Ze f1 = (= f)-, /- = (=[)+




Jde napsat absolutni hodnota jako maximum dvou raciondlnich funkci?




Je soucCet (soucin) dvou rostoucich funkci opé€t rostouci?




Je soucCet (soucin) dvou konkdvnich funkci opét konkdvni?




Najdéte realnou situaci, kde se objevi kladna (zaporna) Cast funkce.




Existuje dvojice raciondlnich funkci, jejichz grafy se 1i$i ve dvou (nebo konecné, nebo
spocetn¢) bodech?

Konec otazek 7.




Otazky 8 :

Najdéte priklad dvou funkci definovanych na vSech kladnych realnych Cislech, jejichz
sloZeni ma prazdny definicni obor.

=)




MiizZe byt sloZeni nekonstantnich funkci konstantni?




Musi byt slozeni monotonnich funkci monotonni?




Se kterou funkci je mozné (nutné?) slozit zadanou funkci, aby se tim nezménila?

—p




Je |z| idempotentni funkc?




Lze absolutni hodnotu napsat jako slozeni odmocniny a druhé mocniny?




Ukazte, Ze je-li g suda funkce a f je definovdna na oboru hodnot funkce g, je f o g
suda. Plati obdobné tvrzeni pro liché funkce?

=)




Je slozeni dvou klesajicich funkci monotonni?




Je slozeni dvou konvexnich funkci konvexni?

Konec otazek 8.




Otazky 9 :

Které polynomy maji inverzni funkci na R?
Ma linearné lomena funkce y = (ax + b)/(cx + d) inverzni funkci? . ..




Které funkce jsou totozné se svou inverzni funkci?




Ukazte, Ze inverzni funkce f~! je lich4, pravé kdyz m4 stejnou vlastnost funkce f.
Pro¢ totéZ nemtizeme tvrdit o sudych funkcich?

—p




Ma kazda monotonni funkce inverzni funkci?




Promyslete si ndsledujici situaci. Jestlize definujete pro p € Z, ¢ € N funkei 27/? jako

VP, pak ¥z = z'/3 = £%/% = V/22 a tato rovnost neplati (napf. pro z = —1). Pro kterd
x tato rovnost plati? Jak je nutné rovnost upravit, aby platila pro kazdé redlné = (a pro
libovolny zlomek p/q misto 1/3)?

Konec otazek 9.




CVICENI




Cviceni 1 :




Konec cvicCeni 1.




Cviceni 2 :




Konec cviceni 2.




CviCeni 3 :




Konec cviceni 3.




Cviceni 4 :




Konec cviceni 4.




CviCeni 5 :




Konec cviceni 5.




CviCeni 6 :




Konec cviceni 6.




Cviceni 7 :




Konec cviceni 7.




CvicCeni 8 :




Konec cviceni §.




Cviceni 9 :




Funkce obecné

P1i fesSeni dloh z matematické analyzy se neobejdeme bez diikladné znalosti . ..

\




Funkce obecné

Pfi feSeni tloh z matematické analyzy se neobejdeme bez dukladné znalosti . . .

\

... matematické analyzy.
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Funkce obecné

Pfi feSeni tloh z matematické analyzy se neobejdeme bez dukladné znalosti . . .

\

... matematické analyzy.

\

Neobejdeme se bez zakladnich vlastnosti konstantnich (z — ¢), mocninnych (z") a
goniometrickych (sinz, cosz, tgx, cotgx) funkci a funkce exponencidlni (e*) a také
funkci k nim inverznich - odmocnin (:/x), cyklometrickych funkci (arcsin z, arccos z,
arctg x, arccotg x) a funkce logaritmické (In x).

=)

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna cast funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadan{
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Mezi tyto vlastnosti patii definini obor, obor hodnot, intervaly monotonie, intervaly
konvexnosti a konkdvnosti, nulové body, hodnoty funkce ve vyznamnych bodech a také
limity v krajnich bodech defini¢niho oboru.

\




Mezi tyto vlastnosti patii definic¢ni obor, obor hodnot, intervaly monotonie, intervaly
konvexnosti a konkdvnosti, nulové body, hodnoty funkce ve vyznamnych bodech a také

limity v krajnich bodech defini¢niho oboru.

4

Jsou to jenom pomocné po-
jmy. Klidek.
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Velmi efektivnim zpisobem, jak si vétSinu téchto informaci zapamatovat (Ci spise
kdykoli operativné zjistit), je zapamatovat si vzhled grafu prislusné funkce spolu s jeho
polohou viic¢i osam z, y.

\




Velmi efektivnim zpisobem, jak si vétSinu téchto informaci zapamatovat (Ci spise
kdykoli operativné zjistit), je zapamatovat si vzhled grafu prislusné funkce spolu s jeho
polohou viic¢i osam z, y.

\

V pripadé, ze nam graf nékteré funkce vypadne (stava se to zpoCatku zejména u cyk-
lometrickych funkci, se kterymi vetSina student neni obezndmena ze stfedni skoly), 1ze
Casto vyuzit vztahu mezi grafy navzijem inverznich funkci, totiZ jejich symetrie podle
osy prvniho a tretiho kvadrantu (neboli podle grafu identické funkce).

=)




Procvicte si znalosti zdkladnich funkci v nasledujicich testech.

\




Procvicte si znalosti zadkladnich funkci v nasledujicich testech.

\

Uvédomte si napriklad roz-
dil mezi tvrzenim, Ze f je
definovdna na mnoZiné M a
tvrzenim, ze M je definic-
nim oborem f.
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Procvicte si znalosti zadkladnich funkci v nasledujicich testech.

\

Uvédomte si napriklad roz-
dil mezi tvrzenim, Ze f je
definovdna na mnoZiné M a
tvrzenim, ze M je definic-
nim oborem f.

\

Jde samozrejmé o to, Ze v prvnim pripadé€ vSechny prvky mnoziny M nalezi do defi-
ni¢niho oboru, ale nemusi tomu byt obracené, neboli M C D(f); druhy piipad konsta-
tuje rovnost M = D(f)).

=
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Defini¢ni obory

Ulohou, kterd bude uvadét znacnou ¢ast prikladli z matematické analyzy, bude zjisténi
defini¢niho oboru funkce, ur¢ené zadanym vyrazem.

\




Defini¢ni obory

Ulohou, kterd bude uvadét znacnou ¢ast prikladli z matematické analyzy, bude zjisténi
defini¢niho oboru funkce, ur¢ené zadanym vyrazem.

\

Pod timto, diisledné vzato nesmyslnym nazvem (defini¢ni obor je soucasti definice
funkce, pokud ho tedy nezndme, neni funkce upln€ zadana a definiCni obor nelze nijak
zjistit) rozumime nalezeni mnozZiny vSech redlnych Cisel, pro kterd ma zadany vyraz
smysl.

\




Defini¢ni obory

Ulohou, kterd bude uvadét znacnou ¢ast prikladi z matematické analyzy, bude zjisténi
defini¢niho oboru funkce, ur¢ené zadanym vyrazem.

\

Pod timto, dasledné vzato nesmyslnym nidzvem (definicni obor je soucdsti definice
funkce, pokud ho tedy nezname, neni funkce uplné zadana a definicni obor nelze nijak
zjistit) rozumime nalezeni mnoziny vSech redlnych Cisel, pro ktera ma zadany vyraz
smysl.

\

V principu jde o stanoveni
podminek, za kterych vstu-
puji do kazdé funkce pouze
hodnoty z jejitho definicniho
oboru.
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Ze zakladnich funkci nejsou na celém R definovany funkce %, In x, arcsin x, arccos x
a {/x pro n sudé€ (funkci =" budeme chépat jako prevracenou hodnotu funkce x").

\




Ze zdkladnich funkci nejsou na celém R definovany funkce %, In z, arcsin z, arccos x
a «/x pro n sudé (funkci =" budeme chépat jako prevracenou hodnotu funkce z™).

\

To jsou funkce, na které si L8968 A
. opis
deJte baCha. glertnosti funkci
suda,licha funkce
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Pokud zadany vyraz sestaveny ze zdkladnich funkci Zadnou z predchoz1ch funkci ne-
obsahuje, ma smysl pro kazdé * € R. V opatném piipad€ zapiSeme podminky smys-
luplnosti vyrazu, tedy pozadavek, aby argumenty funkci nédlezely do jejich definiCnich
obort.

\




Pokud zadany vyraz sestaveny ze zdkladnich funkci Zadnou z pfedchozich funkci ne-
obsahuje, ma smysl pro kazdé x € R. V opaCném pripadé zapiSeme podminky smys-
luplnosti vyrazu, tedy pozadavek, aby argumenty funkci nalezely do jejich defini¢nich
obord.

\

V praxi tak vznikne sou- LEKCE04-FUN
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,definicni obor".




Uved'me jeden priklad:

v v, in(2z—
Urcete defini¢ni obor funkce f(x) = \I{f(”;;;ﬁjn;)

\




Uved'me jeden priklad:

Urcete defini¢ni obor funkce f(x) =

\

- \/r arcsin(2x—1)
In(222+1)—In2 °

Funkce s nedplnym definic-
nim oborem se v zadaném
vyrazu objevuji celkem Cty-
fikrat.
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Uved'me jeden priklad:

Ny v . x arcsin(2z—1
Urcete defini¢ni obor funkce f(z) = \1{1(2%2 +1)(—1r12)'

\

Funkce s nedplnym definic-
nim oborem se v zadaném
vyrazu objevuji celkem Cty-
fikrat.

\

Zacnéme napiiklad od funkce arcsin. Jejim definicnim oborem je (—1, 1), aby tedy
mél vyraz arcsin(2z — 1) smysl, musi platit —1 < 2z — 1 < 1. Jednoduchou dpravou
dospéjeme k tomu, Ze tato podminka bude splnéna pravé kdyz x € (0, 1).

—

LEKCE04-FUN
Funkce
popis
vlastnosti funkci
suda,licha funkce
periodicka funkce
monotonni funkce
omezena funkce
konvexni funkce
konkavni funkce
konstrukce funkci
aritm.operace
racionalni funkce
usporadani funkci
kladna cast funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadan{
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Analogicky sestavime dalSi nerovnosti, které si vyraz

_ y/waresin(2z — 1)
- In(222+1) —In2

f(z)

vynuti.




Analogicky sestavime dalSi nerovnosti, které si vyraz

_ y/waresin(2z — 1)
~ In(222+1) —In?2

f(z)

vynuti.

\

Odmocnina ndm da podminku z arcsin(2z — 1) > 0. Soudin je nezdporny praveé
tehdy, jsou-li oba soucinitele nezaporné nebo nekladné. Uvazujeme tedy dvé dvojice
nerovnosti: x > 0 A arcsin(2x — 1) > 0 a druhou s opacnymi nerovnostmi. ProtoZe
arcsiny > 0 < y € (0,1) a nerovnost 2z — 1 < 1 jiZ nemusime uvazovat (byla zkou-
mana pri reSeni podminky smysluplnosti arcsin), dospéjeme pres nerovnost 2z — 1 > 0
k zavéru, Ze prvni dvojice nerovnosti je splnéna pravé kdyz x € (%, 1). Druha dvojice
nerovnosti ndm po stejné upravé da jediny bod, z = 0. Celkové je tedy podminka smys-
luplnosti odmocniny splnéna pro = € {0} U (3, 1).

=)




Pfi feSeni nerovnosti 22> > —1, vzniklé jako podminka smysluplnosti logaritmu ve
vyrazu

xarcsin(2x — 1)
flz) = v 2
In(222+1) —In2
zjistime, Ze je splnéna pro kazdé x € R.

\




Pfi feSeni nerovnosti 222 > —1, vzniklé jako podminka smysluplnosti logaritmu ve

vyrazu

/@ arcsin(2z — 1)
flz) = 3
In(222 +1) —In2
zjistime, Ze je splnéna pro kazdé x € R.

\

To docela slo. Jesteé kousek
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Posledni podminka, In(22? + 1) — In2 # 0, zajisti, Ze v hledaném defini¢nim oboru
vyrazu

_ y/waresin(2z — 1)

f®) = heer+ 1) —Ino

nenastane déleni nulou.

\




Posledni podminka, In(22? + 1) — In2 # 0, zajisti, Ze v hledaném defini¢nim oboru
vyrazu

_ y/waresin(2z — 1)
- In(222+41) —In?2

f(z)
nenastane déleni nulou.

\

Nerovnost ekvivalentné prevedeme az na vyjadieni x # i%, coZ predstavuje mno-
Zo 1 1 1 1 3 N 7 v/ v .
zinu (—o0, —%) VU (_W’ ﬁ) U <ﬁ’ o0), v praxi vSak v takovémto piipadé zpravidla
ponechame vyjadieni nerovnosti.

=




V  hledaném definicnim
oboru musi mit smysl

vSechny podvyrazy, zis-
kdme ho tedy jako prinik
vSech zjisténych mnozin.
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V  hledaném definicnim
oboru musi mit smysl

vSechny podvyrazy, zis-
kdme ho tedy jako prinik
vSech zjisténych mnozin.

\

Tim je v tomto piipadé mnoZina D(f) = {0} U (3, 75) U (

S
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Protoze se hledani definicniho oboru realizuje jako feSeni soustavy nerovnic, je moz-
nostmi jejich feSeni omezena téZ moznost nalezeni definicniho oboru.

\




Protoze se hledani definicniho oboru realizuje jako feSeni soustavy nerovnic, je moz-
nostmi jejich feSeni omezena téZ moznost nalezeni definicniho oboru.

\

To je veledilezité. Kdyz
jsme na ty nerovnosti a rov-
nosti kratky, nic s tim nena-
délame.
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Kuprtikladu nerovnice = + Inx > 0 je splnéna na jistém intervalu (c, c0), kde ¢, pro
které plati ¢ + Inc = 0, je ¢islo mezi 0 a 1 (proc?).

\




Kuprtikladu nerovnice = + Inz > 0 je spln€na na jistém intervalu (c, 00), kde ¢, pro

které plati ¢ + Inc = 0, je ¢islo mezi 0 a 1 (proc?).

\/

Z této rovnosti definiCni
obor ovSem nelze pomoci

zékladnich funkci vyjadrit.
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Takové rovnosti (resp. nerovnosti), o nichz je znamo, ze maji reSeni, avSak nelze ho
vyjadrit, nazyvame transcendentni.

\




Takové rovnosti (resp. nerovnosti), o nichZ je znamo, ze maji reSeni, avSak nelze ho

vyjadrit, nazyvame transcendentni.

\

Disledkem je, Ze naptiklad
defini¢ni obor funkce In(x +
In x) nelze explicitné vyjad-
rit.
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Dal$i mozZny problém ilustruje nasledujici piiklad: f(z) = +/sin(7wz) + v/sinz. Zde
mizeme D( f)zapsat pouze jako pranik: | J, ., (2k, 2k + 1) N U, 2k, (2k + 1)7).

\




Dalsi mozny problém ilustruje nasledujici priklad: f(x) = +/sin(mx) + V/sinx. Zde
muzeme D( f)zapsat pouze jako prinik: | J, ., (2K, 2k + 1) N U,y (2km, (2K + 1)7).

\/

Obvyklého vyjadieni pouze
pomoci sjednoceni (které v
zapisu obsahuje pouze body,

ktegé do defini¢cniho oboru
patfi) zde nelze dosdhnout.
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Dalsi mozny problém ilustruje nasledujici priklad: f(x) = +/sin(mx) + V/sinx. Zde

muzeme D( f)zapsat pouze jako prinik: | J, ., (2K, 2k + 1) N U,y (2km, (2K + 1)7).
\/

Obvyklého vyjadieni pouze
pomoci sjednoceni (které v
zapisu obsahuje pouze body,

které do definicniho oboru
patii) zde nelze dosahnout.

\/

U libovolného (konec¢ného) poctu intervali D(f) 1ze samoziejmé krajni body urcit,
nelze vsak najit jejich obecné vyjadreni.

—p
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Vlastnosti funkci

Hledani inverzni funkce casto vede na reSeni rovnic.

\




Vlastnosti funkci

Hledani inverzni funkce casto vede na reSeni rovnic.

\

Je-li f(x) = y, musime k uréeni inverzni funkce k danému y jako parametru hledat .
To je tedy reSeni rovnice.

\




Vlastnosti funkci

Hledani inverzni funkce casto vede na reSeni rovnic.

\

Je-li f(x) = y, musime k uréeni inverzni funkce k danému y jako parametru hledat .
To je tedy reSeni rovnice.

\
Méme-li funkci f(z) = 2%+ 1, hleddme feseni rovnice 2+ 1 = y, tedy z = £/y — 1.
To samo o sobé neurCuje inverzni funkci.

\




Vlastnosti funkci

Hledani inverzni funkce casto vede na reSeni rovnic.

\

Je-li f(x) = y, musime k uréeni inverzni funkce k danému y jako parametru hledat .
To je tedy reSeni rovnice.

\
Méme-li funkci f(z) = 2%+ 1, hleddme feseni rovnice 2+ 1 = y, tedy z = £/y — 1.
To samo o sobé neurCuje inverzni funkci.

\

Tak 1ze na urcitém defini¢nim oboru definovat funkci ¢g(y) = \/y — 1 a zkoumat, zda
a kde je inverzni funkci k f.

=)




Sudost, lichost, monotonii a
periodicitu si lehce zkontro-

lujeme.
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Sudost, lichost, monotonii a
periodicitu si lehce zkontro-

lujeme.

Na monotonii se nékdy musi
s derivaci, to jesté neumime.
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Sudost, lichost, monotonii a
periodicitu si lehce zkontro-

lujeme.

Na monotonii se nékdy musi
s derivaci, to jesté neumime.

Na konvexitu zpravidla pou-
Zijeme nastroje z dalSich ka-
pitol.
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Priklad. Zkoumejte monotonii funkce

f(.’l?) = CU‘|—;

na (0, co).




Priklad. Zkoumejte monotonii funkce
fl@) = o+~

na (0, co).

'

Reseni. Pokud 1 < x < y,pakl < zxzyal < y — z. Posledni dvé nerovnosti
vyndsobime a dostaneme y —x < (y—x)zy, tedy (y—x)/zy < y—=x,1/x—1/y <y—=x
arx+1/z <y+1/y.

\




Priklad. Zkoumejte monotonii funkce
fl@) = o+~

na (0, co).

'

Reseni. Pokud 1 < x < y,pakl < zxzyal < y — z. Posledni dvé nerovnosti
vyndsobime a dostaneme y —x < (y—x)zy, tedy (y—x)/zy < y—=x,1/x—1/y <y—=x
arx+1/z <y+1/y.

\

Tedy vpravo od 1 je funkce rostouci, podobné se ukaze, ze vlevo od 1 je klesajici.

=)




x+ 1/x




x+ 1/x

Ke zkoumani monotonie si v
dalSich kapitolach vybudu-

jeme ucinné nastroje.
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Piiklad. Necht’ f: X — Y, A, |B, C X. Rozhodnéte, zda plati obecné vztahy
. f(A) U £(B) = f(AU B)
2. f(A)N f(B) = f(AN B)
3. f(A)\ f(B) = f(A\ B)

\




Piiklad. Necht’ f: X — Y, A, |B, C X. Rozhodnéte, zda plati obecné vztahy
. f(A) U £(B) = f(AU B)
2. f(A)N f(B) = f(AN B)
3. f(A)\ f(B) = f(A\ B)

‘

Reseni. Overujeme jednotlivé inkluze.

\




Priklad. Necht f: X — Y, A, |B, C X. Rozhodnéte, zda plati obecné vztahy
1. f(A) U f(B) = f(AUB)
2. f(A) N £(B) = F(AN B)
3. f(A)\ f(B) = f(A\ B).

\

Reseni. Overujeme jednotlivé inkluze.

\

Jde o jednoduchosti

vSechny plati).

(ne
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Vyfegili 4 z 10.




Piiklad. Charakterizujte zobrazeni f : M — L, pro ktera plati
oVACM : f7Hf(A) = A
eVBCL : f(ffY(B) = B

\




Piiklad. Charakterizujte zobrazeni f : M — L, pro ktera plati
oVACM : f7Hf(A) = A
eVBCL : f(ffY(B) = B

\

Jde v prvnim pripad€ o prostd zobrazeni, v druhém ptipad€ o zobrazeni na.

\




Ptiklad. Charakterizujte zobrazeni f : M — L, pro ktera plati

oVACM : fUf(A) = A

eVBCL: f(f(B) = B

\

Jde v prvnim pripad€ o prostd zobrazeni, v druhém ptipad€ o zobrazeni na.

\

Jde o charakterizaci, tedy o
to najit ekvivalentni vyrok.
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Vytesili 2 z 10.




Priklad. Rozhodnéte, zda je soucet, soucin, minimum, maximum a sloZeni dvou mo-
notonnich funkci opét monotonni.

\




Priklad. Rozhodnéte, zda je soucet, soucin, minimum, maximum a sloZeni dvou mo-
notonnich funkci opét monotonni.

{
Resent. Je-li z < y, pak f(z) < f(y), g(x) < g(y). tedy (f + g)(2) < (f + )(y).

\




Priklad. Rozhodnéte, zda je soucet, souCin, minimum, maximum a slozeni dvou mo-

notonnich funkci opét monotdnni.

\

Reseni. Je-li © < y, pak f(x) < f(y), g(x) < g(y), tedy (f + g)(z) < (f + z)(y).

\/

Vjc v tom neni ani v ostat-
nich pfipadech ...
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97z 10.




Priklad. Dokazte, Ze v/ 22 + 1 neni polynom.
\




Priklad. Dokazte, Ze v/ 22 + 1 neni polynom.
\

Reseni. Jde-li o polynom stupné n, plati V22 +1 = az” + - - -, tedy po umocnéni
mame dva identické polynomy a ty museji mit stejné koeficienty, tedy n = 1, a = 1 a
po chvilce dostaneme spor.

—p




3z 10.




Jak zni zakladni véta al-
gebry? Polynom kladného

stupné ma kladny pocet ko-
fend.
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Jak zni zakladni véta al-
gebry? Polynom kladného

stupné ma kladny pocet ko-
fend.

Dva polynomy se rovnaji
pouze v konecné mnoha bo-
dech nebo jde o identické
polynomy.
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Konec cviceni 9.




UCENI




Uceni 1 :




Konec uceni 1.




Uceni 2 :




Konec uceni 2.




Uceni 3 :




Konec uceni 3.




Uceni 4 :




Konec uceni 4.




Uceni 5 :

v,y €l, v <y, f(z) < fy)

To je jednoduchy zivot!




Uceni 5 :

v,y €l x<vy, flz)< fly)

To je jednoduchy zivot!

Nékdo t€ okradl o kvanti-
fikdtory a podobné smeti.

Jestli se ti takovy Zivot libi,
b€z do holobytu a zavri se
zevnitr.
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usporadani funkci
kladna Cést funkce
sloZeni
inverzni funkce
jind zadani
implicitni zadani
parametrické zadani
polarni zadani
kruh
kardioida
lemniskata
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789
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