Posloupnosti a jejich konvergence

Pojem konvergence je velmi dilezity pro nediskrétni matematiku. Je nezbytny vsude, kde je potfeba aproxi-
movat néjaké hodnoty, fesit rovnice pfibliZzné, pouZivat derivace, integraly.

Konvergence znamend, Ze néjaké dané hodnoty
se, zhruba feceno, blizi k néjaké pevné hodnoté.

Na konvergenci posloupnosti je postavena kla-
sickd matematickd analyza.

POSLOUPNOSTI

Spocetné mnoziny se poznaji tak, Ze se daji vSechny jeji prvky pfifadit pfirozenym ¢islim, kazdému ¢islu jeden
prvek.

ProtoZe se s pfirozenymi Cisly dobfe pracuje, je vhodné za posloupnosti brat rovnou prvky indexované témito
Cisly, tj., pokud se pracuje napt. v R, kaZzdému pfirozenému Cislu n se pfifadi néjaké redlné ¢islo x,.

| Nebudeme zkoumat posloupnosti panovnika. I

DEFINICE. Posloupnost v mnoziné X (nebo posloupnost prvki mnoziny X) je soubor {zy,}nen prvki X
indexovany pfirozenymi Cisly, tj. posloupnost {xy, },cn je zobrazeni f : N — X, kde f(n) = zy,.



Nékdy se posloupnost znaci jako {xy }52 ; nebo {x; }, nebo jen {x,} (napf. {\/n},en, resp. {\/n}n, nebo
{\/n}, je-li zfejmé, pro kterd Cisla n se odmocniny berou); v n&kterych piipadech (vEtSinou konkrétnich) se piSe i
{z1,x9,x3,...} (napf. posloupnost sudych pfirozenych &isel {2,4, 6,8, ...}). Neni-li uvedeno presné indexovani,
vzdy se chapou indexy z N.

DEFINICE. Podposloupnost posloupnosti {xy, },,cn je posloupnost {xy, }nen. kde {ky, } je néjakd posloupnost
pfirozenych Cisel s vlastnosti k1 < ko < kg < kg < ....

Piikladem je podposloupnost prirozenych cisel
délitelnych 8 posloupnosti sudych prirozenych

&isel (tj., podposloupnost {8, 16,24, 32,40, ...}
posloupnosti {2, 4, 6, 8,10, ...}).

Poznamky 1 Priklady 1 Otazky 1

VLASTNOSTI POSLOUPNOSTI

Nasledujici vlastnosti uleh¢i praci s posloup-
nostmi pfi aplikacich.

V mnoha piipadech bude mozné pouzit jen po-
sloupnosti s nékterou vhodnou vlastnosti, ¢imz
se situace zjednodusi.

DEFINICE. Posloupnost {zy,} redlnych ¢isel se nazyva
e konstantni, jestlize (k # n = xp = xy) .
e prostd, jestlize (k # n = xp # xn) .

e omezend (resp. shora omezend nebo zdola omezend), jestlize mnoZina vSech bodi x,, méd uvedenou vlastnost
jako podmnoZzina R.



e rostouci (resp. klesajici), jestlize (k < n = xj, < xn), (resp. (k < n = xp > xp)).

e neklesajici (resp. nerostouci), jestlize (k < n =z, < ap), (tesp. (k < n = xp > xp)).
Posloupnost, kterd je bud’ rostouci nebo klesajici nebo nerostouci nebo neklesajici, se nazyva monoténni.

Posloupnost se nazyva ryze monotoénni, jestlize je bud’ rostouci nebo klesajici.

Je-li P néjaka vlastnost posloupnosti, pak vyrok posloupnost {z, } > ; md skoro P znamena, Ze existuje k € N
tak, Ze posloupnost {z, }7° , ma P.

To je velika dspora Casu. Lépe si budeme povidat
o posloupnostech, kdyz budeme pouZzivat pojmy
»skoro rostouci" a podobné.

| J4 neumim skoro nic. I

Vsimnéte si, Ze se CeStina a matematika nékdy
domlouvaji trochu krkolomné. V matematice se

hraje na pravda x nepravda, ale skoro pravda je
ted’ také povolena.

Podobné budeme fikat, Ze mnozina obsahuje skoro vSechny prvky posloupnosti, kdyz obsahuje prvky posloup-
nosti od urc¢itého indexu.

Pozndmky 2 Priklady 2 Otazky 2

KONVERGENCE POSLOUPNOSTI

Jak bylo popsdno na zacatku této ¢asti, hlavnim divodem price s posloupnostmi je jejich pouziti napf. k
aproximaci feSenf rovnic nebo k definicim ¢i charakterizacim novych pojmi jako jsou spojitost a derivace.

K tomu je potfeba mit zaveden pojem konvergence posloupnosti.



| Jedna se o jakési priblizovani. I

Pfi grafickém znazornéni n€kterych posloupnosti v predchozich piikladech bylo vidét, Ze se prislusné body
priblizuji k néjaké hodnote.

Napt. u {1 — %} se pii znazornéni na pifmce pfiblizovaly body k &islu 1, pfi zndzornéni v roviné se graf
pfiblizoval k pfimce y = 1 - potom se Fik4, Ze posloupnost {1 — %} konverguje k 1.

ceococeosoT
ettt lin

Je samoziejmé nutné dit tomuto ,pfiblizovani"
ptesnou formu.

DEFINICE. Posloupnost {z,} v R konverguje k bodu a € R* (nebo md za limitu bod a), jestlize kazdé okoli U
bodu a obsahuje skoro vSechny prvky posloupnosti.

Znati se lim x, = anebo x, — a pron — oo.
n—oo

o .o

Je-1i zfejmé, Ze se jednd o limitu posloupnosti, je mozné pouZzit znaceni lim,, x,, = a nebo dokonce lim x,, = a,
jsou-li i indexy ziejmé.

Pozndmky 3 Ptiklady 3 Otazky 3

Obecné vlastnosti limity posloupnosti

Nasledujici tvrzeni jsou snadnd a budou se pouzivat bez odkazu (snad jen pro prvni vlastnost rada: dva rizné
body z R* maji disjunktni okolf).



Miéme hezkou definici, budeme mit hezké du-
kazy.

POZOROVANI. Necht' {z,} je posloupnost redlnych &isel. Plati:
1. {x,} mad nejvyse jednu limitu;
2. je-li posloupnost {xy,} konstantni, x,, =a, pak lim x,, =a;
3. jestlize lim x;, = a, pak lim xy,, = a pro kazdou podposloupnost {,, } posloupnosti {z, };

4. jestlize z kazdé podposloupnosti {z,} 1ze vybrat podposloupnost konvergujici k a, pak {zy,} konverguje k
Q.

5. jestlize {xy, } konverguje v R, pak {x,,} je omezend posloupnost.

Dveé dalsi tvrzeni jsou sice jednoduchad z hlediska dikazu, ale dilezitd z hlediska uvédoméni si riznych moz-
nosti pfistupu ke konvergenci.

Prvni véta charakterizuje konkrétni vlastni li-
mitu, kdeZto druhd véta charakterizuje konver-
genci k nezndmému vlastnimu ¢islu.

VETA. Nisledujici podminky pro posloupnost {x, } redlnych ¢isel a bod a € R jsou ekvivalentni:
1. limx, = a;
2. lim(zy, —a) = 0;
3. lim |z, — a|] = 0;

4. Ve >03dng € N (n>ng = |zp, —al <e);

5. sup ( inf z,) = inf (sup z,) = a.
kre:\i('ﬁzk 2 keN(nzk ")



Diikaz. 1 = 2: Je-li U okoli bodu 0, je posunuti a + U = {a + u;u € U} okolim bodu a a tedy {z,} lezi skoro
celi v a + U. To znamend, Ze {xy,, — a} leZi skoro celd v U.

2 & 3:Je-li U symetrické okoli bodu 0, pak |x| € U < z € U — odtud ihned plyne tvrzeni.

2 = 4:U = {y;|y| < e} je okoli bodu 0 a tedy podle (2) skoro vSechny &leny {x,, — a} (tj. od jistého indexu
ng) lezi v U, coz je podminka (4).

4 = 5: Necht ¢ je libovolné kladné ¢islo. Podle (4) maji vSechny Cleny posloupnosti {2y, } s indexy vEtSimi
nez ng vzdjemnou vzdalenost mensi nez 2¢ a tedy

| inf x, — sup zp| < 2¢
nz n>k

pro kazdé k > ny.

ProtoZe posloupnost {ugfk @n }1 je neklesajici a posloupnost {sup xy, }; nerostouci (dokazte), nemohou se
nz n>k
vzdalenosti mezi inf x,, a sup x,, zvétSovat a tedy
n> n>k

R L) g Gl <2

To je vSak nerovnost mezi dvéma cisly a plati pro kazdé ¢ > 0. TudiZ musi byt leva strana posledni nerovnosti
rovna 0.
Tedy diky 4 plati
lim ( inf z,) = lim (supxy)| = a.
keN (nZk‘ n) keN <n;;)€ n)|

5 = 1: Necht’ U je okoli bodu a tvaru intervalu. Podle vlastnosti suprem a infim existuje k tak, Ze 1r>1fk T €U
n>

asup xp € U.Prom > kje inf x, < xy, < sup x, atedy lezi v U, protoZe U je interval. &
n>k n>k n>k

Je to fada tvah, které si nejde zapamatovat. Maji
v8ak vnitini ideu. Pokud ji pochopite, dikazy po-
moci této myslenky sestavite.

| Bojim bojim ... I



Vnitin{ ideu ndm tady podusenou pod poklickou.

DUSLEDEK. limz,, = 0 < lim |z =0.

Pokud vidite limitu jako obrazek, fadu véci délate
jednoduse.

| Ach, jak jsou si ty vSechny nuly podobné ... I

POZNAMEKA. Je mozné dodat obdobu vlastnosti (4) pro nevlastni body (dokaZzte):
lim x,, = +o00 (resp. —oo) praveé kdyz

VYp € R Ing (n>ng =z >p) (resp.xn <p).

Ekvivalence (1) a (5) predchoziho tvrzeni a ekvivalence (1) a (3) nésledujiciho tvrzeni) plati i pro nevlastni a.

VETA. Nisledujici podminky pro posloupnost {2, } redlnych &isel jsou ekvivalentni:
1. {zy} konverguje v R;
2. Ve>03ng €N (n,k>ng= |z, — | <e);

3. sup ( inf Lz:n) = inf (sup :zf,,,) eER.
keEN n=>k EEN ">k

Dikaz. 1 = 2: Jestlize {x,,} konverguje, napf. k a, pak podle pfedchoziho tvrzeni, vlastnosti (4), plati Ve >
03ng €N (n>ng=|zn—al <e/2).



To znamenad, Ze pro toto € an, m > ng je
|zn — 2m| = [(zn —a) + (a — axn)| < |zp —al+ |zm —a| <e/2+e/2=¢,

coZ ukazuje vlastnost 2.

2 = 3: toto je stejné jako v predchozi véteé dikaz 4 = 5 (podstatné tam byly vzdalenosti mezi prvky posloup-
nosti, nikoli limita).
3 = 1: je opét stejné jako v predchozi vété diikaz 5 = 1, oznaci-li se za a ¢islo sup ( 1r>1t;C mn) <&
keN nZ

Podminka 2 (Ve > 0 Ing € N (n,k > ng = |z, — x| < €)) se nazyvd Bolzanova—Cauchyova podminka a
posloupnost spliiujici tuto podminku se nazyva cauchyovska.

Bolzanova—Cauchyova podminka bude Casto pouZita v situacich, kdy bude potfeba ukdzat, Ze posloupnost
(napf. integrald, funkci) konverguje, aniZ je moZzné nebo nutné zjistit jeji limitu.

To je superdilezité. KdyZ nezndm limitu, tak ale-
spoii ukazu konvergenci.

Bolzanova—Cauchyova podminka popisuje situ-
aci, kdy se posloupnost jiz jaksi "ustdlila"a nic
podstatného nevyvadi.

| Ja se pry taky ustalil. I



| Cauchyovska posloupnost je prosté hodna. I

| Asi taky nosi rizové Saticky. I

Limita a aritmetické operace

Poznamky 4 Priklady 4 Otazky 4

Niésledujici tvrzeni ukazuje, Ze se limita posloupnosti chova pfirozené k aritmetickym operacim redlnych cisel.

Soucet, soucin a podil posloupnosti se definuje po indexech, tj., napt. pro soudet, {xn} + {yn} = {xn + yn}-

Nasleduje véta o limité souctu a soucinu. Byvala
to pékna otdzka ke zkouseni. Nicméné pfi pouZiti

véty o souctu okoli tu nezbyla Zadna §t’ava. Je to
Cajicek.

| Nejdu nevhod? I

VETA. Necht' {z,},{yn} jsou posloupnosti redlnych &isel. Pak plati



1. lim(zy, + yn) = lim 2, + lim y,,, pokud md prava strana smysl;
2. lim(zy, - yn) = lim zy, - lim y,,, pokud ma prava strana smysl;

s Zp _ limap £ ravd ctrana o 1
3. lim un = Tmyn pokud md pravd strana smysl;

Dukaz. Necht’ ma smysl lim z,, + lim ¥y, tj. existuji lim z, = a,limy, = b a vyraz a + b ma smysl.

Necht' U je okoli bodu a + b. Podle tvrzeni o scitdni okoli existuji okoli V' bodu a a okoli W bodu b tak, ze
souetboduz VaboduzWilezivU (. V + W C U).

Pak skoro vSechny Cleny {x,,} leZi ve V a skoro vSechny &leny {y,} lezi ve W. Jejich soucty, to znamend
i skoro vSechny ¢&leny {xy, + yn}, lezi ve V. + W a tedy v U, coz znamend, Ze lim(xy, + yp) = a + b. Tim je
dokazano tvrzeni (1).

Jestlize se v pfedchozim dikazu piSe ndsobeni misto s¢itdni a pouZije tvrzeni o nasobeni okoli, dostane se
dikaz tvrzeni (2).

| Jde to snadno. I

| Ja jdu sama nesnadno. I

Jestlize md prava strana (3) smysl, pak lim y,, # 0, coZ znamend, Ze skoro vSechny &leny {yy} jsou nenulové
(jinak by existovala podposloupnost samych 0 a tedy by musela i celd posloupnost mit limitu 0).
x—z maji od jistého indexu pocinaje smysl. ProtozZe E—Z = xny% staci, vzhledem k limite soucinu

v (2), pfedpokladat Ze {x,, } je konstantni posloupnost s hodnotou 1.

Pak 1 zlomky

Podle tvrzeni o podilu okoli je diikaz obdobny jako v pfedchozich dvou pfipadech. <&

Poznamky 5 Ptiklady 5 Otazky 5
Limita a usporadani

Tato ¢4st ukazuje chovéni konvergence posloupnosti k uspofddéni na redlnych ¢islech a existenci limity mono-
ténnich posloupnosti.
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Zjistime, Ze vétsi posloupnost nemd mensi li-
mitu.

| To je jako co? I

VETA. Necht {x,}, {yn} jsou posloupnosti redlnych &isel.
1. Jestlize lim xy, < lim yy,, potom je x,, < yy pro skoro vSechna n.

2. Jestlize x,, < yy, pro skoro vSechna n, potom lim z,, < lim y,, pokud ob¢ limity existuji.

Dikaz. Necht' lim 2, = a,limy, = b,a < ba U,V jsou disjunktni oteviené intervaly, U 3 a,V > b. Pak kazdy
prvek U je mensi nez kazdy prvek V' (dokazte). ProtoZe skoro viechny Eleny posloupnosti {xy, } (resp. {yn}) lezi
v U (resp. ve V), plati uvedené tvrzeni (1).

Tvrzeni (2) plyne ihned z (1). Kdyby totiz x,, < ¥, pro skoro vSechna n a lim z,, > lim y,,, pak podle (1) (s

obracenou nerovnosti) by pro skoro vSechna n platilo z,, > yn, coZ by byl spor s pfedpokladem. O

DUSLEDEK. Necht {x,},{an}, {yn} jsou posloupnosti redlnych &isel a x,, < ay, < yy, pro skoro vSechna n.
Jestlize existuji lim x,, lim y,, a rovnaji se, pak existuje i lim a,, a rovna se predchozim limitam.

Velky Policajt
Zodsf. T tee--- RRRRL <

Maly Policajt
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DUSLEDEK. Necht {z),} je omezend posloupnost a {y, } konverguje k 0. Potom lim z,, 3, = 0

VETA. Necht {zy,} je monoténni posloupnost redlnych Cisel.

1. Je-li {z),} neklesajici, pak lim ), = sup x, .
2. Je-li {zy, } nerostouci, pak lim =, = inf =y, .

Dikaz. Necht' je posloupnost {zy,} neklesajici. Potom 1I;fk Ty = Tp a sup T, je stejné pro vSechna k a rovnd se
nz n>k
néjakému a. Potom ale
sup inf x, =supzxp =a, infsupzx, =infa=a.
k n>k k k pn>k

Podle charakterizace limity posloupnosti pomoci suprem a infim tedy lim z,, existuje a rovnd se a, tj. ¢islu sup,, Tp,.

Pro nerostouci posloupnost {xz, } je diikaz obdobny, nebo 1ze pouzit pfedchozi dikaz pro posloupnost {—xy, }.
&

DUSLEDEK. Monoténni posloupnost mé vzdy limitu. Omezend monoténni posloupnost vzdy konverguje v R.

Poznimky 6  Piiklady 6  Otdzky 6 66

HROMADNY BOD

Posloupnost {z, } nemusi konvergovat, ale nékteré jeji podposloupnosti konvergovat mohou.
Jejich limity (nazyvané hromadné body) mohou nékdy nahrazovat neexistujici limitu celé posloupnosti.

Protoze kazda nekonecnd mnozina obsahuje prosté posloupnosti, Ize definovat hromadné body mnoziny (i
nespocetné) jako hromadné body téchto posloupnosti.

Jsou to body, které jsou k dané mnoziné velmi blizko.

Hromadny bod posloupnosti

Okolf limity musi obsahovat skoro vSechny ¢leny posloupnosti. U hromadného bodu je podminka zeslabena na
nekoneéné mnoho ¢lenti posloupnosti.

KdyZz budeme na tabuli kreslit jednotlivé body
posloupnosti x,, = 1/n kiidou, bude za chvili
na tabuli hromada kiidy.

DEFINICE. Prvek a z R* se nazyvéd hromadny bod posloupnosti {xzy, }, jestlize kazdé okoli U bodu a obsahuje
nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti {xy, } (., existuje nekoneénd podmnozina S C N tak, Ze 2, € U pro s € S).

Jsou to body, které jsou atakovany prvky po-
sloupnosti s libovolné vysokym indexem.
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VETA.

1. Prvek a z R* je hromadnym bodem posloupnosti {xy }, pravé kdyZ existuje jeji podposloupnost {xy, },
kterd konverguje k bodu a.

2. Hodnota sup ( inf z,,)(= lim ( inf x,)) je nejmen$im hromadnym bodem posloupnosti {z,,} (znadf se
keN n>k k. "n>k
lim inf x,, nebo lim x,, a ¢te se limes inferior).

3. Hodnota inf (sup .’1’,1)(: lim ( sup ,I?n)) je nejvétsim hromadnym bodem posloupnosti {z,} (znaéi se
keN n>k k n>k

lim sup x,, nebo lim x;, a ¢te se limes superior).

Dikaz. (1) Jestlize k a konverguje vybrand posloupnost z {x, }, pak kazdé okoli bodu a obsahuje skoro vSechny
¢leny této podposloupnosti, tedy nekone¢né mnoho ¢lent z {x,, }, a proto je a hromadnym bodem {zy, }.

Naopak, necht’ a je hromadnym bodem {z,} a Uy, pro n € N, jsou okoli bodu a takové, Ze U, 41 C
Un,(\Un = {a}, napt. Uy, = (a — 1/n,a + 1/n)pro a vlastni. Lze pfedpoklddat, Ze x,, # a pro skoro vSechna n
(jinak by existovala konstantni podposloupnost s hodnotou a a dikaz by byl hotov).

Kazdé okoli Uy, obsahuje nekone¢né Clenii z {x,,}. Lze tedy vybrat prostou podposloupnost {x, } tak, Ze
xg, € Up. Zfejmé {xy,, } konverguje k a.
(2) Necht’ a = h]?l ( 1r>1fk xn) a U je otevieny interval okolo a. Tedy pro skoro vSechna k je H;i rn € U.
n> n

JestliZze infimum mnoZiny ndleZi do otevfeného intervalu, musi do intervalu ndleZet i néjaky prvek této mnoZiny
(dokazte).

Tedy pro kazdé k existuje ny > k tak, Ze x, € U (pouzijte vlastnosti infima). ProtoZe index ny se mize
opakovat ve vybéru jen kone¢né krit, obsahuje U nekone¢né mnoho ¢lenti posloupnosti {z,} a tedy « je jejim
hromadnym bodem.

Necht' b < a a V je intervalové okoli bodu b, které je disjunktni s néjakym intervalovym okolim U bodu a.
Podle predchoziho odstavce je pro skoro vSechna k, napf. pro k > ny, H;fk Zn € U.Tedy jen Cleny x1, w2, ..., Tp,
n_

mohou leZet ve V' a proto b neni hromadny bod {xy, }.

Cast (3) se dokaze podobné jako &dst (2) nebo se (2) pouZije na posloupnost {—x, }. &
DUSLEDEK.

1. Kazda posloupnost m4 hromadny bod.

2. Posloupnost md limitu praveé kdyZ ma jediny hromadny bod.

Je to pofdd dokola. Doufam, Ze jsem to nepo-

pletla. Myslenka je tam jasna.

Nasleduji dvé dilezita tvrzeni.
To prvni je jednoduchym didsledkem ptedchoziho disledku (1) a tvrzeni (1) predchozi véty pro omezené po-
sloupnosti, ale vzhledem k jeho vyznamu je uvedeno znovu.

vvvvvv
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| Je to velice uzitecna véta !!! I

1. (Bolzanova—Weierstrassova véta) Z kazdé omezené posloupnosti 1ze vybrat podposloupnost konvergujict
v R.

VETA.

o0
2. (Cantorova véta) Je-li K, klesajici posloupnost uzavienych omezenych intervali na R, pak (| K, # 0.
k=1
o0
JestliZe navic délky intervald K, konverguji k 0,je () K, jednobodovy.
k=1

Ty véty ani nemohou neplatit. Tedy pokud jsme
v R.

Diukaz. (2). Necht' z,, € K, pro kazdé n. Pak {xy} je omezend a md hromadny bod a € R. Nyni se ukdZe, Ze

o0
a€ () Kn.
k=1

(0.0
Pokud a ¢ () Kp, pak existuje n tak, ze a ¢ K, a najde se otevieny interval U okolo a disjunktni s K, (a
k

=1
tedy disjunktni s kazdym K}, pro k > n).

To je ale spor, nebot’” U musi obsahovat nekone¢né mnoho ¢&lend posloupnosti {xy} a tedy musi protinat
nekone¢né mnoho mnozin K.

Pokud délky intervald K, konverguji k 0, nemiize obsahovat jejich pranik dva rizné body (ty maji kladnou
vzdalenost). %

Dékuji za potlesk. Patif vSak vySe uvedenym pa-
nim.
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Poznamky 7 Priklady 7 Otazky 7

Hromadny bod mnoZiny
Jednoduchou modifikaci hromadného bodu posloupnosti se dostane hromadny bod mnoZiny:

DEFINICE. Prvek a z R* se nazyvd hromadny bod mnoziny A C R, jestlize kazdé okoli bodu a obsahuje
nekonecné mnoho prvkd mnoziny A.
Prvek a € A, ktery neni hromadnym bodem mnoZiny A se nazyva izolovany bod mnoZiny A.

POZOROVANI.

1. Prvek a z R* je hromadny bod mnoziny A C R pravé kdyz kazdé okoli bodu a obsahuje aspori jeden bod
mnoziny A rizny od a.

2. Bod 400 je hromadny bod mnozZiny A C R pravé kdyZz A neni shora omezend. Podobné pro —oc.

3. Koneénd mnozina nemd zadny hromadny bod.

4. Bod je hromadnym bodem skoro prosté posloupnosti pravé kdyZ je hromadnym bodem mnoziny hodnot této
posloupnosti.

5. Je-li @ hromadnym bodem mnoziny A a B D A, je a hromadnym bodem i mnozZiny B.
6. a € A je izolovanym bodem A pravé kdyZ existuje okoli U bodu a takové, 7e U N A = {a}.

| Hromada je vidét na délku. I

Predchozi vlastnost (4) ukdzala vztah hromadnych bodd posloupnosti k hromadnym bodim odpovidajicich
spocetnych mnoZin.

Nésledujici tvrzeni ukazuje vztah hromadnych
bodu libovolnych (i nespocetnych) mnozin k hro-
madnym bodim posloupnosti.
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VETA. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro mnoZinu A C R a bod a € R*:
1. a je hromadny bod mnoziny A;
2. existuje posloupnost v A \ {a} konvergujici k a;
3. existuje prostd posloupnost v A konvergujici k a;
4. existuje ryze monoténni posloupnost v A konvergujici k a.

Diikaz. 1 = 2: Necht’ a je hromadny bod A a {U,} je klesajici spocetnd soustava okoli bodu a s prinikem {a}.
Kazdé U,, obsahuje bod x,, € A\ {a}. Je zfejmé, Ze {xy,} je hledand posloupnost.

Protoze kazda konvergentni posloupnost s cleny nerovnajicimi se limité obsahuje prostou a tedy i ryze mono-
tonni podposloupnost, jsou vlastnosti (2), (3) a (4) ekvivalentni. Tyto vlastnosti trividlné implikuji vlastnost (1). <

DUSLEDEK. Kazda nekonecnd podmnoZina v R ma hromadny bod a kazdd omezend nekone¢na podmnozina v
R ma vlastni hromadny bod.

| Kazdé tvrzeni ma svou hodnotu. I

Pozndmky 8 Piiklady 8 Otazky 8

| Kdo si ty posloupnosti asi vymyslel? I

POZNAMKY

Poznamky 1:
Indexovani.
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| Neni nutné trvat na indexovani od 1 do oc. I

Soubor {n!}° , neni podle definice posloupnost, ale lze snadno posunout indexy, aby posloupnost vznikla: {(n —
1)!}92 ;. Podobné je tomu napf. se soubory {pm }ov_s, {ax} 72 _1o- Isoubory {z;}; >, {7, 237, 55, T7rr, -}
se prirozené upravi do tvaru {xy, },cn. Navic u posledniho souboru neni indexovd mnoZzina ddna, ale je ziejmé,
jak se chape.

Ve vSech téchto uvedenych piipadech (a pokud nemize dojit k nedorozuméni) je vhodnéjsi chdpat uvedené zapisy
jako posloupnost, i kdyZz indexy nejsou zadany nebo nejsou tvaru n € N.

Pro ucely konvergence 1ze za posloupnost briat dokonce libovolny soubor {xs}scg, kde S je nekone¢nd spocetnd
mnoZzina (usporadani indexi neni podstatné).

Posloupnost a mnozina hodnot posloupnosti. Je nutné rozlisovat mezi posloupnosti a jeji mnozinou hodnot.

Posloupnost je vzdy spocetnd, jeji mnoZina hodnot miZe byt i jednobodova (napf. posloupnost samych nul {0, 0,0, 0,0, ...}).

Navic mohou mit i rizné posloupnosti stejné mnoziny hodnot. Napt. {1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5, ...}, kde ¢islo n
se opakuje n-krat za sebou

| Dovedete urcit k-ty ¢len? I

je jind posloupnost nez {1,2,3,4,5,6,...}, i kdyZ mnoZina pouZitych bodi (tj. mnoZina hodnot posloupnosti) je
stejnd.
Zadavani posloupnosti. Posloupnost se obvykle zaddva néjakym predpisem, napt. x, = n! pron € N.

Nékdy 1ze posloupnost zadat uvedenim nékolika prvnich ¢lent, popt. dodat slovni doprovod (pravé v uvedeném

vy

piikladu {1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5, ...} je to jednodussi nez zadat n-ty Clen predpisem).

Specifikum posloupnosti je zadani rekurentni. Zada se prvni ¢len (nebo né€kolik prvnich ¢lenti) a poté vzorec na
vypocet dalsich ¢lent. Napf. x1 = 2, 211 = (zn + 1/x)/2.

Pokud se nepodaii odhalit pfedpis na definovani x,, pfimo bez pomoci pfedchozich Clent, je v tomto piipadé
obtizné napsat cemu se rovnd napt. z10g0.
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Nicméné,  rekurentné¢  zadané  posloup-
nosti se v praxi Casto vyskytuji (viz napf.
Newtonova metoda feSeni rovnic)

Velice dulezitym piipadem je zaddni posloupnosti pomoci redlné funkce f definované napf. na (0, 00); pak x,, =
f(n) a pro praci s posloupnosti 1ze pouZit tvrzeni pro funkce, které pro posloupnosti neplati nebo nemaji smysl
(napf. derivace a vypocet limit posloupnosti pomoci L’'Hospitalova pravidla).

Podposloupnosti. Je vhodné si uvédomovat, Ze podposloupnost je opét posloupnost. Nékdy se misto podposloup-
nosti hovoti o vybrané posloupnosti — vybiraji se totiZ jen nékteré ¢leny ptivodni posloupnosti.

Konec poznamek 1.
Pozndmky 2:

V prosté posloupnosti {y, } jsou hodnoty x,, v jednoznaéném vztahu se svymi indexy, tj. Zidny bod se v posloup-
nosti neopakuje.

Konstantni posloupnost ma naopak jen jednu hodnotu a ta se nekonecnékrat opakuje.

Konstantni posloupnost se nékdy nazyva staciondrni.

Nekdy se stdvd matematickd analyza pouhou
hrou se slovy. Staciondrni auto prosté nejede.

Je vhodné si uvédomit, Ze pojmy nerostouci, neklesajici neznamenaji opak pojmu rostouci, klesajici — podobné
pro konstantni versus prostd.

Posloupnost je napf. nerostouci, jestlize v Zddném prechodu od indexu n k indexu n + 1 hodnota posloupnosti
nevzroste, kdezto posloupnost je rostouci, jestlize v kazdém takovémto prechodu prislusna hodnota vzroste

Jaké jsou ptislusné negace?

Ziejmé je posloupnost omezend pravé kdyZz je soucasné shora a zdola omezena.
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Podobnou definici vlastnosti skoro 1ze zavést i pro spocetné mnoziny; napt. vyrok ,skoro viechny body spocetné
mnoziny A lezi v mnoZiné U" znamend, Ze jen kone¢né mnoho bodti z A leZi mimo U.

Konec poznamek 2.

Pozndmky 3:
Vychézi se z posloupnosti v R, ale konvergence téchto posloupnosti je definovdna v R*, nebot’ je to vyhodné, jak
se ukdZze pozdéji.
Nicméné, konvergentni posloupnost znamend v mnoha textech konvergenci v R (podobné jako je tomu u konver-
gence fad nebo integréalil). V tomto textu je snaha vzdy popsat, v jaké mnoZing je konvergence pouzita.

Posloupnost, kterd nekonverguje, se v nékterych textech nazyva divergentni.

Musi se davat pozor, protoZe posloupnost kon-
vergujici k +o0 podle nasi definice je v mnoha
textech povaZovana za posloupnost, kterd nekon-
verguje a je divergentni.

L2
aggd
Ja od prirody konverguju k divergenci.
e
TakzZe se k nekonecnu mutize konvergovat i diver-
aggd

govat.

Nezalezi na usporadani indexu posloupnosti. Definice limity a posloupnosti {xy, } fikd, Ze pro kazdé okoli U
bodu a existuje jen kone¢né mnoho ¢lent posloupnosti, které nelezi v U.

Pro tuto definici staci posloupnost definovat jako soubor indexovany libovolnou spoc¢etnou mnoZinou (viz Otdzky),
nebot’ nezalezi na usporadani indexa.

PrepiSe-li se definice do jiného tvaru, napf. Ze existuje index ng tak, Ze pro vSechna n > ng je x, € U, je
indexovani pomoci pfirozenych ¢isel potfebné.
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Stac¢i pouzivat jen néktera okoli. Jestlize dané okoli obsahuje skoro vSechny ¢leny posloupnosti, ma stejnou
vlastnost i kazdé vétsi okoli.

Staci tedy tuto vlastnost ovéfovat jen pro takovy systém U/ okoli bodu a, Ze kazdé jiné okoli uz obsahuje mnoZzinu
zU.

To je napt. systém {Up, }n, kde Uy, = {z;|x — a| < 1/n} pro vlastni bod a, U,, = {z : x > n} pro a = +o0,
Un = {x;2 < —n} proa = —oo. Misto {1/n} (resp {n}) lze vzit i jinou posloupnost kladnych &isel konvergujici
k O (resp. k +00).

Konvergence posloupnosti k @ € R md pfirozeny vyznam, zobrazi-li se bud’ na ose x (pak vSechny jeji ¢leny se
bliZi k a ve smyslu vzddlenosti na pfimce) nebo jako graf v roviné (graf se blizi k pfimce y = a, tj. tato pfimka je
jakousi asymptotou grafu posloupnosti).

Konvergence k +0o0 znamend, Ze hodnoty posloupnosti rostou nade v§echny meze.

(Do ‘(D”

Neni nutné, aby se vSechny Cleny posloupnosti bliZily stejné rychle, napf. liché ¢leny se mohou k limité blizit
rychleji nez sudé Cleny (tj. pro dané okoli limity se nachdzi mimo néj mnohem méné lichych Clent nez sudych
Clent posloupnosti).

liché cleny

sudé ¢leny : .

Konec pozndmek 3.

Poznamky 4:
Poznamky k charakterizaci vlastni limity. Vlastnost 2 v pfedchozi charakterizaci konkrétni limity fik4, Ze kon-
vergence nezavisi na posunuti (nebo Ze konvergence k libovolnému vlastnimu bodu 1ze definovat pomoci konver-
gence k 0 a pomoci aritmetické operace, zde odcitani).

Ttet{ vlastnost charakterizuje konvergenci pomoci vzdalenosti bodt (vzdalenost mezi prvky posloupnosti a limitou
se blizi k 0).

Ctvrta vastnost je prepis definice, vyjadiime-li okoli pomoci nerovnosti. Tato charakterizace se &asto nazyva e, ng-
charakterizace limity posloupnosti.
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Tu je dobré si pamatovat. Podobnd bude i u
funkei.

Posledni vlastnost plati i pro nevlastni body a vyjadfuje vztah konvergence k uspofadani.
Bolzanova—Cauchyova podminka se pouZiva spiSe v dikazech neZ pro konkrétni posloupnosti. Pro konkrétn{
posloupnosti se Castéji pouzivaji jind tvrzeni.

Konec pozndmek 4.

Pozndmky 5:
Vyrok pokud md pravd strana smysl znamena dvoje: jednak musi limity na pravé strané existovat a s témito
limitami (tj. ¢isly) md dand aritmeticka operace smysl, tj. vznikly vyraz neni neurcity (napf. se nerovnd oo — 00).
Tvrzeni ik, Ze pokud ma prava strana smysl, pak m4 i levd strana smysl a obé strany se rovnaji.

V piipadég, Ze obé€ limity na pravé strané jsou vlastni, pak aritmetickd operace na pravé strané ma vzdycky smysl,
kromé déleni nulou pro limity podilu.

Pfi pocitani limity napt. souctu se tedy formdlné napiSe, Ze se tato limita rovnd souctu limit, i kdyZ v tuto chvili
jesté rovnost nenf zndma.
Teprve po ovéreni existence a smyslu pravé strany je mozné se vratit a potvrdit rovnost.

V piipadé, Ze prava strana z néjakého diivodu nema smysl, je nutné rovnost $krtnout a nelze ji pouZzit.

Nekdy je mozné u rovnitka napsat otaznik (?)
a po ovéfeni ¢i vyvraceni napsat ?7=ANO nebo
7=NE.

V rovnosti pro limity podilu by se spravné mél pridat predpoklad, Ze vSechna y;, jsou nenulova.

Nicméné, jak bylo pouzito v dikazu, jen konecné mnoho ¢lend ¥, mize byt nulovych (protoZe prava strana ma
smysl a jeji jmenovatel je tedy nenulovy).

Téchto konecné€ mnoho Clenti nemd pro limitu vyznam a je mozné posunout posloupnosti az od néjakého indexu
nebo nékolik prvnich ¢lend zménit.
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Posloupnost vlastné ,,Zije" u nekonecna, tedy jeji
zacatek nenf podstatny.

Konec poznamek 5.

Pozndmky 6:
Jestlize chdpeme prvni tvrzeni ve vét€ o zachovdvani nerovnosti jako A = B, pak druhé tvrzen{ je tvaru =B =

— A a tudiz jsou obé tvrzeni ekvivalentni.
Snadno se najdou piiklady, Ze v druhém tvrzeni ve vété o zachovdvani nerovnosti neni mozné zmeénit neostré
nerovnosti na ostré (viz Otdzky).

Je nutné si pamatovat, Ze nerovnosti mezi po-
sloupnostmi mohou prejit limitou v rovnost.

Konec poznamek 6.

Pozndmky 7:
Z vlastnosti hromadnych bodt vyplyvd, ze mnozina H hromadnych bodd posloupnosti {zy} lezi v intervalu

[lim inf 2, lim sup 2,,] a oba krajni body do H néleZi.

Posloupnost miiZze mit jediny hromadny bod (pokud uvaZzujeme jen hromadné body z R, pak nemusi mit zidny

hromadny bod — uvédomte si piiklad), nebo miZe mit za hromadné body celou rozsifenou realnou piimku (resp.
R).
V Otdzkdch je uvedena charakterizace mnozin, které jsou mnozinami hromadnych bodl posloupnosti.

Opét jsou k dispozici dvé ekvivalentni definice hromadnych bodl posloupnosti: pomoci okoli a pomoci limit
podposloupnosti.

Jako vzdy v téchto piipadech je vhodné mit na
mysli obé mozZnosti a vyuzivat jednu z nich nebo
obé podle specifické situace.
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Konec pozndamek 7.

Pozndmky 8:
Je mozné zde opakovat stejnou poznamku jako u hromadnych bodu posloupnosti: jsou dvé ekvivalentni definice
hromadnych bodt mnoziny, a to pomoci okoli a pomoci limity posloupnosti, a pouzivaji se obé dvé podle momen-
talni vhodnosti.

Opét se ukazuje rozdil mezi posloupnosti a mnozinou hodnot jejich ¢lenti. Konstantni posloupnost ma hromadny

s Nz

bod (svou hodnotu), kdezto jednobodovd mnoZzina nema zadny hromadny bod.

| Jsou to jednoduchosti. I

PRIKLADY

Konec poznamek 8.

Piiklady 1:
Priklady posloupnosti:
aritmetickd posloupnost {a + nd}>2 .
geometrickd posloupnost {ag" }°° .
{n?}, {1/n}, {sin(n)}, {2} { ¥V},

posloupnost ploch pravidelnych n-thelnikd vepsanych do kruznice.

Rekurentné zadané posloupnosti:

aritmeticka posloupnost xg = a, xp41 = =, + d,

geometrickd posloupnost xg = a, Tp4+1 = Tng

21 =129 =22y = (xn_2o+an_1)/2pron > 3.

Fibonacciova posloupnost {zy, }, kde z1 = 20 = 1, 242 = &p, + Zp41 pron > 3.

Grafické znazornéni posloupnosti: Zndzornit posloupnost 1ze dvéma zpusoby. Jednak jako body na piimce (v
tomto zndzornéni vSak neni vidét opakovani bodut):

...jednak jako graf, tj. mnoZinu bodd {(n, zy);n € N} v roving:
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Konec prikladu 1.

Ptiklady 2:
Urcete, které z nasledujicich posloupnosti jsou (ryze) monoténni nebo (shora, zdola) omezené:

{Va}, fsin(l/n), {V2}, {(n-3)}, {3%}-

Které z nich jsou skoro monoténni a nejsou mo-
noténni?

U rekurentné zadané posloupnosti 1 = 1,290 = 2,2, = (zp—2 + xp—1)/2, ukaZte, Ze podposloupnost ¢lentd s
lichymi indexy je rostouci a podposloupnost ¢lent se sudymi indexy je klesajici.

Konec piiklada 2.
Priklady 3:

Ovérte nasledujici skutecnosti:
Posloupnost samych jedni¢ek {1, 1,1, ...} md limitu rovnu 1.

Posloupnost stiidajicich se nul a jednicek {0, 1,0, 1,0, 1,...} nem4 limitu.
Posloupnost (klesajici) {1/n} m4 za limitu 0.

Posloupnost, kde se stiidaji 0 a 1/n (4. {0,1,0,1/2,0,1/3,...}) md za limitu 0.
Posloupnost {1/2"} ma za limitu 0.

Posloupnost {2} md za limitu +occ.

Posloupnost {a""} md za limitu 0 nebo 1 nebo +oc podle toho, zda je |a| < 1,a = 1,a > 1, resp. Je-li a < —1,
nemd posloupnost {a"} limitu.

Spottéte omezenou ,plochu” mezi parabolou y = 22 a pifmkou y = 1 nésledujicim zpisobem: Po¢itejte plochu
pod parabolou nad intervalem [0, 1] pomoci limity posloupnosti { sy, }, kde sy, je soucet ploch obdélnicki s vrcholy
(i/n,0), ((i +1)/n,0), ((i + 1)/n, (i/n)?), (i/n, (i/n)?), kde i probithd 0,1, ...,n — 1.

Ukazte, Ze kazdé redlné ¢islo je limitou posloupnosti raciondlnich ¢isel a limitou posloupnosti iraciondlnich cisel.
Pouzijte model R vytvoreny v kapitole o redlnych Cislech.

Konec priklada 3.
Ptiklady 4:
Najdéte podle vlastnosti (4) pro dané ¢ nejmensi mozné ng pro ovéfeni lim 1/n = 0.

Najdéte posloupnosti { inf zy, }5 a {sup @y} pro z, = 1/nnebo z, = n/(n+ 1).
n>k n>k

Ovéite, Ze plati Bolzanova—Cauchyova podminka pro posloupnost {1/n} a Ze neplati pro posloupnost {/n}.

Dokazte pomoci Bolzanovy—Cauchyovy podminky, Ze posloupnost {xz,,} konverguje, kde {zy,} je zaddna reku-
rentn¢:
1 =2, Tpi1=+Tn.

Konec prikladu 4.
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Piiklady 5:
Pouziti véty o limité souctu pro lim(n + %):

e napise se prava strana lim n + lim %

v .. 2 ¥ 1 1
spoCtou se limity na pravé strané limn = oo, lim - = 0

e OVEfi se smysl souctu co + 0 = oo

napise se vysledek lim(n + %) = 0.

V praxi se postupuje rychleji: piSou se postupné (zatim formdlni, neovérené) rovnosti

1 1
lim(n—f——) =limn+lim—=00+0=00.
n n

ProtoZe posledni a ptedposledni rovnosti maji smysl, ma smysl i rovnost prvni.

| Proto se nékdy pouziva to rovnitko s otaznikem. I

1N ? 1
lim(n+—) =limn+lim— =00+ 0=00, 7= ANO
n n

Limita polynomu. Necht’ je posloupnost zaddna hodnotami polynomu stupné asponi 1 v bodech n € N, tj, z), =
apn® +ap_1n* 1+ .. +ain+ag kde k € Naag, ai, ...ay jsou redlnd &isla, aj, # 0. Ukate, Ze lim z,, = +o0,
kde znaménko vysledku je znaménko ¢&isla ay,. Odtud vyplyvd, Ze lim 1 /2, = 0.

Limita podilu polynomi.. Necht' dvé posloupnosti jsou zadany polynomy, z,, = axn®+a,_1n*~1+...+ain+ag
ayn =bnl +b_1n!~1 4+ ...+ bin+ by, kde opdt k, 1 € N, az, # 0,b; # 0.

Ukolem je spoéitat lim % Pii pfimém pouZiti véty o limité podilu se na pravé strané dostane neurcity vyraz (podil
nekonecen). Je tedy nutné podil % nejdiive upravit, napf. krdcenim zlomku vyrazem =", kde m = min(k, ).

Ukazte, Ze potom lze pouZit vétu o limité podilu a vysledkem je

0, k<l
lim = gk k=1
Yn oo, k>,

kde znaménko u oo je stejné jako znaménko %’;

Limity s odmocninami. Limity, kde jsou ve vyrazech rozdily odmocnin vedoucich k neur¢itym vyraziim oo — oo,
jako napt. v/n + 1 — +/n, se Casto daji pocitat roz§ifenim (jako zlomku) vhodnymi vyrazy, které rozdily odmocnin
postupné pievedou na rozdily polynomt. Napf. uvedeny vyraz v/n + 1—+/n se chdpe jako zlomek s jmenovatelem
1 a roz8ifi se vyrazem v/n + 1 + y/n; dostane se zlomek

(n+1)—n 1
Vn+l+yn Vn+l4+yn’

na ktery jiz 1ze pouzit pfimo vétu o podilu.
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Vv

Pro odmocniny vysiich fadi se pouZije vzorec a¥ — b = (a — b)(a**1 + a* =204 a# 302 4 ... + abF—2 4 pF 1),
Napft.

{)’/nz—l—n—{)’/nQ—l
m
n

li

se spoditd tak, Ze se zlomek rozsiif vyrazem /(n2+n)2 + VnZ +n¥n? —1 + /(2 —1)2 a v ditateli se
dostane (n? +n) — (n®> —1) =n + 1.

| Dopoctéte priklad do konce. I

Konec prikladu 5.

Priklady 6:
Vypoctéte pomoci druhého Dusledku lim

sinn
R

Pomoci prvniho Diisledku Ize spo&itat limnsin(1/n) = 1 [ndvod: z jednotkové kruZnice pouZijte nerovnosti
sin(1/n) < 1/n < tg(1/n)].

Posloupnost { ¥/a} je pro a > 1 klesajici a tedy konvergentn{ k &islu ¢ > 1. ProtoZe pro ¢ > 1 je lim ¢" = o0,
musi byt lim ¥a = 1.

Predchozi vysledek lim /a = 1 plati i pro 0 < a < 1 — sta¢{ pouZit predchozi vysledek pro 1/a.

Podobné Ize dokézat lim {/n = 1 [pro dikaz monoténnosti je vhodné pouZit Bernoulliovu nerovnost].
Ukazte, ze lim p™ /n! = 0 pro kazdé p € R.
[Navod: Posloupnost {Z—T:} pro p > 1 je posloupnost nezdpornych Cisel, kterd jsou od néjakého indexu shora

omezena posloupnosti 7(1/2)" !, kde r > 0,1 € Nal > 2p.]

//////

V jednodussich piipadech lze nejprve ukazat, Ze posloupnost ma néjakou limitu a potom je mozné zlimitovat
rekurentni vzorec; ziskd se tak néjaky vztah pro limitu, z kterého se da limita vypocitat.

Necht z1 =laxy11 =1+ ap + 1/zy. Pak zo = 3, 23 = 4.33, 24 = 5.56.
Je posloupnost {2, } rostouci?
Vidime, ze
. 1
Tn <apy1=1+zy+1/xn, jetotéZco — > —1,
T
coz opravdu plati, protoZe se zacind s kladnym ¢islem z1, a proto vSechna Cisla z,, jsou kladna.

Existuje tedy lim x,, = A (podle véty o limité monoténni posloupnosti.

Nyni se provede limita obou stran rekurentniho vzorce:
. . 1 1
hmmn+1:hm(1+xn+—), tedy A=14+A+ —
Ty A

(posledni vyraz ma vzdy smysl, protoze A nemuze byt 0).
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Tento vztah plati pro A = 400 nebo pro A = —1. Limita posloupnosti {z,,} je tedy rovna bud’” —oco nebo —1
nebo +oc0. ProtoZe Cisla xy, jsou kladna, je lim z,, = +oc0.

Pokud by napf. 1 = —1/2 (obecné 1 € (—1,0)), bude posloupnost {zy, } klesajici a lima,, = —1. Prox; < —1
bude posloupnost {x} rostouci a opét lim x,, = —1. Pro 1 = —1 bude posloupnost {x, } konstantni.

Tento postup neni jednoduchy, ale je zapotiebi.
Je to prosté matematika. Uhodnout vysledek ne-
staci.

| Ja jsem to spocital rychleji pomoci kalkulacky. I

Necht’ je posloupnost ddna rekurentnim vzorcem zy, 11 = 1/(xy, + 1) azy = 0.
Potom je

r9g = 1,23 =0.5,24 = 0.67, 25 = 0.6, xg = 0.625, 27 = 0.615, - - -
a tedy posloupnost neni monotonni.

Ale podposloupnost {z2,,+1} je rostouci a podposloupnost {x2,, } je klesajici (dokaZte to) a obé podposloupnosti
tedy maji vlastni limity lim z9,,41 = B, lim x9,, = C (proc jsou limity vlastni?).

ProtoZe xy, 1o = (1+2y)/(2-+y,), musi B i C spliiovat rovnici = (1+)/(2+1), coZz znamend z° + 2 —1 = 0,
atedy B = C = (/5 — 1)/2, piblizné 0.618. (Pro¢ nelze pouZit druhy kofen dané kvadratické rovnice?)

| To se ndm to pé¢kné motalo, co? I
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V praxi je rekurentné zadana posloupnost bud’
rovnou monoténni, nebo je to posklddané ze
dvou monoténnich.

&
Ten, kdo neovéiuje pozadovanou a ocekdvanou
o monoténnost, piipadné jinak rad zlobf si zkusi re-

kurentni posloupnost a1 = 1, ap4+1 = —an.

Destinny rozvoj realného cisla

Pro dané redlné Cislo r se oznali 1 nejvetsi celé Cislo mensi nez r; pak r — rg < 1 = 10/10. Ddle se oznali rq
nejvetsi z ¢isel 0, 1, ..., 9, pro které je rg + % <r;pakr — (rg + %) < 1/10 =10/100.

Indukci je mozné pokraCovat ddle a sestrojit posloupnost {7, }ry obsahujici ¢isla 0,1, 2, ..., 9 tak, Ze ¢islo

+ip 2By

Sy = T — —= — e 7
m= 70T 0 T 102 T 103 107
je mensi nez r o méné nez 10~ ".

Posloupnost {sy, }1y je neklesajici.

Posloupnost {sy, }n je vidét na kalkulacce "od-
leva".

Protoze posloupnost {10~} konverguje k 0, konverguje {sy, }ry k r.
Tato skuteCnost se stru¢né zapisuje symbolem r = rg, r1797374.... a nazyva se desetinny rozvoj ¢isla r.

Kazdé ¢islo tedy ma desetinny rozvoj (takto se-
strojeny je urcen jednoznacné).
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Jestlize se pro posloupnost {ry}3° obsahujici ¢isla 0,1,2,...,9 definuje s, pfedchozi rovnosti, je posloupnost
{sn} neklesajici a md tedy néjakou limitu (supremum) 7.

Posloupnost {7, } ale nemusi byt desetinny rozvoj definovany v predchozim odstavci (napf. &islo 1 md za desetinny
rozvoj 1.0000... a posloupnost {7, }5°, kde 79 = 0 a7, = 9 pron > 0, ma za piislusné Cislo r také Eislo 1.

Casto se i tyto situace oznacuji jako desetinné rozvoje.

Mnoho povyku pro nic ;-) I

Jo, je to jedno. I kdyZ rovnost 1 = 0.999999 - - -
mi déla radost.

Eulerovo ¢islo e

Nyni bude spoCtena velmi dilezitd limita lirrln(l +1/n)™

Vyraz v limité se rozvine pomoci binomického rozvoje a upravi na tvar

1 1 1 2 1 1 n—1

<1+%)n:1+1+%(1—E)Jr5(17;)(1—5)+-~+m(1—ﬁ)m(17 -

).

Z této upravy lze zjistit dvé skutecnosti. Jednak, Ze dand posloupnost je rostouci (jako Cinitelé se zde vyskytuji
¢leny 1 — k/n, coz v dal$im ¢lenu posloupnosti davda 1 — k/(n + 1), coz je vétsi Cislo; navic vyraz pro n + 1 ma
jesté pridany kladny posledni ¢len) a jednak, Ze je omezena seshora.

Posledni skute¢nost mozna vyzaduje vysvétleni: vynechaji-li se ve vyrazu na pravé strané vSechny zavorky, vyraz
se zvetsi — protoze n! > 2™, dostdva se

1\n 11 1 11
(1+E> e R B e e T ) B Iy s <3.

21 " 3l (n—1) 2 22 on—1

Takze lim(1 + 1/n)™ existuje a rovna se kladnému Cislu mezi 2 a 3. D4 se dokézat, Ze je to transcendentni ¢islo
n

rovné 2,718... Nazyva se Eulerovo ¢islo a znadi se e.

| Po dobrém nebo po zIém to musi umét vSichni. I
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Konec piikladu 6.

Ptiklady 7:
Posloupnost {0,1,0,1,0, 1, ...} stfidajicich se nul a jedni¢ek ma dva hromadné body: 0 a 1.
Jaké méd hromadné body posloupnost {cos(mn/4)}?
Najdéte prostou posloupnost s hromadnymi body {—1, 0, 2}.

Najdéte posloupnost {x,, } s hromadnymi body {1/k}ren.
Bude 0 také hromadnym bodem {x, }?

Necht’ {x,,} je posloupnost obsahujici vSechna raciondlni ¢isla jako Cleny (existuje takova posloupnost?).

Pak kazdé &islo z R* je hromadny bod {zy, }.

Naleznéte lim inf a lim sup posloupnosti pouzitych v piikladech.
Konec priklada 7.
Priklady 8:
Jaké hromadné body md interval (0, 1)?
Jaké hromadné body md mnoZina raciondlnich bodut v intervalu (0, 1)?
Jaké hromadné body md mnozZina iraciondlnich bodt v intervalu (0, 1)?
Najdéte podmnozinu (0, 1) majici jediny hromadny bod. MiZe byt tato mnoZina nespocetna?
Ukazte, Ze neexistuje mnozina A majici za hromadné body pravé mnozinu {1/k}rcn.

Konec prikladu 8.

OTAZKY

Otazky 1:
Pieved'te posloupnost {v/1 — 2n} °° o do posloupnosti indexované pfirozenymi Cisly.
U posloupnosti uvedenych v predchozich Prikladech napiste napf. paty ¢len.
Zkuste u uvedenych rekurentné zadanych posloupnosti v piredchozich Prikladech najit ,nerekurentni" vyjadieni

Tn.
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Znazornéte graficky (obéma zpisoby) posloupnosti {1 — 2/n}, {\/n}, {(1 + (—=1)")/2}.
Konec otazek 1.
Otédzky 2:

Necht' P je néktera z vlastnosti: (ryze) monoténni, prostd, konstantni, omezend. UkaZte, Ze kazdd podposloupnost
posloupnosti s P ma taky P.

MiZe mit posloupnost {zy, }, kde mnoZina vSech x, je nekone¢nd, konstantni podposloupnost?
Je-1i posloupnost skoro prostd, je mnozina hodnot této posloupnosti nekonecna. Plati opak?

Kazda ryze monoténni posloupnost je prostd. Kazda monoténni posloupnost je bud’ skoro konstantni nebo obsa-
huje ryze monoténni podposloupnost (se skoro stejnou mnoZinou hodnot). Dokazte.

Ukazte, Ze skoro konstantni posloupnost md konec¢nou mnozinu hodnot. Plati opak?

Charakterizujte posloupnosti, které obsahuji prostou podposloupnost.

Charakterizujte posloupnosti, které neobsahuji konstantni podposloupnost.

UkaZzte, Ze kazda posloupnost obsahuje monoténni podposloupnost.

UkaZte, Ze kazda prostd posloupnost obsahuje ryze monoténni podposloupnost.

UkaZte, Ze kazda skoro neklesajici posloupnost je zdola omezend. Uved’te ptiklad, Ze nemusi byt omezena.
Posloupnost je konstantni pravé kdyZz je neklesajici a nerostouci. Dokazte.

Ukazte, ze posloupnost {zy, } je omezend (nebo shora, zdola omezend) pravé kdyz existuje kladné &islo k tak, ze
pro v8echna n € N je |z | < k (resp. xpn, < k, resp. —x, < k).

Ukazte, Ze posloupnost je omezend (nebo shora, zdola omezend) pravé kdyz je skoro omezend (resp. skoro shora,
zdola omezena).

Konec otazek 2.
Otazky 3:
Dokazte nasledujici tvrzeni:

Jestlize {x,, } konverguje k a, pak konverguje k a i kazdd posloupnost ziskand z {x;, } zménou, vynechdnim nebo
pridanim kone¢né mnoha ¢lent.

Prehdzi-1i se indexy u posloupnosti {2, } konvergujici k a, konverguje i vyslednd posloupnost k a.
Necht' {xy} konverguje k a. Pro kazdé n € N bud’ S, neprdzdnd kone¢nd podmnoZina intervalu [n,n + 1) a

oo
S = |J Sp. Pak posloupnost {ys}scs, kde ys = zy, pro s € Sy, konverguje k a.

n=1
(Posloupnost {ys} sc s vznikla z {x), } tak, Ze kazdy bod se kone¢nékrit opakuje.).

Je mozné vzit i prazdné mnoziny Sy, ale ne
vSechny (kolik?).

Jestlize {xy, } konverguje k a a {x,, } neni skoro konstantni, pak existuje prostd podposloupnost konvergujici k a,
kterd md stejnou mnoZzinu hodnot jako {xy, }.

Jestlize {xy, } konverguje k a a {xy, } neni skoro konstantni, pak existuje ryze monoténni podposloupnost konver-
gujici k a.
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Lze vzdy pozadovat, aby tato podposloupnost
méla stejnou mnozinu hodnot jako {z}?

Jestlize podposloupnosti {zn }res: {¥n}nen s posloupnosti {zn } konverguji k a, pak {xy } konverguje k a. (Ji-
nymi slovy, jestliZe spojime dohromady konecné mnoho posloupnosti konvergujici k a, pak i vyslednd posloupnost
konverguje k a.)

UkaZte na piikladé, Ze to neplati pro spojeni nekone¢né mnoha posloupnosti.

Limita posloupnosti je +o00 pravé kdyz Zadna podposloupnost neni shora omezena.

Jak je tomu pro limitu rovnou —oo?

Konec otazek 3.

Otazky 4:
Ukazte, Ze pro libovolnou posloupnost {xy, } je posloupnost { n;fk @}, neklesajici a posloupnost {sup @y, };, ne-
n>k n>k
rostouci.

Uved'te piiklad, Ze i pro prostou posloupnost {z, } nemuseji byt posloupnosti { u;fk Zn i a {sup zp }i ryze mo-
n>k n>k
noténni. Kdy jsou ryze monoténni? Mohou byt obé ryze monoténni?

Ukazte, Ze pro kaZdou posloupnost {z,, } plati sup ( inf z,,) < inf (sup zy,).
keN n2k keN " p>k

Konec otazek 4.
Otazky 5:

Ukazte pomoci limity soucinu, Ze pro p € R je limp - x,, = p - lim z,, pokud ma prava strana smysl (tj. pokud
existuje lim ).

Ukazte pomoci limity souétu a predchoziho tvrzeni, Ze lim(zy, — ) = lim 2, — lim y;, jakmile md pravd strana
smysl.

Dokazte matematickou indukci, Ze pro libovolné piirozené Cislo k a k posloupnosti {x1 ,},{z2.n}, - 1%k 0}
plati

k k
lim E Tip = E limz; , ,
n ] n

=1 =1

ma-li prava strana smysl.

Podobné pro kone¢ny soucin posloupnosti.
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Dokazte vétu o limité soucinu posloupnosti pomoci e, ng-charakterizace limity.

Najdéte ptiklady posloupnosti {zy, }, {yn} tak, Ze limz,, = 0,lim y,, = 0 a lim x,, /y,, je pfedem dané &islo z R*
nebo, Ze lim x, /yy, neexistuje.

2 N2

Najdéte priklady posloupnosti {xy, }, {yn } tak, Ze lim z,, = 0,limy,, = +00 a lim x, - yy, je predem dané &islo z
R* nebo, ze lim xy, - ¥, neexistuje.
Uvédomte si, Ze tvrzeni v Otdzkdch 1 ptedchozi kapitoly o redlnych ¢islech uvedené hned pred Casti Redlné expo-
nenty ¥ikd, ze lim "™ = 1 pokud lim r,, = 0.

n n
limrp

Ukazte pomoci tohoto tvrzeni, ze lima"™ = a
n

Konec otazek 5.

Otéazky 6:
Ukazte, Ze pro piipad nevlastnich limit Ize prvni Dusledek zformulovat jednoduseji:

Jestlize xy, < ypn pro skoro v§echna n a lim x,, = +o0, pak i lim y,, = +0o0.

| Jak vypada formulace pro —oo? I

Plati obdoba druhého disledku pro nevlastni limity? (Tj., jestlize {x;, } je omezend a {y;, } konverguje k 400, pak
lim znyn = +007?)

Jestlize lim @, = sup{ay, }, pak 1ze posloupnost {x,, } piehdzet tak, Ze vznikne neklesajici posloupnost.

V druhé &ésti prvni véty nelze pouZit ostré nerovnosti. Uved'te priklad posloupnosti {x,} a {yy,} takové, Zze
Ty, < Yp pro vechna n a lim z,, = lim y,,.

Ukazte, ze jestlize limx, < p, pak skoro v8echny prvky posloupnosti {x} jsou mensi nez p. Podobné pro
obracenou nerovnost.

Dokazte nasledujici zobecnéni véty o zachovéavani nerovnosti limitami: Necht” existuji limity posloupnosti {xy,} a
{yn}. Jestlize pro skoro kazdé n je x,, < yj. pro nekonecné mnoho indexii k, je lim xp, < lim y,.

Je-li tedy v pfedchozim tvrzeni navic poZzadavek, aby i skoro kazdé y,, nebylo vétsi neZ nekone¢né€ mnoho x;, pak
lim z,, = lim yp,.

Konec otazek 6.
Otazky 7:
Uved'te priklad posloupnosti {xy, }, kterd nemd limitu v R* a zddny hromadny bod v R.

Uved’te priklad prosté posloupnosti {zy,}, kterd mé ptresné dva hromadné body (tj. liminf 2z, a limsup z,, #
lim inf x,,).

Pro libovolnou kone¢nou mnozinu K v R najdéte posloupnost majici za hromadné body praveé body z K.
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Rika se o mné, Ze jsem uzaviend. To vSak neni
jisté. Skutecnost je takovato:

*Necht' pro kazdé n € N je a,, hromadny bod posloupnosti {x, }. Pak kazdy hromadny bod posloupnosti {a, } je
hromadnym bodem posloupnosti {xy, }, tj. mnoZina hromadnych bodt je uzaviend v R (MnoZina A C R se nazyva
uzaviend , jestlize plati ({zn} C A, x, — a = a € A).

Je uzavfeny interval uzavienou mnoZinou?

Poznamka.

Plati i opak: Je-1i F’ uzaviend mnozina v R, pak existuje prostd posloupnost {xy, } tak, Ze F' je mnoZina viech jejich
hromadnych bodi v R.

v

To je vSe. Byl to Cajicek, pfisté pritvrdime ...

Konec otazek 7.

Otazky 8:
Jak Ize zeslabit v tvrzeni (4) pfedchoziho Pozorovéni predpoklad, Ze {xy,} je prosta?

Pro libovolnou kone¢nou mnozinu K v R najdéte mnoZinu majici za hromadné body pravé body z K.
Je-li A C a, b], pak kazdy hromadny bod mnoZziny A lezi v [a, b].
Je-li A C F'a I je .uzaviend mnozina, pak kazdy hromadny bod mnoziny A lezi v F'.

Ukazte, ze mnoZzina hromadnych bodd dané mnoziny je uzaviena.

Poznamka: Kazdd uzaviend mnoZina v R je mnoZinou hromadnych bodd v R néjaké (spocetné) mnoziny.

Konec otazek 8.

CVICENI

Cviceni 1:
Konec cviceni 1.

Cviceni 2:
Konec cviceni 2.

Cviceni 3:
Konec cviceni 3.
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Cviceni 4:
Konec cviceni 4.

Cviceni 5:
Konec cviceni 5.
Cviceni 6:
Zakladni posloupnosti

Rozebereme si definici konvergence:

DEFINICE. Posloupnost {x,} v R konverguje k bodu a € R* (nebo ma za limitu bod a), jestlize kazdé
okoli U bodu a obsahuje skoro v§echny prvky posloupnosti.

Znadi se limy,— o0 T, = a nebo x, — a pron — oo.

| Je tfeba videt i obrazek. I

Pokud takové okoli md tvar (a — €, a + €), potiebujeme pro skoro vSechny prvky posloupnosti odhad

la —xn| < €.

| Takovy odhad je jednoduchy velmi zifidka. I

Regeni. Pro € > 0 najdeme n. = 1/ a pro indexy vEtsi nez n. jiz plati odhad

Piiklad. Platf lim;,oc = = 0.

0—an| <e.

Takové a podobné limity si je tfeba pamatovat k
feSeni prikladd ,vyssi kvality".
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Uspésné vyfesilo 10 z 10.

Podobné Ize spotitat piiklady pro zp, = 1/(n — 1), xp, = 1/(2n + 1), xp = 1/\/n, xpn = 1/71,3, Tp = 0.

| Je to samozfejmost. I

Kdykoliv budeme potiebovat, 1ze konvergujici
posloupnosti s¢itat, od¢itat, ndsobit a délit.

Jestli se takhle bude pracovat s tak krasnou vétou
jako je véta o algebie limit, tak se neznam.

KdyZ pocitame limity, piSeme u rovnitka znacku ,, V", aby bylo patrno, Ze se jednd o podmine¢nou rovnost.
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¥

. 2n+1 v
lim 3 =
n—oo n2 + 1

im —
n—oon° + 1

Zde ,V" znamenalo vetu o limité souctu.

Priklad. Plati lim,,—.o sin(n)/n = 0

LJestlize se nakonec dopocitime, byla to rov-

nost."

=0+0=0.

1m 3
n—oo n° + 1

Vv v

Jeste Castéji pouzivame odhad: vétsi posloupnost
ma vetsi limitu.

Nebo stejnou. J4 se asi roz¢ilim.

Jde o vétu ,mizejici krat nulova".

Taky jde pouzit ,policajty” 0 < —1/n <sin(n)/n < 1/n — 0, pron — occ.
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| Jde limitit dva scitance. Pro n lend to nedélejte. I

: (11 1?2
l=liml= lim (—+—4+---+—) = lim (0+0+---4+0) =0.

n—oo n—oo n—oo

| Kdo to udéla, ten si koleduje o moji pozornost. I

| Jde limitit dva Cinitele. Pro n ¢lenti to nedélejte. I

Kdo to udéla, budou se mu smat. I
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Jde limitit dva sCitance, které jsou zcela samo-

statné. Pro propojené Cleny to nedélejte.

w9
2 = lim <0+ %)” S lim (0+1)" = 1.

n—oo n—oo

| Kdo to udéla, bude piisobit jemné komicky. I

Pouzivame pouze dovolené operace podepiené

néjakou vétou.

| Tak to mam rada. I

Z:akladni skaly posloupnosti

Nékteré posloupnosti jsou rychleji mizejici nez jiné.
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Ja si ty drobecky nékdy prohliZzim patficné zvét-
Sené. Misto p, — 0 koukdm na 1/x,, — oo.

Napiiklad misto drobeckti 1/n méame chlapdky n.

PiSeme

Tedy

Nyni se lehce presvéd¢ime, kterd posloupnost

AN

rychleji ,utikd" k nekoneénu.

ATLI n(n—1)(n — 2)
- 1.2.3

3 .5

Tedy 2" je casem mnohem Ve&tsi nez n, n°, n° a

ur€ité i neZ jiné polynomy.

1 1
0 < =<—-— —=0,n—00.
2n n

Podobné se chovaji posloupnosti ¢" pokud |g| < 1. Samoziejmé je 1/q = 1 + ¢ a zase mocniny prevélcuji
polynom n.

Podobné se usvéd&i Ya — 1, poptipadé ¥/n —
1.
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Opravdu, pokud ¥/a = 1 + 2, pak po umocnéni jde x,, k nule.

Dalsi jednoduchd posloupnost s limitou k zapamatovéni (a dokdzani) je

2')’7,
lim — = 0.
n—oo n!

| Mocniny jsou pomalejsi nez faktoridl. I

lim — = 0.

Také plati

| Polynomy jsou pomalej$i nezZ mocniny. I

1 n
lim <1+ > = e.
n—oo n
JiZ jsme ji zkoumali. PoloZme nyni

1 n 1 n+1
S A R

Pak pomoci indukce ukdZzeme

Superddlezita limita je

a1 <as <ag <---<by<by<by.

Tim pddem (monoténni a omezené) posloupnosti {ay} i {by} maji limitu e (spole¢nou, protoze b, =
an(1+1/n)). Automaticky 2 < e < 3.
Také ndsledujici posloupnost je uZzite¢nd (jeji odvozeni neni snadné)

N2 N B S S A
o \OL T T T T3 T T ) T
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Je to trosku pracné, ale hlavni je ten vysledek.
Jesté se s nim setkdme.

Zkoumejme chovani
Ty = n!

a srovnejme ji s ostatnimi rychle rostoucimi posloupnosti.

~evs

Je to nejzdludné;jsi posloupnost co zndm.

Plati uzite¢ny odhad

- n! .
3 2
(Prvni nerovnost se dokdZe indukei, druhd pomoci nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeé-

rem.)

Kdo chce lepsi odhad, dostane

Tak se dostaneme k p&knym odhadim V/n!.
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Rekurentni posloupnosti

Uvazujme posloupnost z1 = V2, x9 =V2+ V2, r3=1\/24+V2+ V2, ...

Jde o rekurentni posloupnost splitujici

Tntl =V2+ap .

Plati x1 < x9 < x3 < --- < 2 (dikaz pozorovanim vzorecku a indukcfi).
Monoténni omezend posloupnost {2, } md kone¢nou limitu, ozna¢me ji A.
Zlimitime rekurentni vztah

Tp+1 = V24,
vyjadieny ve tvaru

(.’I:,,,,+1)2 =24 ap

a dostaneme po chvilce pfemysleni A = 2.

| Vyftesil jeden z 10. I

Jde o putovéni po grafu funkce f(x) = /2 + z systémem, pii kterém zvolime 1, pak na grafu f zahneme
doprava a na grafu identity zahneme dolt a najdeme 5. Pak z x5 postupujeme dale. Tak sestrojime hledanou
rekurentni posloupnost {z, }.

w

(1/2)

/ (2+x)
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Pfiklad. Zkoumejte rekurentni posloupnost

1 1
Tn+1 = 2 Tp + ]
n

Reseni. Jde o putovani po grafu funkce f(x) = (x + 1/2)/2 systémem, pii kterém zvolime 1, pak na
grafu f zahneme doleva a na grafu identity zahneme dolii a najdeme x2. Pak z z9 postupujeme dale. Tak
sestrojime hledanou rekurentni posloupnost {xy, }.

(x + 1/x)/2

o 1 2 3 a
)Cz x )Cl

Limita bude jednicka (jde o monoténni a omezenou posloupnost) a hodnota limity se zjisti zlimiténim
rekurentniho vztahu.

Pokud zac¢neme vlevo od jednicky, posloupnost bude monoténni od indexu 2.

Mame hezké reSeni.

Priklad. Posloupnost spliiuje 1 = 4, xp41 = %xn Zjistéte limitu.
Sestrojend posloupnost neni monoténni, ale podposloupnost s lichymi (i sudymi) indexy je monoténni a
omezend. Spoéteme limity téchto monoténnich posloupnosti a zjistime, Ze ptivodni posloupnost konverguje.

6/(1+x)

x2 xl

Priklad. Pocasi bylo kazdy rok ,primérné" (primér za posledni dva roky). Zjistéte, k jakému pocasi to
spéje.
Reseni. Oznaéme 21 = A, x9 = B. Plati

_ Tpn Tt Tp4l
Tnd2 = — 5 -
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Nabizi se konstantni feSeni y,, = 1. To nevyhovuje svymi prvnimi Cleny.
Dalgi feSen{ se nabizi z, = (—1/2)". To také nevyhovuje svymi prvnimi ¢leny.

Najdeme konstanty « a 3 takové, aby x,, = oy, + B2z, bylo hledané pocasi. Jde o soustavu dvou rovnic o
dvou neznamych «v a 3 s parametry A a B
-1
1
B = al+p 1 )

(porovnavame prvni dva ¢leny posloupnosti).
Zjistime « a 3 a spocitame limitu xy,.
Spocitdme, Ze se pocasi ustdli na (A + 2B)/3.

Nevyftesil nikdo.

"y

Jak hledat dvé ,nezdvisld" feSeni y,, a z;, v libovolné rekurentni situaci?

m

Pouzijeme metodu ,hddan{". Hleddme feseni ve
vhodném tvaru. Funguje to pro urcité typy pii-
kladt (zde ano).

Hledame posloupnost ve tvaru vy, = ¢” pro vhodnou konstantu c¢. Dostaneme v nasem piipadé rovnici

e CnJrl

2
coz po vydéleni ¢" vede na kvadratickou rovnici, kterd davd feseni 1, —1/2.

A2 —

Jednicka vede na yj,, druhé feseni na z,,. Linedrni kombinaci téchto dvou ,bazovych" feSeni dostaneme
feseni pro libovolnou hodnotu pocate¢nich podminek A, B.

ReSeni pomoci typovani vysledku ve vhodném
tvaru pouzivali i velci matematici.
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| Ja jsu mala. I

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, . ..

Pfiklad. Najdéte obecny ¢len posloupnosti

Rekurentni vztah je
Tp4+2 = Tn + Tp41 -

| Ma prekvapivé feseni. I

g3
| Ma prekrasné feSeni. I

Obecné posloupnosti

Plati fada tvrzeni pro obecné posloupnosti.

Piiklad. Pro posloupnost kladnych ¢isel x,, plati

lim 224l _ 1/2 = lim x, = 0.

n—oo  Ip n—oo

Reseni. Necht’ pro viechna n plati x,, 1/, < 3/4.Pak x,, < ¢(3/4)™ pro vhodnou konstantu.
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Tedy geometrickd posloupnost je vétsi. Konver-
genci k nule mdme diky policajtim. Misto 1/2
Ize vzit libovolné ¢islo 0 < ¢ < 1. Prog = 1 to
jiZ nejde.

Ptiklad. Pokud posloupnost kladnych ¢isel z;, md limitu, pak

. 1+ x2+ -+ ap
lim =

n— o0 n 7

lim z, .
1— 00

Ptiklad. Pokud posloupnost kladnych ¢&isel 2, ma limitu, pak

lim Yzizo- -2, = lim x, .

n

Ptiklad. Pro posloupnost kladnych &isel x,, plati

. . T 1
lim Yz, = lim S )

n—00 n—oo Iy

existuje-li limita vpravo.

| Nejsem nejhloupéjsi. Vzkazu rozumim. I

Triky a kouzla
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Piijméte na vlastni riziko pozvani do zakdzané
kommnaty kouzel a trikii. Vstup je na vlastni ne-
bezpeci. Prozrazené kouzlo sice funguje, ale jiz
nikdy neptjde objevit.

Pokud tedy opravdu chcete, podivejte se na né.
Doporucuji to udélat az v situaci, kdyZ si s feSe-
nim nevite rady.

RozloZeni zlomku na dva:

(Lo 1y,
n n+1) n+1"

Tomu postupnému pficitani a odecitani stejnych

¢isel fikdm TELESKOP.

Teleskop se pouZzije u soucint ruznych vyrazi, napiiklad

1 (n—1)(n+1) .

e T T w
1  (n—=1)(n+2)
”/(”;rl)  nn+1)
nd—1 (n—1)(n?+n+1)
n+1  m+D(n—-12+m—-1)+1)"
OznaCme
1 3 ) 2n—1
Sn=gtmtmt ot
Pak
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1 1 2n —1
S TR A TEs

| Jde o kiiZence teleskopu a geometrické fady. I
Zndmym trikem

vnt+l—yn  Vn+l—ynVn+14+yn 1
1 B 1 Vntl+yn  Vntl4yn

jsme prevedli rozdil ,skoro stejnych" véci na jedni¢ku déleno soucet ,skoro stejnych" véci.

K pozniani toho, které véci sjou skoro stejné si

pamatujme ndsledujici ,,odhady".

2
3

n2 1 .
vVn2+2n+1 ~ n+1,

n2+2n ~ n+1,

S

S
17
S

2

+

| =

Vnd+1 ~ n,
€/TL3+3712+37L+1 ~ n+1,
v/n3 +3n2 ~ n+1,

3 . c
nd+n? ~ n+-,

59

3 B
n3 +n ~ n.
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Ta vinovka znamena to, Ze limita rozdilu levé a

pravé strany jde k nule. Hle!

| To lze d¢inné pouzivat v piikladech I

:\3/71/3+17\/712+1 = (\3/71,3+17n)+<n7 7),2+1> = ...

Tak jsme nasli spoleéného znamého pro dvé od-
mocninové ,protivy". V kazdé zavorce pak pra-
cujeme znamym zpusobem.

KdyZz mame soucet dvou véci, je jedna z nich zpravidla vetsi a jde tak jejim vytknutim prevést soucet na
soudin:

Zavorku posleme k jednicce, protoZe se jedna o
soucin.
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Sly$im a rozumim.

Konec cviceni 6.

Cviceni 7:
Konec cviceni 7.

Cviceni 8:
Konec cviceni 8.

UCENI
Uceni 1:
Konec uceni 1.
Uceni 2:
Konec uceni 2.
Uceni 3:
Konec uceni 3.
Uceni 4:
Konec uceni 4.
Uceni 5:
Konec uceni 5.
Uceni 6:

Varovani. Informace v sekci ,uceni" obsahuji takové nesmysly, Ze se z nich Ize poucit, ale nejde se z nich
nic naucit.

Ale ja to myslel dobfe ...

n—0o0o n—o0

" ? 3
lim <1+ > = lim ()" =1
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Nic Spatného jsem neudélal.

M34s pravdu, podepsal jsi svij rozsudek.

|

2 ? 2
lim "/n = lim (Vn)° = 1
n—oo n—oo
% | Tak jsem to rozstipl. I
(a®)¢ = ab® a ani o chlup mii & vic. Tj. radgji
nestipat.
.2 .2 2 2 ?
lim — = lim — ... =0-0- =0
n—oo n! n—oconn—1mn-—2
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i
¥

. 3 /(1 ?
lim cos™ () =
n—00 n

i
¥

:>—-
h=s
8:
3
VR
[
\
=
3=
\_/
[[e~o

33

Strucné a jasné.

Mo0000000000000¢ stru¢né.

|

lim cos™ 0) =0

n—oo

Limity mam rad.

Limity té¢ moc rady nemaji.

| |

lim n(l1-1) =0

n—oo



Konec uceni 6.

Uceni 7:

Konec uceni 7.

Uceni 8:

Konec uceni 8.
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Je dobre znat sinus.

Je 1épe umét analyzu.
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