Zavedeni a vlastnosti redlnych Cisel

Sezndmime se podrobnéji s redlnymi Cisly a Ci-
selnou osou.

| Sestrojeni redlnych ¢isel neni jednoduché. I

Konstrukce redlnych ¢isel sice neni ndplni matematické analyzy, ale mnoZina redlnych ¢isel R je pro matema-
tickou analyzu zdkladnim kamenem a je proto nutné byt s vlastnostmi R v tomto kurzu dobfe obezndmen.

V této ¢4sti bude naznacena konstrukce redlnych ¢isel a budou popsany jejich zdkladni vlastnosti.

| Zacneme od zacatku. I

PRIROZENA, CELA A RACIONALNI CISLA
Predpoklada se, ze mnozina N = {1,2,3, 4, ...} prirozenych Cisel a jeji vlastnosti jsou zndmé:
e na N existuje operace s¢itani;
e na N existuje operace ndsobent;
e na N existuje linearni usporadant;
S¢itani n+m a ndsobeni n - m (nebo jen nm) jsou komutativni (tj., nezdlezi na pofadi: m +n = n+m, mn =
nm) a asociativni (tj., nezédleZi na uzdvorkovani: m + (n + k) = (m + n) + k,m(nk) = (mn)k); navzdjem jsou

obé operace distributivni (tj., m(n + k) = mn + mk).

Usporadani 1 < 2 < 3 < 4 < ... se zachovava s¢itdnim a ndsobenim (tj., je-lin < m,jein+k <m+ka
nk < mk pro libovolné k € N).



Pocitani s pfirozenymi Cisly se na vysoké Skole
neméni.

Podle principu matematické indukce je N mnoZina obsahujici s kazdym prvkem prvek o jednicku vétsi. Navic
je jednicka jediny prvek, ktery neni o jednicku vétsi nez néjaky jiny prvek.

To je na pfirozenych Cislech kouzelné.

A v ptikladech je to nékdy jako vysvobozeni.

Aby bylo mozné i odc¢itat libovolna pfirozend Cisla (tj. vZdy vyfesit rovnici x + m = n), musi se pridat 0 a
zapornd ¢isla —1, —2, —3, .... Vznikld mnozina

Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}

se nazyvd mnoZinou celych Cisel a lze na ni vhodné rozsifit operace s¢itdni a ndsobeni i linedrni uspotfaddni.
S¢&itani n + m i ndsobeni n - m (nebo jen nm) v Z jsou opét komutativni a asociativni a navzajem jsou obé operace
distributivni. Uspofadan{

<32 -1<<0<I<2<3<.
se zachovava s¢itanim (tj., je-lin < m, jein + k < m + k pro libovolné k£ € Z) a ndsobenim prirozenymi Cisly;
znaménko nerovnosti se obraci pfi ndsobeni zapornymi celymi Cisly.



Zase nic nového pod sluncem.

Aby bylo mozné i délit libovolna pfirozena ¢isla (tj., vZzdy vyfesit rovnici xm = n), musi se pridat tzv. zlomky
in,m e Nym # 0.

Re3enf rovnic 2m = n a z(km) = (kn) jsou stejnd, a proto i zlomky 2 a ]i% jsou definovdny jako stejné.

Protoze i zlomky je tfeba odCitat, pfidaji se i zdpornd Cisla a mnozina QQ raciondlnich Cisel se definuje jako
mnozina zlomkt

Q= {p; p € Z, ¢ € N. p,q jsou nesoudélnd } .
q

Na Q 1ze opét vhodné rozsitit s¢itani a ndsobeni i linedrn{ usporadani.

Vskutku, prvky Q si predstavujeme na Ciselné
ose a je to jasné.

To je na ¢islech to nejhezci :-)

Mnozina Q ma tedy nasledujici vlastnosti:
e na QQ existuje operace s¢itani a od¢itant;
e na Q existuje operace ndsobeni a déleni (kromé& nulou);

e na (Q existuje linedrn{ usporadant;

S¢itani a 4 b i ndsobeni a - b (nebo jen ab) v Q jsou opét komutativni a asociativni a navzajem jsou obé operace
distributivni. Usporddani se zachovava s¢itanim (4., je-lia < b,jeia+c < b+cpro libovolné ¢ € Q) a ndsobenim
kladnymi ¢isly; znaménko nerovnosti se obraci pfi ndsobeni zdpornymi celymi Cisly.



Se zlomky je radost pocitat.

Tyto operace spolu s usporaddnim maji vzdjemné vhodné vlastnosti. Nicméné, jak je zndmo, napft. nelze v Q
odmociiovat. Je mozné pfidat vS§echny odmocniny, popt. néjaké dalsi prvky pro splnéni néjakych dalsich algebraic-
kych (kone¢nych) operaci a dostane se z algebraického hlediska vhodnd mnoZina.

| Je to mozné? ANO. I

% | Déla se to? NE. I

Ani tak vSak nebude moZné pouZivat nekone¢né operace, napr. soucet nekone¢nych fad (fada1 —1/2+1/3 —
1/4+ 1/5 — ... nebude mit soucet).

Doplnénim takovychto nekonecnych souctl uz se ziskd vhodna mnoZzina pro matematickou analyzu.

¥

Pristup pomoci nekone¢nych souctl neni pfili§ jednoduchy, a proto bude vyloZen trochu jiny pfistup pomoci
usporadani. V kazdém pripadé€ vsak je nutné pouZzit operace s nekone¢nymi mnoZinami.

Jde o to, aby se dalo mimo jiné pfesné zjistit

presné mnozstvi piva v pullitru. T.j. jde o hodné.




Pokud jesté nevite, jak se to dél4, tak se na
chvilku zamyslete, jak to udélat.

Nejradsi bych to nékde koupil, nebo jesté radeji
zmackl néjaké tlacitko.

| Radsi se na to posilnime. I

REALNA CISLA, SUPREMA A INFIMA

DEFINICE. Necht' A je ¢dsti linedrné uspofddané mnoziny X. Prvek z € X se nazyva horni mezi mnoziny A,
jestlize pro kazdy prvek b € Aje b < x.

mnoZzina A horni meze

—e—+—+——+—

DEFINICE. Nejmensi prvek (pokud existuje) mnoziny vSech hornich mezi podmnoZiny A se nazyva supremum

podmnoziny A a znadi se sup A.

mnoZina A suprémum




Ten bod, kdy vlacek zastavi, je supremum. Muze
a nemusi byt v mnoziné A.

DEFINICE. Ziejmym zpusobem se definuji dolni mez a infimum podmnoziny A C X (inf A).

infimum mnoZina A

Vlacek jede zleva. I

VETA. Mgjme podmnoZinu A linedrn& uspofddané mnoZiny X . Prvek s € X je supremem A pravé kdy? plati:
1. Prokazdéa € Ajea < s;

2. je-li s < s, pak existuje a € A takové, Ze s’ < a.

mnoZina A suprémum

K ,falesnému" suprému s’ se najde prvek a € A
VEtsi.




| Tohle se mockrat pouzije. I

POZOROVANI.

1. inf () je nejvétsi prvek X (pokud existuje),
sup () je nejmensi prvek X (pokud existuje).

2. ProAC X, A#(),jeinf A <sup A.
3. Pro AC Bjeinf B <inf A, supA < supB.

4. sup A = sup{z € X;z < a pron&jaké a € A}
inf A = inf{z € X;2 > a pron&akéa € A}.

Jde o jednoducha tvrzeni. Je tfeba je umét doka-
zat !

| Kdykoliv sly§im supremum, piSu si dva body. I

DEFINICE. Ozna¢me R* nejmensi linedrné uspofddanou mnoZinu, kterd obsahuje linedrné€ usporddanou mno-
Zinu Q raciondlnich ¢isel a ve které existuje sup A (a tedy i inf A) pro kazdou podmnozinu A C R*.

R* m4 tedy nejvétsi prvek (znaCeni +00) a nejmensi prvek (znaceni —oo). Mnozina R = R* \ {—o0, +o0} se
nazyva mnozina redlnych cisel.

mnoZina redlnych &isel R




Ten vlacek pfipomind, Ze existuji suprema. Jezdi

sem a tam a na mnoziny nardzi podle potieby.

Rozsifenou mnozinu redlnych ¢isel R* Ize chdpat jako soustavu podmnozin QQ, které maji vSechny tu vlastnost,

Ze s kazdym svym prvkem a obsahuji i kazdé raciondlni ¢islo mensi nezZ a a obsahuji i své supremum v @, pokud
existuje.

To je néco opravdu zajimavého. Je to vlastné
konstrukce mnoZiny redlnych ¢isel. Tedy ta mno-

V tomto modelu je redlné ¢islo x mensi nez redlné Cislo y, jestlize podmnozina v Q pfislusnd k z je casti
podmnozZiny piislusné k y.

Cislu inf A tedy piisluii primik podmnoZin Q odpovidajicich prvkim mnoZiny A.

Aritmetické operace na raciondlnich islech lze rozsifit na R a ¢aste¢né na R*. Pro a € R plati:
a+ (+o00) =a— (—o0) = +oo,
a4+ (—o0) =a— (+00) = —00,

(++00) +00 proa >0,
a-(+o00) =
—00 proa <0,

( ) —00 proa >0,
a-(—o0) =
400 proa <0,

+
@ _ ¢ *0,—oozf-j:oo proa # 0,
—+00 — a a
(+00) + (+00) = +00, (—00) + (—00) = —c0,



To je a neni kucharka. Asi je lepsi si to predsta-
vovat, tak se nespletete.

Nékteré kombinace Cisel a ,nekonecen" nebo pouze ,nekonecen" v predchozich vzorcich chybéji.

Jde o takzvané neurcité vyrazy:

0 (+o00), % proa € R*,

scitani ,nekonecen" ruznych znamének,
napf. (+00) + (—ox),

déleni ,nekonecen" libovolnych znamének,

v 400
napi. =32

V nésledujici ¢asti pfibudou dalsi operace s nekone¢nem a dalsi neurcité vyrazy.

Tyto neurcité vyrazy se k ni¢emu nepouZivaji,
nejdou rozumné definovat a jde o pojmenovani
obecné zapeklité situace.

Kdo to udgl4, je bambula. Napiiklad a/0 = co-
koliv, protoze samoziejmné nevyjde zkouska a =
0- cokoliv = 0.




A jednou jsem to zkusil pro a = 0, zkouska vysla

ale presto mé nepochvdlili. Jednou jsem to zkusil
a uz nemam chut’.

OBECNA MOCNINA A LOGARITMUS

V této ¢asti bude ukdzano pouziti suprem a infim
ke konstrukci novych operaci s redlnymi Cisly.

Je zndmo, Ze pro redlné ¢islo a an € N znamend o’ zkrdceny zdpis ndsobeni n stejnych ¢isel rovnych a.

Jestlize se definuje a =™ = 1/a™ a a® = 1, to vie pro a # 0, je a™ definovéano pron € Z akazdé a € R\ 0 (i
proa =0, je-lin € N).

Mocnina 0° se nedefinuje (je to dal3i neurity vyraz).

Ctime tradici a pouzivime ,neurcité vyrazivo".
V podstaté tim mame na mysli, Ze takovy ob-
jekt neni definovén (ve skuteCnosti Ize definovat
riznym zpisobem, zadny zplsob vSak neddva
smysl). Nicméné mtizeme zkoumat x¥, kde x i
y jsou blizko nuly.

Necht’ nyni n € N. Z dfive uvedenych vlastnosti redlnych Cisel plyne snadno, 7e a™ < b" jakmile 0 < a < b.
Odtud plyne, ze pro kazdé nezaporné Cislo r existuje nejvySe jedno Cislo a tak, ze a™ = 7.

Toto &islo se oznali ¥/ (n-td odmocnina &isla ).

V tomto pripadé je jednoduché ukézat existenci odmocniny ¥/a pro a > 0 jako sup{q € Q; ¢" < a} (snadno
se dodefinuje pro lichd n a zdpornd a Va = — V/—a).

Diikaz se provede ndsledovné. Oznalim w = sup{q € Q;q > 0,¢" < a} (musi se védét, Ze takové ¢
existuje, neboli, Ze 1/k™ miZe byt libovolné malé pro velkd k € N). Pokud w™ # a, najdeme dvé raciondlni ¢isla
q1 < w < g2, kterd jsou tak blizko sobé¢, Ze gy — ¢’ je mensi neZ |a — w"|, coZ je spor (protoZe w™,a € (¢, ¢4 )).
Ze to Ize, plyne z odhadu g5 — ¢} = (g2 —ql)(q?_l +q’f_2q2 +... +q§_1) <nk" (ga—q1), kde k € N,k > go.

Vlastné je to diikaz rovnosti w = inf{q € Q; ¢" > a} (pokud by se w definovalo takto, odpadlo by dokazovén{
toho, Ze takové q existuje, ale zase by bylo nutné ukézat, Zze w > 0).
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Je pekné, Ze pomoci suprema a infima dovedeme
hledat zajimava Cisla.

V kapitole o spojitych funkcich bude dokazano,
Ze tato odmocnina existuje pro kazdé nezaporné
¢islo r, zatim je vhodné to predpokladat.

Pokud je n liché, 1ze odmocninu definovat i pro

2 N2

zépornd Cisla r (proved'te).

Nyni je mozné definovat ab/1 pro libovolnd a > 0,p € Z,q € N jako V/aP. V Otdzkdch jsou diskutovany
moznosti této definice i pro a < 0.

Cislo a" je tedy definovano pro kazdé kladné a a raciondlni r.

Rozsitit tuto definici na redlnd Cisla r je mozné
mnoha zplsoby. Jednou z nich je nasledujici ele-
mentarni postup.

DEFINICE. Necht a > 1,7 € R. Pak se definuje a” = sup{a®;s € Q,s < r}.
Pro 0 < a < 1 se definuje a” = 1/(1/a)".
Cislo a” se nazyvd mocnina ¢isla a, 1 je exponent (mocnitel), a je zaklad.

11



| BTW. Doporucuiji si to promyslet . .. I

Vlastnosti mocniny se dokazuji z této definice
snadno pomoci piisluSnych vlastnosti pro raci-
ondlni exponenty. Nasledujici vlastnosti mocnin
souviseji s usporaddnim, vlastnosti souvisejici s
aritmetickymi operacemi jsou uvedeny v Otdz-
kdch.

POZOROVANI.
1. Cislo a” je vzdy kladné.

a” >a®, pro0<a<l;

2.r<s&
< {ar<a5, proa > 1.

a” >b", pror <0;

3.0<a<b<:){ a” <b", pror > 0.

Takze a” > 1 pravé kdyzbud’ a > 1,7 > 0Onebo 0 < a < 1,7 < 0.

| Jéminkote !!! I

L
| JOOOOO0O0O0 !!! I

12



0

vy

Jesté nas cekaji dal$i "neurcité"mocniny : co
,12°. 00 2 ndsledné i obecné mocniny co” nebo
(0.9}

r

Jesté s tim pockame, abychom tomu lépe rozu-
méli.

DEFINICE. Podle pfedchozich vlastnosti existuje pro kazdé w > 0,a > 0,a # 1 nejvyse jedno r € R tak, Ze
w = a”. Toto Cislo r se oznacuje log, w (logaritmus pii zdkladu a).

V kapitole o spojitych funkcich bude dokazano,
7e log, w existuje pro kazdé kladné redlné Cislo
w a kazdy zdaklad a > 0,a # 1.

I tady lze ukdzat existenci piimo. Je to podobné, jako u odmocnin a pouZije se Bernoulliova nerovnost.

Proa > 1,w > 0, poloZime r = sup{q € Q;a? < w} (opét takové ¢ existuje, protoze a« = 1 + h,h >
0,1/(1 4+ h)™ <1/(1+ nh) a musime védét, Ze posledni vyraz je libovolné maly). Pokud |a" — w| > 0, najdeme
q1 <1 < g tak, Ze |a92 — a¥1| je libovolné maly, coZ je spor, protoze w, a” lezi mezi a2, a9l.

To plyne z odhadu a92 — @91 = @91 (a92~91 — 1) < w(a'/™ — 1) pokud g2 — q1 < 1/n. Vyraz (a'/™ — 1) Ize
pro velka n udélat libovolné maly (Bernoulli).

Z vlastnost{ mocniny plynou snadno nasledujic{
vlastnosti logaritmu:

13



POZOROVANI.
1. Cislo log, w je kladné pravé kdyz bud’ w > 1,a > 1nebo 0 < w < 1,0 < a < 1.

loga w > loggu, pro0 < a < 1;

2. (J<w<u<:>{ loga w < logau, proa > 1.

loga w > logp w, prol < w;

3. O<a<b<1nebol<a<b:s{ loga w < logy w, pro0 < w < 1.

Poznamky 1 Otazky 1 11

INTERVALY

DEFINICE. Interval v linearné usporddané mnoziné X je takova jeji aspont dvoubodova podmnozina, feknéme .J,
kterd s kazdymi dvéma svymi prvky obsahuje i v§echny prvky mezi nimi, tj.

ryeJ r<a<y = acJ.

| To je velice dulezité !!! I

Je-li J interval v R* a ozna¢ime a = inf J, b = sup J, pak J md jeden z ndsledujicich tvaru:
e uzavreny interval [a,b] = {z;a < z < b},
e otevieny interval (a,b) = {z;a < x < b},

[a,b) ={z;a <z <b}

e polootevieny Ci polouzavieny interval { (@b = {z;a<z<b)

Nékde se uzaviené intervaly misto [a, b] oznaCuji
(a, b). Je to jedno.

14



To je tim, Ze mame madlo druht zdvorek. BTW, ja
jich nékolik zahodil.

Potfebujeme oznaCovat oteviené a uzaviené in-
tervaly, uspofddané dvojice Cisel, mnoziny cisel
a operace usporadani. A mame na to malo typt
zavorek. Teda jesté potfebujeme zavorky, samo-
zfejmé.

Neomezené intervaly v R* tvaru [—oo, +00] nebo (a, +0c], [—00, a) pro n&jaké a € R se také nazyvaji ote-
viené intervaly v R*.

DEFINICE. Podmnozina A C R je shora omezend, jestlize ma v R horni mez, tj. existuje € R tak, Ze a < z
pro viechnaa € A (fj. A C (—o0, ).

Zfejmym zpusobem se definuje zdola omezend podmnozina R (A C (z, +00)).

PodmnoZina A C R je omezend, jestlize je shora i zdola omezend, tj. existuji redlnd Cisla z,y takovd, Ze
AC (z,y).

omezena mnoZina A

OKOLI BODU

Pfi aproximacich je potfeba zndt, kdy jsou néjaké body blizko nebo dokonce libovolné blizko né€jaké hodnoté.

To Ize vyjadfit pomoci pojmu okoli, kterd, podobné jako v normdlnim jeho vyznamu, mohou byt vétsi ¢i mensi
a tim Ize urCovat, které body jsou hodnoté déle nebo bliZe.

Matematika vétSinou zajimaji mald, nebo do-
konce libovolné mald okoli.

15



g Zde se na chvilku vynofil duch matematické ana-

v

lyzy. Libovolné mala véc patii do fiSe strasidel.

DEFINICE. Mnozina U se nazyva okoli bodu a € R*, jestliZe existuje otevieny interval J C U takovy, Ze
e ac JproaeR,
e J je shora neomezeny pro a = +o0,

e J je zdola neomezeny pro a = —oo.

bod a jeho okoli

B M

Podle toho, zda je bod a vlastni nebo nevlastni, 1ze okoli popsat nasledovné:

1. U C Rje okoli a € R pravé kdyzZ existuje ¢ > 0 tak, Ze (a — €,a +¢) C U (za ¢ Ize vzit 1/n pro vhodné
n € N);

2. U C R* je okoli +oo pravé kdyz existuje n € N tak, Ze (n, +o00] C U;
3. U C R* je okoli —oo pravé kdyz existuje n € N tak, ze [—oc0, —n) C U;

Uvedené intervaly (a — &, a + €) se ze zfejmych diivodd nazyvaji symetrickd okoli.

Jak bylo feceno vySe, pouZivaji se hlavné mensi
okoli.

Porad si nerozumime, mensi klidn€, ale nez co

m
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Stacilo by tedy definovat okol{ jako oteviené intervaly pouzité v predchozi charakterizaci, protoze kazdé jiné
okoli takovy interval obsahuje.

Navic by stacilo brit za e jen nékterd kladnd Cisla, napf. 1/n pro n = 1,2,3,... nebo jinou posloupnost

kladnych ¢isel bliZzicich se k 0. V nékterych textech se takto postupuje, ale pro fadu formulaci je vhodné&jsi mit
okoli obecnéjsiho tvaru.

Pro podmnoziny A, B redlnych Cisel oznacime
A+B={a+bjac Ajbe B}y, A-B={ab;a€ Abe B},

¢emuz fikame soucet a soucin mnozin

Soucet a soucin okoli se bude hodit. Dokazeme
ndsledujici:

VETA. Necht a,b € R.

1. Je-li U okoli souctu a + b, existuji okoli Uy, Uy, bodi a, b resp., tak, ze U, + Up C U.
2. Je-li U okoli soucinu ab, existuji okoli Uy, Up bodu a, b resp., tak, ze U, - Uy, C U.

3. Je-lia # 0 a U okoli bodu 1/a, existuje okoli U, bodu a tak, ze {1/xz;x € Uy} C U.
Diikaz.

1. Necht U D aerfs,aerJrsZ. Staci zvolit Uy, = (a —€/2,a +¢/2),Up, = §b7€/2,b+€{2 .
2. Necht U D (ab—e,ab+¢) aa,b > 0, kde € lze volit tak malé, Ze ab — £ > 0. Je nutné najit kladné ¢ tak,

7e (a—0,a+6)-(b—6,b+0) C (ab—e,ab+¢), k Cemuz stali 62 + d(a + b) < e. Posledni nerovnost lze
jisté splnit pro néjaké malé kladné 5. Podobné se provedou dalsi piipady nenulovych a, b (proved’te). Piipad
a = b = 0 je jednoduchy — stadi zvolit 6 = /e. Zbyvd piipad a = 0,b # 0, napf. b > 0. Postup je stejny
jako v pripadé kladnych a, b (pozor na ndsobeni (—0,0) - (b — 0, b + 9)).

3. Necht a > 0ae > 0 je zvoleno tak malé, Ze 1/a —e > 0. Hled4 se kladné ¢ tak, ze (1/(a+0),1/(a—0)) C
(1/a —¢e,1/a + ¢). K tomu sta&f, aby § < a®c/(1 + ae).

Predchozi tvrzeni plati i pro pripad, kdy a, b jsou nevlastni ¢isla a a + b, ab nebo 1/a méd smysl.

Napf. pro soucin, kdy @ > 0ab = +oc:

Necht’ p > 0. Hleddse § > 0,q > 0 tak, Ze (a —d,a+9)- (g, +00) C (p, +00). Stali vzit 6 = a/2,q > 2p/a.

<

Ostatni piipady lze, tusim, prenechat Ctenafi.
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To tvrzeni o souctu okoli je kliCové pro matema-
tickou analyzu.

Obsahuje totiZ informaci, Ze podobné velik4 ¢isla
maji podobné veliké soucty. Tedy je to zdklad pro
pripadné aproximace a odhadovani.

Ja si to tvrzeni dokazuji kazdé rano jako roz-
cvicku. Svét je super.

| Moc moc jsem si pidl, aby neplatilo ... I

POZNAMKY

Pozndmky 1:
Redlnd Cisla, kterd nejsou raciondlni, se nazyvaji iracionalni. Ta se jeSt¢ d€li na algebraickd (kofeny polynomu s
celymi koeficienty) a na transcendentni.



Napt. ¢islo 7 zndmé ze vzorct pro obvod a obsah
kruhu je transcendentni; dikazem tohoto faktu
byla dokdzdna nemoZnost tzv. kvadratury kruhu,
tj. pomoci kruZitka a pravitka sestrojit Ctverec se
stejnym obsahem jako dany kruh.

Ptirozenych Cisel je spocetné mnoho (spocetnd mnoZina je takova, kterd se da zobrazit prostym zobrazenim na N).

Spocetnd mnozina ma stejné prvku jako je priro-
zenych Cisel.

Snadno se dokdZe, Ze i celych Cisel je spocetné mnoho, raciondlnich ¢isel je spocetné mnoho, i algebraickych Cisel
je spocetné mnoho.

Vsech redlnych ¢isel je ale nespocetné mnoho.

To 1ze dokdzat napf. pomoci tzv. Cantorovy diagondlni metody, jestliZe jsou zndmy rozvoje redlnych ¢isel, napt.
desetinné. Tyto rozvoje je vhodné znit i pro jiné ucely.

Pro jejich konstrukci (viz desetinny rozvoj) je
nutné zndt konvergenci posloupnosti z nésledu-
jict kapitoly.

Konec poznamek 1.

OTAZKY

Otazky 1:
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Odmocniny

Pro nesoudé€lna Cisla p € Z,q € N lze definovat aPll = ap pro libovolna ¢isla a, pro kterd ma vyraz na pravé
strané smysl, tj. @ € R pro p > 0, ¢ liché nebo a # 0 pro p < 0, ¢ liché nebo a > 0 pro p > 0, ¢ sudé nebo a > 0
pro p < 0, g sudé.

Jaky problém nastane, vynechd-li se v pfedchozi definici nesoudélnost? Uvazte napf. piipad 1/3 = 2/6.

z Mz

Pro jaké zlomky a jaka Cisla a 1ze nesoudélnost
vynechat?

Ukazte, 7e proa > 0 am,n € Nplati ¥a Va= ""Vamtn,

~mn m-rn j ~MN (TN
T je 2 = (zy)

[Névod: je-li 2" = a,y™ = a, z
Podobné ukazte, 7e 1/ Y/a = ¥/(1/a), Ya¥V/b= Vaba ¥/ a= ™Yaproa,b>0am,nc N.

=a atedy z = xy.]

Uvazte, kdy plati uvedené vlastnosti i pro ne-

2 N2

kladna ¢isla a, b.

Racionalni exponenty

Ukazte pomoci predchozich vlastnosti pro odmocniny, Ze pro libovolnd a,b > 0 a libovolna racionalni Cisla r, s
plati

a " = 1/ar’ aT-‘rs —a"a ’ - (ab)r7 (ar)s —a"s .
Dokazte nasledujici tvrzeni:
Pro kazdé n € N existuje k € Ntak, Ze 1 — 1/n < a" < 1+ 1/n pokud |r| < 1/k.
[Navod napf. pro a > 1: pro dané n € N existuje takové k € N, Ze 1 4+ k/n > a; protoze (1 + 1/n)¥ > 1+ k/n,
jel+1/n> ¥al]
Realné exponenty
1. Z pfedchoziho tvrzeni pro raciondlni exponenty ukazte, ze a” = inf{a®;s € Q,s > r} proa > 1.
2.Pro 0 < a < 1 ovéfte rovnosti " = inf{a®;s € Q,s < r} =sup{a®;s € Q,s > r}.
3. Dokazte, Ze vySe uvedené vlastnosti pro aritmetické operace mocnin s raciondlnimi exponenty plati i pro redlné
exponenty.

[Ndvod napf. pro a7 = a"a®: kazdé raciondlni t < r + s lze psét jako soulet ¢, + to raciondlnich &isel
t1 < r,tg < saodtud plyne a" T < a”a® (opaéna nerovnost se snadno dokaZe sporem); u posledni dokazované
rovnosti je nutné rovnost dokazat nejdiive za predpokladu, Ze r je raciondlni a poté obecné.]
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Pozdéji uvidime, Ze rovnosti vyplynou i ze spoji-
tosti mocniny.

Logaritmy

Pomoci predchozich vlastnosti mocniny pro raciondlni operace dokaZte ndsledujici vlastnosti logaritmu:
1 (s
loga S loga w , loga (wu) = loga w + loga u, loga (b") = rloga b, logs w = log, blogy, w .

[Ndvod napt. pro posledni rovnost: oznaéte r = log, w, t = loga b, s = logy, w; pak a” = w = (a')® = a'® a tedy

r =1ts.]
Pozorné jsem to sledoval. Algebraickd mlha za-
chvatila svét . ..

Je to jako stiflet na branku. Samo o sobég to je
jednoduché, ale hokej to samo o sobé jesté neni.

Konec otazek 1.

CVICENI

Cviceni 1:
KdyZ je néco néceho suprémem, plati dvé véci.
1. Je to horni zavorou.

2. Je to nejmen$i horni zdvora.
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| Ani o slovo min, ani o slovo vic. I

Zkusime dokézat jednoduché tvrzeni:

Piiklad. Pro A C [0,1] a B C [0, 1] plati

sup A + supB =sup(A+ B),

kde
A4+ B ={a+beR :acAbeB}.

Dokazte.

A + B je mnozina v§ech moznych soucti z A a
B.

Reseni. Oznaéme 54 = sup A, sg = sup B a polozme s = s 4 + sp. Dokdzeme, Ze s = sup(A + B).
1. Jde o horni zavoru?

Vezmeme a +b € A+ B,paka < s4,b < sp,tedya+b < sy + sg = s. Tedy ?7=ANO.

2. Je to nejmensi horni zdvora?

Vezmeme s’ < s a hleddme prvek a + b € A + B tak, aby. s’ < a + b.

Oznacime d = s — s’ toleranci pro A + B. Pro poloviéni toleranci d/2 najdeme a € A tak, ze s4 —d/2 < a
a podobné najdeme b € B tak, ze sg — d/2 < b.
Pak

' =(sqa—d/2)+(sp—d/2) <a+b.

Nasli jsme hledané a + b, tedy 7=ANO.

Uspésné vyfesil 1 z 10. Nic si z toho nedélejte,
neni kazdy den posviceni.
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Konec cviceni 1.

Cviceni 2: Priklad. Sestrojte posloupnost intervalt I7 D I D I3 D --- s prazdnym prinikem.

| Existuje ,omezené" i ,neomezené" fesent. I

Reseni. Zvolime I, = (0, 1/n) pro omezené feSeni a I, = (n, c0) pro neomezené fesent.

Uspé&iné vyfesilo 5 z 10. Pohoda.

Ptiklad. Necht’ M C R neni omezend. Pak pro kazdé o € (0, 00) existuje nekone¢nd mnozina N C M
tak, ze
Ve,yeN: (z#y = |z —y|>a).

Dokazte.

Pockdme 5 minut, aby to ¢lovi¢kové pochopili. I

ReSeni. Necht' M neni omezend shora. Necht’ « je dédno.

Zvolime libovolné x1 € M. Pak najdeme zo € M tak aby platilo x9 > z1 + «a diky neomezenosti M. Pak
podobné z3 € M tak aby platilo 3 > x2 + « a tak dal pomoci indukce.

Polozime N = {1, x2,23....}.
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Uspésné vyfesili 2 z 10. Nevim pro¢ tak malo.

Konec cviceni 2.
UCENI

Uceni 1:
Konec uceni 1.
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